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 ١

١ 
    )١(التكامل غیر المحدود  :٤م/    دقيالصناعي والفن ي الثاني الثانوالصف       

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
    ) ت(  التكامل ھو عملیة عكسیة للتفاضل  ورمزه)١

 .حیث جـ عدد ثابت یسمى ثابت التكامل  )جـ +  @ س(یساوي ) س ٢(  فإن تكامل )س٢( تساوي) @س( أي بما أن مشتقة    
  ؟) س(ق یعني ما ھو الاقتران الذي مشتقتھ ) دس ) س(ق ت   (لذلك فالتعبیر 

  ... )ولیس ص أو م ( دس   تعني أن التكامل بدلالة  س  : ملاحظة
  جتا س  ھي   جـ + ا س ـج  مشتقة    لأن   جـ+ جا س = جتا س دس   ت   : مثلاً 

  
  ومضافاً إلیھ ثابت التكامل جـ) س(نفس العدد الثابت مضروباً في = تكامل أي عدد ثابت  : )١(دة قاع

  جـ  +  س أ=  دس أ  ت      :           أو 

    جـ+ س  ٧؛ #= دس ٧؛ # ت  ) ٣         جـ+ س ٤-= دس ٤- ت   )٢          جـ  +  س ٥= دس ٥ ت   )١: مثلاً 

  
  والقسمة على ناتج الجمع مضافاً إلیھ ثابت التكامل جـ) س(إلى قوة ) ١(إضافة ) = س(احد في تكامل حد و : )٢(قاعدة 

  

  ) ) ھذه حالة خاصة ( ١- قوة س لا تساوي  بشرط أن(                            =   دس   س   ت :           أو 
  

  
  )  ٢                                                     )١: مثال 

  
  

                                                                             
  
 
 

  :إلى أي كسر یمكن استخدام القاعدة ) ١(عند إضافة :ملاحظة 
  

  = ١+  ٥؛$ : مثلاً 

      )  دس  ) س( ق ت م = دس) س(ق  م ت : (  یمكن إخراج العدد الثابت خارج التكامل في حالة الضرب  : )٣(قاعدة 

  
  
  
  

  
  

 
 : س  احتمالات لقوة٣ھناك : ملاحظة 

 
  )كسر(عدد غیر صحیح ) ٣عدد سالب                    ) ٢              عدد موجب             ) ١ 

 م
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 ٢

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ جد التكاملات التالیة ـــــــــــــــــــــ: تمارین ٢
   =  دس @-س  ت )٣                  = دس @س٣ت  )٢                                          =  دس س٤   ت )١
  
  

   =   سد ٧  ت )٦             =    دس            ت   )٥                        =   دس  س   ت  )٤  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
    جـ+ ـو س فإن التكامل یساوي لـ) ١(أو س في المقام وقوتھا ) ١-(إذا كانت قوة س تساوي  :)٤(قاعدة 

            
                 أو 

  
  

              أو  جـ + تكامل الاقتران الأسي           ھو نفسھ  :)٥(قاعدة 
  

   :تكامل الاقترانات الدائریة :)٦(قاعدة 

  جـ+ س ظـا =  س دس @ قـات       ،جـ   +  جتا س - =  جا س دس ت        ،   جـ+ جا س =  جتا س دس ت  

                              جـ +  جتاس ٨ -  =جاس دس   ٨  ت ) ١:مثلاً 

                    جـ +  ظـاس ٤؛ #-  =  دس   یساوي  س@قـا ٤؛ #-   ت   )٢      

  ملخص القواعد الخاصة بالتكامل 
  

  )التكامل( رابع لمستوى الا                                               )التفاضل( مراجعة المستوى الثالث
  
  
  
  
  
  
  
  
  

                                                                                                                       
    
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 ھـ

 ھـ س

  ٧؛ #
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 ٣

٣ 
  ) دس) س(ھـت  _  دس)س(ق ت =دس )) س(ھـ_ )س(ق (ت (:  فقطالجمع والطرحیمكن توزیع التكامل في حالتي ) ٧

  مثلاً
  
  
  

  )دس ) س(ھـ ت×  دس ) س( ق ت  لآدس ) ) س( ھـ×) س(ق ( ت  (:لا یمكن ذلك عند الضرب  أو القسمةولكن 

  فإذا كان ھناك تكامل لحاصل ضرب اقترانین فیجب إیجاد حاصل ضربھما أولاً ثم توزیع التكامل على الحدود الناتجة  

     دس ) ٤ –س ٥ - @س٦ ( ت  = دس  ) ٤ –س ٣+ س ٨ - @س٦ (  ت  = دس  ) ٤ -س ٣)(١+س٢(   ت: مثلاً 

  جـ+ س ٤ - @س ٢؛%  - #س٣=  دس ٤ ت –س دس ٥  ت - دس @س٦ت        = 
  

  فنقوم بتحلیل كل منھما والاختصار ثم نجد التكامل للناتج) بسط ومقام( إذا كان ھناك تكامل لقسمة اقترانین ) ٨

  جـ) + س٣+  @ س٢؛ ! (٢؛! = دس)٣+س( ت٢؛! =            دست  =دس                           ت  =  دس                 ت: مثلاً 
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ جد التكاملات التالیة ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ: تمارین
         = دس جاس ٨  ت)٢                                   = دس )٢+ ھـ٧(ت ) ١    
  
  
                    =  دس        ت    )٤                                       =   ظاس جتاس دس ت )٣  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  :  وھما  ) نحتاج إلى خطوة تجھیز( شرةً اھناك حالتان لا یمكن فیھما إجراء التكامل مب) ٩ 

  
   التكامل مباشرةً یكونعندھا ) ١ (تھاودائماً نرفع س إلى البسط ونعكس إشارة قوتھا إلا إذا كانت ق( س في المقام ) أ      

                         م-س =    :       تذكر أن                جـ+ س  لــو=   دس      ت                  

س = :#س[%     :تذكر أن   )دائماً نحولھا إلى قوة كسریة ( س تحت الجذر )      ب
      ٥؛#

   
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ جد التكاملات التالیة ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ: تمارین 
          = دس   :$:س[&      ت)٢                                                             =دس  :%س[#  ت  )١  
  
  
  
             =                    ت )٤                                               =            دس ت )٣  

  
  
  

 ھـ

 س
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 ٤

٤   
  : البسطیمكن تجزئة الكسر عندما یكون الجمع أو الطرح في ) ١٠ 

 

                   دس ٢ -  ٤؛%  ست+   س دس ت=  دس (          +         ) ت  =                 دس ت:   مثلاً 

 ست+   س دس ت                     =                
٤؛ #-

س ٤ + @س ٢؛ !=    دس 
  ٤؛!

  جـ + 
  

         +   ولكن لا یمكن تجزئة الكسر                   إلى 
  
  

  
 إلى) س  ظا( كذلك )   س @قــا( أو           إلى )   قا س(          نحولھا إلى   دائماً ) ١١

 
   س  @ جـا- ١=  س  @جتا     ومنھا    ١= س @جتا+  س @اـج     :تذكر أن    
  
  
  
  
  ) ص–س ) (ص+ س  = (@ ص– @س: تحلیل الفرق بین مربعین ) ٩

  )٧ –س ) (٧+ س  = ( ٤٩ - @س:                    مثلاً 

  دس ) ٤٩ - @س( ت = دس) ٧ –س ) (٧+ س (  ت       أي أن

  )@ص+ س ص  + @س)( ص- س ( = # ص– #س: تحلیل الفرق بین مكعبین ) ١٠
  ) ٤+ س  ٢ + @س ) (٢ –س   = (٨ -  #س:                               مثلاً 

  
  ) @ص+  س ص  - @س) (ص+ س  = (#ص + #س: تحلیل مجموع مكعبین ) ١١

  ) ٩+ س  ٣ - @س ) (٣+س   = (٢٧ + #س:                               مثلاً 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــ جد التكاملات التالیة ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ: تمارین
              =دس                     ت)   ٢                        =دس) ٥-س)(١+س٣( ت   )١

  
  دس  ) ٣- س٥(@ ست)   ٤                          =  دس                     ت   ٣

  
  
  دس     ) ٤-س)(٢-س (ت)  ٦=                                    دس   ت) ٥

           
                                    

  
                           ت  )٨                          =  دس               ت     )٧ 
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 ٥

   :)اختر الإجابة الصحیحة  ( ما یلي جد قیمة:  السؤال الأول    )٢٠١٥- ٢٠٠٨( الوزارة على ھذا الدرس من أسئلة ٥

   )  صیفیة ٢٠٠٨  وزارة ٣ :  ١س:( دس یساوي ) ٢ –جتا س  ( ت )١

  ) )علامات٤( صیفیة ٢٠٠٩وزارة ( دس  ) ٣+س٨(@ ست  )٢

    )  صیفیة ٢٠٠٩رة   وزا١ :  ١س:(  ل دس  یساوي ت إذا علمت أن ل ثابت فإن  )٣

  ) صیفیة ٢٠٠٩  وزارة ٤ :  ١س:( دس ھو)  جتا س- ١ ( ت )٤

  ) شتویة ٢٠١٠  وزارة ٢ :  ١س:(         دس  یساوي ت )٥

  ) صیفیة ٢٠١٠وزارة   (                                            =  جاس دس  ٦  ت  )٦

  ) )علامات٥( صیفیة ٢٠١٠ وزارة                          ( دس ) ٣-س)(١+س (ت)  ٦ )٧
٨(      

 ) )علامات٤( شتویة ٢٠١٢وزارة           (                                                                 
  

       ) شتویة ٢٠١٣وزارة =    (   دس   یساوي  س@قـا ٤  ت )١٠         ) صیفیة ٢٠١٣وزارة ( =                     ت       )٩

  

  )  شتویة ٢٠١٢وزارة :(   ، یساوي ٠ > دس  ، س #س[   ت ) ١٢      ) شتویة ٢٠١١وزارة :(   دس یساوي # ست ) ١١
  

    )  شتویة ٢٠١٢  وزارة ٢ :  ١س:( دس یساوي ) ١+ جا س - (ت ) ١٣
  

 ) صیفیة٢٠١٢  وزارة ٥ :  ١س:(  ، یساوي ٠لآ           دس  ، س ت )١٤
  
  :د التكاملات الآتیة أوج : السؤال الثاني 

   ) )علامات٣( شتویة ٢٠٠٨وزارة ( دس  ) س٢ – @س٣ (ت)   ١

  ) )علامات٣( صیفیة ٢٠٠٨وزارة ( دس ) س٢ – @س٦ (ت)   ٢  

   ) )علامات٣( شتویة ٢٠٠٩وزارة ( دس     ) س٢ – ٣ (ت)   ٣

  ) )علامات٣(صیفیة  ٢٠١١وزارة ( دس ،  )          +س@قـا  (ت)   ٤ 

 
٥  (  
      
  
  ٦(   
  
  
   ٧(  
  
  

     ) شتویة ٢٠١٥( دس    +        )  جتاس ٢– س@قـا (  ت )٨
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 ٦

  )٢(التكامل غیر المحدود : ٤م / الصناعي والفندقي ي    الصف الثاني الثانو   ٦
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  .المشتقة الأولى تلغي التكامل     و   التكامل یلغي المشتقة الأولى ،  أي أن   التكامل عملیة عكسیة للتفاضل: قاعدة
  :الرموزوب
  جـ   ) + س (ق= دس ) س(ق ت) ١ 
  
 ٢       (  

  
   :نستخدم القاعدة حسب الحاجة أو حسب المطلوب في السؤال  : ملاحظة

  
فإنا نكامل الطرفین لإلغاء المشتقة والحصول ) التالي )١(كما في مثال ( عطى ھو المشتقة الأولى فإذا كان المُ          

     قیمة الثابت جـعلى قاعدة الاقتران ثم نجد
  
  

) ) ٣(كما في مثال ( أو تكامل قاعدة الاقتران ) )٢(كما في مثال ( وإذا كان المعطى ھو تكامل المشتقة الأولى         
    فإنا نشتق الطرفین لإلغاء التكامل  والحصول على ما بداخلھ 

          ) )٨ ، ١( یمر بالنقطة ) س (قأو (  ٨=) ١ (قعلماً بأن  )س (قفجد قاعدة  س٢ -@س٦) = س(ق إذا كان :)١(مثال 
   )لوحدھا) س (قالتكامل یلغي المشتقة وتبقى  ( دس) س٢ -@س٦ (ت=  دس ) س(ق ت  : نكامل الطرفین: الحل 

    ٧=جـ    ومنھا   ٨=  جـ + ١ -٢  وبالتالي    ٨) =١( ق لكن  جـ+  @ س-  #س٢)  = س (ق
    ٧+  @ س- #س٢)= س (قإذاً  

     ****************************************************************************  
   )٢ (ق   و     )١ (ق  فجد ٧ + س٢ -$س= دس )س(ق  ت إذا كان : )٢(مثال 

  ٦)= ١ ( قوبالتالي  ٧ + ٢ - ١  =)١ (ق  ومنھا  ٧ + س٢ -$س) = س(ق      إذاًیلغي المشتقة   التكامل:الحل 
       س(                                 ق =(ومنها                         ٢ - #س٤    ق)٣٠=٢-٣٢=   ٢ -  #)٢(٤= ) ٢  
     ***************************************************************************************  
   )٢- (ق   و     )١ - (ق  فجد ١ + @س٣+#س= دس )س(ق ت إذا كان  : )٣(مثال 
   َ)١ + @س٣+#س = (َ)دس ) س(ق ت  : ( نشتق الطرفین: الحل 

   ٣-) = ٦- +( ٣)  = ١-(٦+@)١-(٣ = )١ -  (قومنھا    س٦+@س٣) = س(ق      إذاً  المشتقة تلغي التكامل
   ٦-= ٦ +  ١٢-   =٦)+ ٢-( ٦=  )٢- (  قومنها   ٦+ س٦)= س(ق   كذلك 

  ******************************************** تمارین ********************************************

    :                                      تساوي د  ھـ      دس   فإن٣ ت =إذا كان ص)  ٢

    :                                   تساوي د  دس ،  فإن) س (َ قَ ت =إذا كان ص)  ٣

  :                      تساوي د   ،  فإن٠ ≠       دس ، س ت =كان صإذا )   ٤

  

   =    ددس فإن  )س(ق  ت =إذا كان ص  )٥

                  )٣-  (ق  فجددس )س+ @س (ت ) =س (ق إذا كان )٦
  

    )س (قنى الاقتران تقع على منح) ٥ ، ١(بأن النقطة علماً   قفجد قاعدة الاقتران س  ٤ + @س٣ =)س (ق إذا كان  )٧  

 س٢
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  )٢٠١٥ -٢٠٠٨( أسئلة الوزارة على ھذا الدرس  من ٧
  :اختر رمز الإجابة الصحیحة فیما یلي  : السؤال الأول

   )  شتویة٢٠٠٨  وزارة ١ :  ١ س(                                :تساوي ) ٢ (قدس فإن ) ٣ -@س٢ (ت )= س (قإذا كان ) ١

    )  شتویة٢٠٠٩  وزارة ٦ :  ١ س(           :                                  تساوي د     دس   فإن ھـ   ت =إذا كان ص)  ٢

    )  شتویة٢٠١٠  وزارة ١ :  ١ س    (         :                              تساوي د  دس ،  فإن) س (ق ت =إذا كان ص)  ٣

  ) صیفیة ٢٠١٠  وزارة ٢ :  ١ س      (         :                  تساوي د  إن ،  ف٠ ≠       دس ، س ت =إذا كان ص)   ٤

   ) شتویة٢٠١١  وزارة ٤ :  ١ س(                                  :     تساوي) س(ق   دس ،  فإن@ ست )=س (قإذا كان  )٥

   ) صیفیة٢٠١١  وزارة ١ :  ١ س(                            :تساوي) ١(ق  دس ،  فإن) س٢ +#س٤ (ت )=س (قإذا كان )  ٦

  ) صیفیة٢٠١٢  وزارة ١ :  ١ س(                                         :تساوي ) س (ق دس   فإن ٣ ت )= س (قإذا كان )  ٧

  )فیة  صی٢٠١٣ وزارة (                                  )١-  (ق  فجددس )س٥+ @س (ت ) =س (قإذا كان ) ٨
  

  )٣(التكامل غیر المحدود :  ٤م / الصناعي والفندقي ي    الصف الثاني الثانو
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  )المستوى الثالث ( كما لاحظنا الفصل الأول  )١
       ))ن(ت) = ن (عَ   (     التسارع= مشتقة السرعة  و       )   )ن(ع) = ن (فَ    (     السرعة= مشتقة المسافة            

  وبما أن التكامل عملیة عكسیة للتفاضل فإن
  )ن(ف= دن )ن( عت أو          المسافة     ) = السرعة (  ت    كذلك  )ن(ع= دن )ن(ت ت     أو     السرعة) = التسارع  ( ت           

   )المیل) = ١س (ق(      أو   )س(ق المشتقة الأولى لقاعدة ) = س (قمیل المماس لمنحنى ) ٢  
  )٩) = ٢ (ق:  مثلاً  قیمة جـویجب أن یحتوي السؤال على معلومة لإیجاد( جـ  ) + س (ققاعدة =  المیل ت              لذلك   

 ****************************************************************************  
  جد المسافة التي . ١+ن ٢ - @ن٣) =ن(ع: ثانیة تعطى بالعلاقة) ن(یتحرك جسم على خط مستقیم بحیث أن سرعتھ بعد  : )١(مثال 

             م٧) = ٠( ثوان علماً بأن موقعھ الابتدائي ف)٣(یقطعھا الجسم بعد مرور           
   ١ +ن٢ - @ن٣) = ن(ع :الحل 

  دن)  ١ +ن٢ - @ن٣(ت=   دن ) ن( عت : نكامل الطرفین   
   ٧=  إذاً جـ  ٧)= ٠(لكن ف     جـ + ن +@ ن-#ن) = ن(                   ف

   م٢٨= ٧+٣+ ٩ – ٢٧=  ٧ + ٣+ @٣ -#٣) = ٣(    إذاً ف٧ +ن  + @ ن-#ن) = ن(وبالتالي  ف                        

) ن(جد المسافة التي یقطعھا الجسیم بعد مرور . @ث/  م ٦) =ن(مقداره ت) ت(یتحرك جسیم في خط مستقیم بتسارع ثابت   :)٢(مثال  
  م ١١)=٠(فوموضعھ الابتدائي  ث/  م٤) = ٠(ثانیة من بدء الحركة علماً بأن السرعة الابتدائیة للجسیم ع

   )السرعة= تكامل التسارع  (  دن ٦ت=   دن ) ن( تت  :     نكامل الطرفینن٨) =ن(ت :الحل 

  ٤+ ن ٦=  ع ئ   ٤=  جـ   ئ  ٤ =جـ + ٠) = ٠(جـ لكن ع + ن٦=   ع 

  )المسافة= تكامل السرعة ( جـ         + ن ٤ + @ن٣)= ن(  فئدن ) ٤+ ن ٦ (ت=  دن ) ن(ع ت:  نكامل الطرفین مرةً أخرى 

      ١١+ ن ٤ + @ن٣) =ن(وبالتالي  ف     ١١= جـ  ئ  ١١= جـ + ٠+ ٠إذاً   ١١)= ٠(لكن ف
          

 س٢
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 ٨

٨ 
  ،)س ٤ – ٦( یساوي ) س ، ص( عند النقطة ) س (قإذا كان میل المماس لمنحنى الاقتران  : )٣(مثال 

                                    ٧)= ١ (قعلماً بأن  ق  ن فجد قاعدة الاقترا          

  دس)س ٤ – ٦ (ت  = دس) س (قت  :  نكامل الطرفین      س ٤ – ٦  =)س (ق = میل المماس :الحل 

   ٣=    إذاً جـ  ٧=جـ  +  @)١(٢  – )١(٦ ئ ٧) = ١(   ق لكن   جـ  +  @س٢  – س٦) =س(ق 

  ٣ +  @س٢  – س٦) =س(ق  وبالتالي                      

  
  ین تمار

جد المسافة التي یقطعھا  .  ث/ م @)١ - ن( ٦) =ن(ع: ثانیة تعطى بالعلاقة) ن(یتحرك جسیم على خط مستقیم بحیث أن سرعتھ بعد ) ١
         م٥) = ٠(الجسیم بعد مرور ثانیتین من بدء الحركة علماً بأن موقعھ الابتدائي ف

  
   . )٤ –س  )( ٢+س ( یساوي ) س ، ص( طة  عند أي نققإذا كان میل المماس لمنحنى الاقتران  ) ٢

        ) ٥ ، ١ -( منحنى الاقتران ق یمر بالنقطة     علماً بأنق  ن فجد قاعدة الاقترا
 
 

الحركة  ، جد سرعة الجسیم  بعد مرور ثانیة واحدة من بدء  @ث/  م٢٤)= ن(ستقیم بتسارع ثابت مقداره تیتحرك جسیم على خط م) ٣
    ث/ م١٢) = ٠( عةالابتدائیعلماً بأن السرعة 

  
  
     ثانیة علماً بأن) ٢(جد المسافة التي یقطعھا الجسم بعد مرور  . @ث/ م ) ٤+ن ٨) = ( ن(یتحرك جسم  بحیث أن تسارعھ ت) ٤
          م٤) = ٠(ث   و  ف /  م٦) = ٠(ع
  
  
  علماً بأن ق  ن، فجد قاعدة الاقترا)س  ٨ – #س٤ (یساوي ) س ، ص( عند النقطة) س (قإذا كان میل المماس لمنحنى الاقتران  )٥

                )٥ ، ١(    یمر بالنقطةقمنحنى الاقتران               
  

) ن(جد المسافة التي یقطعھا الجسیم بعد مرور . @ث/  م١٠) =ن(مقداره ت) ت(یتحرك جسیم في خط مستقیم بتسارع ثابت           
  م ٨)=٠(وموضعھ الابتدائي ف ث/  م٦) = ٠(بأن السرعة الابتدائیة للجسیم عثانیة من بدء الحركة علماً 

                                                                                                                 
  د مرور ثانیتین من بدء الحركة ، جد سرعتھا بع @ث/  م١٤)= ن(تتحرك نقطة في خط مستقیم بتسارع ثابت مقداره ت) ٦

   ث/م٩) = ٠( عة     علماً بأن سرعتھا الابتدائی
  
   

  )٢٠١٥-٢٠٠٨( أسئلة الوزارة على ھذا الدرس  من
        جد المسافة التي یقطعھا . ن ٢ - @ن٣) =ن(ع: ثانیة تعطى بالعلاقة) ن(یتحرك جسم على خط مستقیم بحیث أن سرعتھ بعد ) ١ 

   ))علامات٤( شتویة ٢٠٠٨(             م٥) = ٠(ثوان علماً بأن موقعھ الابتدائي ف) ٣(عد مرور الجسم ب     
  
  ،)س ٢ – ٦( یساوي ) س ، ص( عند النقطة ) س (قإذا كان میل المماس لمنحنى الاقتران ) ٢ 

     ))علامات٥( صیفیة ٢٠٠٨(                                ٢)= ١ (قعلماً بأن  ق  ن فجد قاعدة الاقترا          

  ، جد سرعة الجسیم  بعد مرور ثانیة واحدة  @ث/  م١٢)= ن(یتحرك جسیم على خط مستقیم بتسارع ثابت مقداره ت) ٣
   ))علامات٤( صیفیة ٢٠٠٨(  ث/ م٧) = ٠( عةالحركة علماً بأن السرعة الابتدائی من بدء                
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جد المسافة التي  .  ث/ م @)١+ ن( ٣) =ن(ع: ثانیة تعطى بالعلاقة) ن(بحیث أن سرعتھ بعد یتحرك جسیم على خط مستقیم ) ٤  

   ))علامات٥( شتویة ٢٠٠٩(         م١) = ٠(یقطعھا الجسیم بعد مرور ثانیتین من بدء الحركة علماً بأن موقعھ الابتدائي ف
  
جد المسافة التي یقطعھا  .  ث/ م) ٣+ن٦) =( ن(ع: ى بالعلاقةثانیة تعط) ن(یتحرك جسیم على خط مستقیم بحیث أن سرعتھ بعد ) ٥

   ))علامات٥(  صیفیة ٢٠١٠(                               م٢) = ٠(ثوان علماً بأن موقعھ الابتدائي ف) ٣(الجسم بعد مرور 
  
  علماً بأنھ یمر  ق  نب قاعدة الاقترایساوي       ، فاكت) س ، ص( عند النقطة) س (قإذا كان میل المماس لمنحنى الاقتران ) ٦ 

   ))علامات٥(  شتویة ٢٠١١(                         )   ١ ، ٠(                                                            بالنقطة
  علماً بأن ق  نالاقترا، فجد قاعدة )س ٦ – #س٤( یساوي ) س ، ص( عند النقطة) س (قإذا كان میل المماس لمنحنى الاقتران  )٧

   ))علامات٤( صیفیة ٢٠١١(               )٥ ، ٢(   یمر بالنقطةقمنحنى الاقتران               

ثانیة من بدء الحركة علماً ) ن(التي یقطعھا الجسیم بعد مرور رعة جد الس. @ث/ من  ٨) =ن(تجسیم یعطى بالعلاقة تسارع إذا كان  )٨
   ))علامات٥(شتویة  ٢٠١٢ (               ث/  م٣) = ٠(لجسیم عبأن السرعة الابتدائیة ل

  
جد المسافة التي یقطعھا الجسیم  .  ث/ م )   ٨+ن ٦) = ( ن(ع: یتحرك جسیم في خط مستقیم بحیث تكون سرعتھ ع معطاة بالعلاقة) ٩

   ))علامات٣( صیفیة ٢٠١٢         (   م٣) = ٠(بعد مرور ن ثانیة من بدء الحركة علماً بأن الموقع الابتدائي للجسیم  ف
  

ثانیة من ) ن(جد المسافة التي یقطعھا الجسیم بعد مرور . @ث/  م٨) =ن(مقداره ت) ت(یتحرك جسیم في خط مستقیم بتسارع ثابت ) ١٠
   ))ماتعلا٥(شتویة  ٢٠١٣( م ١٠)=٠(وموضعھ الابتدائي ف ث/  م٢) = ٠(بدء الحركة علماً بأن السرعة الابتدائیة للجسیم ع

  
  
    علماً بأنق  ن قاعدة الاقتراجد، ف )١ – @س٣ (یساوي) س ، ص( عند النقطة) س (قإذا كان میل المماس لمنحنى الاقتران ) ١١ 

   ))علامات٥(صیفیة   ٢٠١٣(                        )   ٤ ، ٢(  یمر بالنقطة قمنحنى الاقتران      
  

الحركة علماً بأن السرعة   ثانیة  من بدء ن، جد سرعة الجسیم  بعد  @ث/  م٦)= ن(تثابت یتحرك جسیم على خط مستقیم بتسارع ) ١٢
  ) صیفیة ٢٠١٣(                                                                                     ث/ م٨) = ٠( عةالابتدائی

  
جد المسافة التي یقطعھا  .  ث/ م )   ٦+ن ٤) = ( ن(ع:  بالعلاقةیتحرك جسیم في خط مستقیم بحیث تكون سرعتھ ع معطاة) ١٣

   ))علامات٤(  شتویة ٢٠١٤وزارة (   م ١٠) = ٠(جسیم  ف من بدء الحركة علماً بأن الموقع الابتدائي للوان ث)٣(الجسیم بعد مرور 
  

جد المسافة التي  .  ث/ م @)٢+ ن( ٦) =ن(ع: ثانیة تعطى بالعلاقة) ن(یتحرك جسیم على خط مستقیم بحیث أن سرعتھ بعد ) ١٤  
   )علامات٥( صیفیة ٢٠١٤(         م٥) = ٠(یقطعھا الجسیم بعد مرور ثانیتین من بدء الحركة علماً بأن موقعھ الابتدائي ف

  
  

١٥(   
  
  
  
)                           ١ ، ٣ (حنى یمر بالنقطة، وكان المن       )ھـ(  یساوي) س ، ص( عند النقطة) س (قإذا كان میل المماس لمنحنى الاقتران  )١٦

                                  ) ) علامات٤(  شتویة ٢٠١٥                                  (ق              نفجد قاعدة الاقترا

  )ن(لمسافة التي یقطعھا الجسیم  بعد مرور ، جد ا@ث/ ن م٦)= ن(من الثواني یعطى بالعلاقة ت) ن(إذا كان تسارع جسیم بعد مرور ) ١٧
  ) )علامات٤( شتویة ٢٠١٥(م  ١٢)=٠(ث  وموقعھ الابتدائي ف/م٢) = ٠( للجسیم عةثانیة من بدء  الحركة علماً بأن السرعة الابتدائی

  
  

٩ 

 س -٣
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١٠ 
  التكامل المحدود  :٤م / الصناعي والفندقي ي    الصف الثاني الثانو

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 )أ(ق  –) ب (ق یساوي ] أ ، ب [في الفترة ) س (قالتكامل المحدود للاقتران  )١

  الحد العلوي: لتكامل المحدود ،  ب الحد السفلي ل : احیث )  أ(ق  –) ب (ق= دس ) س (ق ب أ تأو    

        أ ب]) س (ق  [:على الصورة )  أ(ق  –) ب (ق       ویمكن كتابة المقدار 
والناتج سیكون عدداً حقیقیاً بعد ) ـج(أي أن التكامل المحدود ھو نفسھ غیر المحدود باستثناء أنھ لن یكون ھناك ) ٢  

 ویض الحد السفلي تعویض الحد العلوي مطروحاً منھ ناتج تع

  ٩ =٣ – ١٢ = @)١(٣- @)٢ (٣ =  @١ ] @ س٣= س دس ٦ ت@١:  ) ١(مثال 

     ، فجد قیمة م ٧= س دس ٢مت٣   إذا كان) :٢(مثال 
  

  ٤ _ =  أي أن م١٦=  @ومنھا م ٧ = ٩ - @  م                   ٧= م٣] @س:    الحل 
   ******************************************** تمارین* *********************************************

  : احسب قیمة كل من التكاملات التالیة:١س

               =  دس  ٥؛$ # ت١ - )٢                                                                           =  دس $ س@٠ت  )١

  =دس) ٥-س)(١+س٣(! ت١ -  )٤                                              = دس         ت#١  )٣
            

       =دس    ھـ    ت%٠ )٦                                              =          دست$١)  ٥

  دس )  ١+  @س٣ + س[(  $٠ت   ) ٨                                     : یساوي دس    س[   ت٠)  ) ٧

    ، فجد قیمة م١٠-= م دس  ت#١ إذا كان   :٣س     ، فجد قیمة م١٢=  دس ٢مت١   إذا كان  :٢س 
  
    ، فجد قیمة م٤-=  س دس ٢؛ % تإذا كان    :٤س

  دس) س (قت@١  جد   ف٤)= ٢ (، ق ٥-)= ١ (قمتصل، وكان ) س (ق إذا علمت أن :٥س 

  دس) س(ق  ت١  $-جد   ف   ، جـ + #س= دس ) س(ق  تإذا كان     :٦س
  )٣( ق فجد قیمة،  ١٠) =١ - (قوكان  ]٣، ١ -[معرف على الفترة ) س(ق  ،وكان س٤)= س(ق إذا كان  :٧س

  :٩سدس) س (ق ت#١،   فجد    ]٣، ١ [معرف على الفترة ) س(ق س ،وكان ٦)= س(ق إذا كان  :٨س

  دس) ١ -س  (ق #ت ١ - ،  فجد قیمة   ١ -)= ٢ -(ق  ، وكان ٤)= ٢(ق إذا كان 

 س

 م

-١ 
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 ١١

 أ

  )٢٠١٥-٢٠٠٨(أسئلة الوزارة على التكامل المحدود من
  :اختر رمز الإجابة الصحیحة فیما یلي  : السؤال الأول

  

  )  صیفیة ٢٠٠٨  وزارة ٦ :  ١ س:(دس )س (قت #١       فجد ٦)= ٣ (ق  ، ١٠)= ١ (قإذا كان ) ١

    

  )   شتویة ٢٠١٠ ، وزارة ٤ : ١ س:(دس یساوي ) ٢ -)س (ق ( ت#٠ ، فإن    ٥= دس) س (ق ت#٠  إذا علمت أن )٢

  

  ) صیفیة ٢٠١١  وزارة ٣ :  ١ س:(دس )١+س (قت!٠      فإن قیمة   ٢)= ١ (ق  ، ٥)= ٢ (قإذا كان ) ٣

  

  )   شتویة ٢٠١٢ ، وزارة ٤ : ١ س:        ( یساويدس) )س (ق+ س٢(ت#٠   ، فإن١٠= دس) س (قت#٠ إذا كان  )٥ 

  

  ) شتویة٢٠١٢  وزارة ٣ :١ س:(دس یساوي) س (قت@١  فإن   ١)= ٢ (، ق ٣-)= ١ (قمتصل، وكان ) س (قلمت أن  إذا ع)٦

  

  )   صیفیة٢٠١٢ ، وزارة ٣ : ١ س(      : تساوي دس   ھـ    ت!٠   قیمة)٧ 

  

   )   صیفیة٢٠١٣  وزارة (      ، فجد قیمة م ٦-=  دس ٣مت١   إذا كان ) ٨ 
  

  )  شتویة ٢٠١٣ ، وزارة ٤ : ١ س(     : یساوي دس    س[   ت!٠  ) ٩

    

  )  شتویة٢٠١٣وزارة  :    ١ س:(دس )س (قت #١       فإن ٨)= ٣ (ق   ، ٦-)= ١ (قإذا كان ) ١٠

  

  ) )علامات٤( شتویة ٢٠١٤وزارة  ( دس ، )  @س٣ + س[(  !٠ت )  ١١
  

    

مت ١  إذا كان)  ١٢    
  ) )علامات٥(  شتویة٢٠٠٩  وزارة ٣ :  ٢ س         (    ، فجد قیمة م٦=دس) ٣+س ٢(

  

  ))علامات٥( شتویة ٢٠١١  وزارة ١أ ،  : ٢ س       (      دس) س +  /   س[( ت!٠ جد قیمة     ) ١٣   

  
  

  )     ) علامات٤( شتویة ٢٠١١ج ، وزارة  : ٣ س(           فجد قیمة الثابت ٢١= دس   ٧تأ٠ إذا كان  )  ١٤  

  

 س

١١ 
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 ١٢

١٢ 
  خواص التكامل المحدود   :٤ م /الصناعي والفندقي يلصف الثاني الثانو    ا

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
      
  
  
  
  
  
  
  

  )مھمة جداً : خاصیة الإضافة                                             (                          
  
  دس ) س ( قت٥$٥٥ ، فجد قیمة   ٦= دس ) س ( ق%ت٤إذا كان    :  )١(مثال 

   ٦ - =دس ) س (ق$٥ت      إذاً ٦= دس ) س ( ق%٤ت  بما أن   :الحل           
  

  ، فجد قیمة م صفر = س دس ٤ ت٣إذا كان    :)٢(مثال 

   ٣= م    إذاً     صفر= س دس ٤ ت٣  بما أن:الحل
  ولكن  ... ٣ -= وھناك قیمة أخرى لـ م نجدھا من خلال إجراء عملیة التكامل وتعویض حدي التكامل وھي م(  

   ))٢( حسب القاعدة –غیر معطاة فنكتفي بقیمة واحدة وھي التي تساوي الحد السفلي ) س (قإذا كانت قاعدة        

  دس  ) س ( ق%١ت ، فجد  قیمة   ١٠= دس ) س (ق@٥ت  ،   ٨= دس ) س (ق ت @@@@@١  إذا ) :٣(مثال 

 وحدود خامسةثم نجزئھ حسب القاعدة ال) دس) س ( ق%١ت  (الأفضل أن نبدأ بالمطلوب وھو ھنا : الحل
  : وإلیك الخطوات  . بعدھا نعوض القیم المعطاة مع تغییر الإشارات اللازم تغییرھا٠٠٠ التكامل

@١    فیصبح  الحد الأوسطثم نكتب%  ت      +ت١    = دس ) س ( ق%١ت       دس ) س (ق%٢ت+   دس ) س (قت@@@@
                                                                              =٢ -= ١٠ -  + ٨                           

  دس  ) س ( ق%٧ت ، فجد  قیمة   ٢= دس ) س (ق٢@٥ت  ،   ٦-= دس ) س (قت&٢  إذا كان ) :٤(مثال 

  وحدود التكامل  خامسةالثم نجزئھ حسب القاعدة ) دس) س ( ق%٧ت  (نبدأ بالمطلوب وھو ھنا : الحل

  دس ) س (ق%٢ت+   دس ) س (قت@٧    الحد الأوسطثم نكتب%  ت   + ت٧=  دس ) س ( ق%٧ت    
                                                   =٥=      ١ -    +           ٦       

          :دس یساوي) س (قت!٢   ، فإن٢٠= دس) س (ق٤ ت@١ إذا كان  )٥(مثال 

                           ٥- = )س (قت!٢   فإن وبالتالي ٥= دس) س (ق ت@١ إذاً   ٢٠= دس) س (ق٤ ت@١  بما أن   :الحل   

 م

 م
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 ١٣

١٣ 
                                                                                                                           ٣ ≤ س ≤ ١ - س  ،  ٤ =        )س (قإذا كان ) :٦(مثال 

   دس) س ( قت %١ - فجد           ٥ ≤  س < ٣       ،٦                                                      
                                            

   دس  ٦%٣ت + س دس  ٤# ت١ -  =دس ) س ( قت %١ -  ) :القاعدة الخامسة( تخدم خاصیة الإضافة نس: الحل 

  

  ٢٦ = ١٢   +  ١٤= )   ٣ (٦ -) ٥ (٦  +  @)١-(٢ - @)٣(٢=  %٣  ] س ٦+  ١ -  #] @س٢=      

  
  

  ارینتم

  دس) س (ق٦ ت#٥  ، فجد قیمة  ٤= دس ) س ( قت%٣ إذا كان  :   ١س 
  
  

   ! _ ت٢        ، فجد قیمة ١٢= دس ) س (ق٢@ ت١ -  إذا كان :٢س
  
     

   دس ) س ( ق% ت١ -   فجد ٢= دس ) س ( ق%٣ت  ، ١٠=دس ) س (ق٢#  ت١ -  إذا كان :٣س
  
  
  

   دس ) س (قت @٢ -   فجد٨= دس ) س (ق٢ (٢ت  ، ٦ -=دس ) س (قت (٢ -  إذا كان:٤س

   
  
  

    فجد ٨ -= دس ) س(ھـ٢ت(٣ ،  ٦= دس ) س (ق #٠ت  إذا كان  :٥س
  
      

   دس  )س٢) + س( ھـ-)س (ق ((٣ت ) جـ دس  ) ٢ – )س (ق( ت(٣ )  ب  دس ) )س(ھـ) + س (ق٢(ت#٠ ) أ
 =                                     =                      =         

  
 =                                     = =                              
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 ١٤

 جـ

١٤ 
  )٢٠١٥-٢٠٠٨(أسئلة الوزارة على خواص التكامل المحدود من

  :اختر رمز الإجابة الصحیحة فیما یلي  : السؤال الأول

   )  شتویة٢٠٠٨  وزارة ٢ :  ١ س(                                   :صفر  فإن قیمة ك تساوي =  دس     ھـ  ت١ )= س (قإذا كان ) ١

  ) شتویة ٢٠٠٨ ، وزارة ٧ : ١ س(       :دس یساوي) س (قت(٣  ، فإن١٢= دس) س (ق ٦ت٢ # ، ٤= دس) س (ق ت@٠ إذا علمت أن ) ٢  

  

  )    صیفیة٢٠٠٨ ، وزارة ١ : ١ س        (:دس یساوي) س (قت!٢   ، فإن١٢= دس) س (ق٣ ت@١ إذا كان  )٣

  

  )   شتویة ٢٠٠٩ ، وزارة ٣ : ١ س(                                                   :دس یساوي ) ٥ -س ٢ -@س٣(  ت@٢   )٤  

  

  )   شتویة ٢٠٠٩ ، وزارة ٧ : ١ س(           :دس یساوي  ) س (ق٢ا تب       فإن ٨=دس) س (قب أ ت   إذا علمت أن  )٥
  

  )     صیفیة٢٠٠٩ ، وزارة  ٢ : ١س(                                              :دس تساوي  ) ٢ -/   س[ + #س(  $ت٤   قیمة ) ٦  

  )   صیفیة٢٠٠٩ ، وزارة ٣ : ١ س:(دس تساوي) س (قت%١  ، فإن قیمة ٢= دس) س (قت#٥  ، ٦= دس) س (ق ت#١ إذا علمت أن  )٧  

  
  
  

  )   شتویة ٢٠١٠، وزارة ٣ : ١ س(  : دس یساوي) س ( قا      ب  تفإن   ٤؛ #= دس) س( قب أ ت   إذا علمت أن  )٨

  
   ) صیفیة٢٠١٠، وزارة ٣ : ١س( :دس یساوي) س (ق ت  أ  فإن   ٤=دس) س ( قب  تجـ ،٣-= دس) س (قب أ ت  إذا كان )٩  
  
  

  )   شتویة ٢٠١١ ، وزارة ٢ : ١ س (                               : دس یساوي) س (قت!٢   ، فإن٦= دس) س (ق ت@١ إذا كان ) ١٠  

  
  )   شتویة ٢٠١١ ، وزارة ٣ : ١ س(                                                                                                  ) ١١

  

  ) صیفیة٢٠١١ ، وزارة ٢ : ١ س:(دس یساوي) س( ق# ت١  ، فإن ٩= دس) س (ق٣ت #٢  ، ٥= دس) س (قت!٢كان   إذا  )١٢  

  
  

  )    صیفیة٢٠١٢ ، وزارة ٢ : ١ س        (:دس تساوي) س (ق^ ت٧    ، فإن قیمة١٠= دس) س (ق٢& ت ٦ إذا كان )١٣

  
  

   )ماتعلا٦()   صیفیة٢٠١٣وزارة   ( دس) س٢+)س (ق (^ ت٣  جدف  ١٠=دس) س (ق٢# ت ١ -   ،٨= دس) س (ق̂ ت ١ -    إذا كان )١٣

 ك
س



 )                                        078   531  88   77  (عبدالقادر الحسنات: إعداد المعلم 

 ١٥

١٥   
                                                                                                  إذا كان ) ١  :لسؤال الثانيا

  
  )   )علامات٤( شتویة٢٠٠٨ب  وزارة  :٢ س(                                                                                                      

 
  

                                                                                                        
  )علامات٦(ة شتوی٢٠١٠ج  وزارة  :٢ س(                                                                                                        )٢

                                                                                  
  
  

  )  )علامات٥ ( صیفیة٢٠١١ب ،  وزارة  :  ٢ س   (دس) ) س (ق ٣ + @س٣(ت@٠   ، فجد قیمة ٦= دس) س ( ق٢؛! ت@٠  إذا كان )٤  

  
                                                                                           
  ) )علامات٥(ص  ٢٠١٠ج  وزارة :٣س()                                                                              ٣ 

  
    

  ) )علامات٥( شتویة٢٠١٢ ج ، وزارة : ٢ س(دس) ٥)+ س (ق(  ت #١  -   فجد  ٢ -= دس) س (قت!٣  ،٦= دس) س (قت !١  -  إذا كان )٥

  
  
٦(   

                                                                                                              
  ))علامات٥(یة صیف٢٠١٢ب وزارة :٢س                                                                                                 (

  
     
٧                                                                                                                              (
    

  ))علامات٦ ( شتویة٢٠١٣ب وزارة :٢س(                                                                 
 
  
٨ (  
  
  
  
  
  
٩(  
  
  
  
  

   )علامات٤()  شتویة٢٠١٥(ثابت ، فجد قیمة أ أ  ،١٦= دس) س (ق أ @ت ١ ، ١٢)=٢( ، ق٤)=١(متصلاً وكان ق) س( قإذا كان) ١٠

  

                                  )علامات٤()  شتویة٢٠١٥(دس ) س (ق $ت ١ -   فجد     ٣ < س ≤ ١ - ، ١+  @س )=     س (قإذا كان ) ١١

                                     ٤ ≤  س ≤  ٣  ،   ٢-س ٤                              
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 ١٦

١٦ 
  التكامل بالتعویض   :٤م / الصناعي والفندقي ي    الصف الثاني الثانو

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
حاصل  نلجأ إلى التكامل بالتعویض عندما یكون ھناك مقدار لا یمكن إیجاد تكاملھ مباشرة مثل ) أ 

    قسمتھما أو غیر ذلك بشرط أن یكون ھناك اقتران ومشتقتھ  في نفس المسألةضرب اقترانین أو
  

   دس   ھـ  س٤ت   أو  دس @ سجـــا س٢ت     أو   دس)  ٨ +س٢)(س٨+  @س(ت :مثلاً 
     الاختصارات اللازمة لیصبح التكامل بدلالة ص فقطص ثم نجد دص ونجري) = الذي قوتھ أكبر( نفرض أن الاقتران : وكإجراء   
  

  :  وبالرموز 
  

   :الخطوات
  )المقدار الذي قوة س فیھ اكبر ( = أن ص نفرض  )١
  )تبقيویجب أن تكون قوة المشتقة الناتجة مساویة لقوة المقدار الم (  =دنجد  )٢
  بالقیمة الناتجة عن الاشتقاق ) دس(نستبدل  )٣
    )دس(و ) ص( ونعوض بدلاً من إلى التكامل الأصلينعود  )٤
  )تختفي جمیع قیم س ویبقى التكامل بدلالة صویجب أن ( ما بین البسط والمقام نختصر  )٥
   عملیة التكامل بدلالة صنجري )٦
 اھا في الخطوة الأولىنقیمة ص التي فرضنعید  )٧
 
  القوسولیس كامل ) ص(ھو ...  دائماً نفرض ان ما بداخل القوس أو الجیب او الجذر  :ملاحظة
  )٧+  @س(جــا=  ص ولیس ٧+  @س =ص نفرض أن :  دس )٧+  @س(س جــا ٢ت   )١ :مثلاً       

                   /٥ / +/@س[=    ص ولیس ٥+  @س =ص نفرض أن : دس  /٥ / +/@س[س ٢ ت  )٢             

                           ھـ    =   ص ولیس س٢+  @س =ص نفرض أن  : دسھـ   ) ١+ س ( ت)   ٣             
 یجب تغییر حدود التكامل لتصبح بدلالة ص طریقة التعویض واستخدام التكامل المحدودفي حالة ) ب  

  التي فرضناھا ص في سوذلك من خلال تعویض قیمتي 
     دس^) ٥ +س+   @س)(١+ س٢(ت ) :١(مثال 
    ٥ +س+   @س = ص نفرض أن  :الحل 

   ١+ س ٢ =  دنھا   وم           
  
  

  د س و ص   ونعوض قیمتي         نعود إلى التكامل الأصلي
                                                      ٦  

    =                                                                                
  :لة س وأخیراً نعوض قیمة ص لیصبح المقدار بدلا

     دس^) ٥ +س+   @س)(١+ س٢(ت 

  س٢+@س  س٢+@س

  @س
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 ١٧

  ٢-س= ص
  ١ - = ٢- ١=  صئ ١=س
 ١ =  ٢- ٣=  صئ ٣=س

١٧ 
    دس) ٥+ س٣(جــا ت ) :٢(مثال 

    ئ                                ٣= د  ئ ٥+س٣= نفرض أن ص  :الحل

   )ص(جــا ت   =دس) ٥+ س٣(جــا ت       إذاً  
  جـ) + ٥+س٣( جتا ٣؛ !-= جـ ) + جتا ص-( ٣؛ !=      

  

    دس ^)٢ - س (ت#١   =دس #) @)٢ - س ((ت#١  =دس #)٤+س ٤ - @س (ت#١ ) :٣(مثال 
      نجد قیمتي ص المقابلتین لقیمتي سئ       دس= دص    ئ  ٢ – س=              نفرض أن ص

     ١!  - ]&ص ٧؛ !=صد ^صت !١ -  =دس ^)٢ - س (#١ت  إذاً
    

  ٧؛@  )= ١ + ١(  ٧؛ !  = )&)١ -(  - &)١((  ٧؛ !=        
  
  

  دس) ١ - @س (قس ٨ت@٠  جد،  ١٤) = ٣ (ق، ٦) = ١ - (قإذا كان ) :٤ (مثال

    ئ س دس٢= دص    ئس  ٢= د  ئ ١ - @ س=نفرض أن ص: الحل
  
         )ص (قس ٨ت =  دس) ١ - @س (قس ٨تئ        

  
  
    ١# - ])ص (ق ٤=صد) ص (قس٤ت #١ -  =  
         ٣٢=  ٨×٤) = ٦ – ١٤(٤) ) = ١- (ق –) ٣ (ق ( ٤=   

  
    ث/  م@ )١+ن ( ٣) = ن(ع: یتحرك جسیم في خط مستقیم بحیث إن سرعتھ بعد ن ثانیة تعطى  بالعلاقة  )٥(مثال 

     م١) = ٠(جد المسافة التي یقطعھا الجسیم بعد مرور  ثانیتین من بدء الحركة علماً بأن موقعھ الابتدائي ف
  @ )١+ن ( ٣) = ن(ع  : الحل

     دن =دص  ئ            ئ  ١+ن= نفرض أن ص : دن  @ )١+ن ( ٣ت  = دن ) ن( عت : یننكامل الطرف   

    ١=  إذاً جـ  ١)= ٠(لكن ف   جـ  + # )١+ن = (جـ  + #ص=    دص@ص٣ت  ) =ن(                   ف

      ١ + # )١+ن ( ) =ن(وبالتالي  ف       

                                                                                             م ٢٨ =١ + ٢٧ =١ + # )٣(  = ١ + # )١ +٢() =٢(    إذاً ف
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 ١٨

١٨ 
                                 :جد قیمة التكاملات التالیة :تمارین                              

  
   دس    :٥::::+س :٦:-:@س[#  ) ٦ -س٢ (ت  )٢                      دس ) س ٢- ٥(  جتات  ) ١
      
  
   سد )س@قـا٤+ ـــــ ــــــ  -   ھـ ( ت  )٤                    دس)١ - @س٣( @ س قـات ) ٣
        
  

  دس) س ٢ +@س(  جـا) ١+س (ت  )١٢                  دس   /٣ / +/@س[ س ٩ ت  )١١
  
     دس                        ت  )١٤                                              دست  )١٣ 
                           

  
   دس                      ت!١  -   )١٦                 دس               # جتا س@ ست  )١٥
  
  

                               دس  س$قـا  س@ جات  )١٨                       دس                            ت#١    )١٧

         

   دس) ١ + @س( ق س ت@٠   ، جد٩) = ٥ (ق، ٤) = ١ (قإذا كان ) ١٩
  

          ٧)= ١ -(وكان ق  . %)١+ س ٤( یساوي ) س ، ص( عند النقطة ) س (قإذا كان میل المماس لمنحنى الاقتران   )٢٠

  )        س(ق  ن    فجد قاعدة الاقترا
      
  )٢٠١٥-٢٠٠٨(سئلة الوزارة على التكامل بالتعویض من أ   

    ))علامات٤(  شتویة٢٠٠٨  وزارة ٢أ ،  : ٢س( دس         ) ٣ – @س(س جـا ت )١

        ))علامات٦(   صیفیة٢٠٠٨  وزارة ٢أ ،  : ٢س( س ھـ    دس                 ٠!ت   )٢
  
  ))علامات٦(   شتویة٢٠١٠ب   وزارة  : ٢س(                                      )٣

  
  

  س٣  س٥
  ١ +@س

  @س



 )                                        078   531  88   77  (عبدالقادر الحسنات: إعداد المعلم 

 ١٩

 ))علامات٥(   شتویة٢٠١١  وزارة ٢أ ،  : ٢س       (                               )٤
  

 
  
   ))علامات٥(   شتویة٢٠١٢  وزارة ٢أ ،  : ٢س(                                    )٥
  
  
   ))علامات٥(   صیفیة٢٠١٢  وزارة ٢أ ،  : ٢س                     (                                              )٦
  

  ))علامات٤(  شتویة٢٠٠٩  وزارة ٢أ ،  : ٢س(      دس              ) ٧ + @س(س جـا ت) ١
  

  ))علامات٣(   صیفیة٢٠٠٩  وزارة ٢أ ،  : ٢س(       دس                     )   س @قـا+   ھـ        ( ت  )٢

  ))علامات٥(   صیفیة٢٠٠٩  وزارة ٣أ ،  : ٢س(           دس                                 @س جـا س٦ت) ٣

  ))علامات٤(   شتویة٢٠١٠أ   وزارة  : ٢س  (                 دس                 )) س ٤ (@قـا+ ھـ    ( ت) ٤

  

  ))علامات٥(   صیفیة٢٠١٠  وزارة ٢أ ،  : ٢س(               ھـ           دس                ) ١+ س ( ت) ٥

  ))علامات٥(   صیفیة٢٠١١  وزارة ٢أ ،  : ٢س  (                                دس    ) س٢ - ٦(  :@:س :-:س :٦[#  ت) ٦
  
  ))علامات٥(  تویة ش٢٠١٣  وزارة ٢أ ،  : ٢س(                                                                ) ٩
  
  

١٠(  
  

    ) صیفیة٢٠١٣وزارة ( دس   /٣ / +/@س[س ٢ ت  )١١

  ))علامات٦(  شتویة٢٠١٤وزارة (      دس  ) ١- #س( جـا @ست )١٢
         ق  نرا الاقتتقع على منحنى) ٥ ، ٠( النقطة علماً بأن قالاقتران فجد قاعدة                                                إذا كان )١٣

                                      ))علامات٤(  شتویة٢٠١٤وزارة (                                                                                                               
   

١٤(  
     
  

  ))     علامات٤( شتویة ٢٠١٥                          (                        دس  @ )١-  #س( @ س٠!ت   )١٥

١٩ 

     س -٢

     س 

  س٢+@س
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 ٢٠

  ) ١(المساحات :٤م/ الصناعي والفندقي يالصف الثاني الثانو 
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

المحصورة بین منحنى ) أو مجموع المساحات(التكامل المحدود لمنحنى اقتران ما یساوي المساحة   )١
  : احتمالات للأسئلة ٣ذلك الاقتران ومحور السینات ، وھناك 

 دس)س (ق %ت١= عندھا    م     ٥= ، س١= أو س] ٥ ،١ [أن تكون الفترة معطاة مثل   ) أ
و ضمن حدود ان بالصفر ونجد الجذور فإذا كانت الجذور داخل الفترة أدائماً نساوي الاقتر(          

   )التكامل وإلا فلاالتكامل نقوم بتجزئة 
 :  أن یكون المطلوب ھو المساحة المحصورة بین منحنى الاقتران ومحور السینات  ) ب

 صفر) = س ( ق :عندھا نجد حدود التكامل من خلال مساواة الاقتران بالصفر وإیجاد الجذور
  أن یكون المطلوب ھو المساحة المحصورة بین منحنیي اقترانین)     جـ   

 
  سیكون موجباً) المساحة(فإن التكامل ) في الفترة المعطاة( إذا كان المنحنى فوق محور السینات ) ٢
  
فإن التكامل سیكون سالباً عندھا نأخذ ) في الفترة المعطاة( إذا كان المنحنى تحت محور السینات ) ٣
  )المساحة لا یمكن أن تكون سالبة ( لقیمة المطلقة لتصبح موجبة ا

  
نقوم بتجزئة التكامل وأخذ ) في الفترة المعطاة( إذا كان المنحنى یتغیر فوق وتحت محور السینات )٤

  القیمة المطلقة للقیمة السالبة ثم نجمع الناتجین 
 ومحور السینات ٦ –س ٢)= س(ق احسب المساحة المحصورة بین منحنى الاقتران ) :١(مثال 

  ٢=  ، س١= س والمستقیمین 
   أولاً نساوي الاقتران بالصفر لإیجاد نقطة تقاطعھ مع محور السینات:الحل
  لذلك لا نجزئ التكامل ]٢ ، ١[ي   ٣لكن  ٣=   س   ئ٦= س ٢ئ  ٠=٦ –س ٢)= س(ق       

   ))١(٦ - @)١( (– ) )٢(٦ - @)٢(  ( = ١  @]س٦ - @س= دس) ٦ – س٢(١ت@       :         المساحة 
) =                                                                   ٣- = ٥ +٨ - ) = ٦ - ١ (–) ١٢ -٤  

   وحدات مربعة٣= ‘ ٣ -‘ =  ‘ دس) ٦ – س٢(@١ت  ‘= م = المساحة 
  ومحور السینات في  س٢ – ٨)=س(ق احسب المساحة المحصورة بین منحنى الاقتران ) :٢(مثال 
  ]٥ ، ٢[ الفترة

  أولاً نساوي الاقتران بالصفر لإیجاد نقطة تقاطعھ مع محور السینات :لحلا
   ٢ ، م١لذلك نجزئ التكامل إلى م ]٥ ، ٢[ ي ٤نلاحظ أن  ٤= س  ئ٨= س ٢ئ ٠=س ٢ – ٨)=س(ق  
  ٤= )٤ –١٦ (–)١٦ – ٣٢(=)@)٢( –)٢(٨ (–)@)٤( –) ٤(٨(= ٢ $ ]@س -س ٨=دس)س٢ –٨(ت$٢  =١م 

  
    ١ - = )١٦ –٣٢ (–)٢٥ – ٤٠(= )@)٤( –)٤(٨ (–)@)٥( –) ٥(٨(=  %٤ ]@س -س ٨=دس)  س٢ – ٨(ت%٤ = ٢ م
  

  سالبة  لذلك نأخذ القیمة المطلقة لھا  ٢نلاحظ أن م
    وحدات مربعة٥ = ١+ ٤=  ١ - + ٤=   ٢م  + ١م= إذاً المساحة المطلوبة                  

٢٠  
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 ٢١

    ومحور السینات٤ – @س)= س(ق ب مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنى احس) :٣(مثال 
    أولاً نساوي الاقتران بالصفر لإیجاد نقاط تقاطعھ مع محور السینات:لحلا

  ٢ _=س    ئ٤ = @س ئ ٠=٤ – @س )=س(ق             

  ؛٣#؛@  -= )٨ + ٣؛*  -(  -)٨ – ٣؛*  ( = ٢ @ - ])س٤- # س٣؛ != ( دس)  ٤– @س(ت @٢ -                    

   وحدة مربعة  ؛٣#؛@  +=                              إذاً المساحة المطلوبة 
  
  

           تمارین
   ، جد  ٦ =٢ ، م٨ =١معتمداً الشكل المجاور حیث م: ١س 

  
  دس ) س ( ق%١ت )    ٣   دس ) س ( ق%٣ت )    ٢      دس ) س ( ق#١ت )   ١
  
  
  ]٥، ١ [ومحور السینات في الفترة   ) س(لمساحة المحصورة بین منحنى ق  ا)٤
  
  
    ٨ -= دس ) س ( قت$١معتمداً الشكل المجاور حیث   : ٢س

  ١ جد المساحة  م
  
  ٣= ، س١= سومحور السینات والمستقیمین  ١٠ –س٢)= س(ق  احسب المساحة المحصورة بین منحنى الاقتران:٣س
  
  ] ٣ ،٠[ ومحور السینات في الفترة س٢–٢)=س(ق  صورة بین منحنى الاقتراناحسب المساحة المح: ٤س
 
  
   ومحور السیناتس٢ – @س)= س(ق احسب مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنى :٥س

                                                                                                              
  
  
   ومحور السینات٢ –  س– @س)=  س(ق احسب مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنى :٦س
  
  
   ومحور السینات @س – ٩ )=س(ق احسب مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنى :٧س

  
  

٢١ 
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 ٢٢

٢٢  
  )٢٠١٥-٢٠٠٨(من) ١(أسئلة الوزارة على المساحات

  :ما یلي اختر رمز الإجابة الصحیحة فی : السؤال الأول

  ، ٦ =١،إذا كانت المساحة م) س(بالاعتماد على الشكل الآتي الذي یمثل منحنى ق  )١
   ) شتویة٢٠٠٩(=    دس )س (ق  ت   فإن١٠= ٢المساحة م        

  
  ] أ ، ب [ ومحور السینات في الفترة) س(المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنى الاقتران ق یمثل الشكل المجاور) ٢

  فإنوحدات مربعة ) ٣(تساوي )٢م(وحدات مربعة ومساحة ) ٥(تساوي )١م(لمت أن مساحة إذا ع
   ) صیفیة٢٠١٠(                    :دس یساوي) س( قب أ ت  

  
٣ ( 

 
 
 

  )صیفیة ٢٠١٢(                                                                                                             
  
  

٤(  
  
  
  

  ) شتویة٢٠١٣ (                                                                                                                                    
    ))علامات٨(فیة صی٢٠٠٨(   س ومحور السینات٢ – @س)= س(جد مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنى الاقتران ق) ٥

          
  ]٤ ، ٠ [ س ومحور السینات في الفترة٢ –٦)= س(جد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الاقتران ق) ٦

  ١٠=١ + ٩=الجواب )            )علامات٥( شتویة٢٠١٠(                                                 
  )            )علامات٧( صیفیة٢٠١٠(  ومحور السینات  @  س–١)= س(بین منحنى الاقتران قجد مساحة المنطقة المغلقة المحصورة ) ٧
  
   ٢=  ،س٠= والمستقیمین س  ومحور السینات١+ س ٢)= س(جد مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنى الاقتران ق) ٨
  ٦=الجواب )          )علامات٥( شتویة٢٠١١(

  
  ]٣ ، ٠ [  ومحور السینات في الفترة٦+ س ٣)= س(المغلقة المحصورة بین منحنى الاقتران قاحسب مساحة المنطقة ) ٩

  ؛٢̂؛ #= الجواب )            )علامات٤ ( صیفیة٢٠١٢(                                                 
  

  نات ومحور السیس٤ – @س)= س(ق احسب مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنى :٥س
    )علامات٦( ) صیفیة٢٠١٣(                                                                                                     

  
  

          

 جـ

 أ



 )                                        078   531  88   77  (عبدالقادر الحسنات: إعداد المعلم 

 ٢٣

  ) ٢(المساحات :٤م / الصناعي والفندقي ي    الصف الثاني الثانو
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

نجد حدود التكامل من خلال :  عندما یكون المطلوب ھو المساحة المحصورة بین منحنیي اقترانین )١
  )الأسفل ( الأصغر–) الأعلى(لأكبرا: وإیجاد نقاط تقاطعھما ثم طرح الاقترانین المساواة بین الاقترانین 

نختار أي عدد ضمن الفترة ونعوضھ في كل ) بدون رسم ( ولتحدید الأكبر) س( ھـ–) س (ق
  )٣(، ھـ)  ٣ (ق نجد ] ٥ ، ٢ [في الفترة : من الاقترانین ونلاحظ الناتج مثلاً 

   ة نحولھا إلى موجبة  وإذا كانت النتیجة سالب) )س (ق –) س(ھـ (أو ) )س( ھـ–) س (ق( أو نجد تكامل
  

فمعنى ذلك أن الاقترانین یغیران ) س(، ھـ) س (ق  نقاط تقاطع بین الاقترانین٣إذا كان ھناك  )٢
  :وضعھما 
في ھذه الحالة یجب تجزئة ) . س (قأكبر من ) س(ومرة یكون ھـ) س(أكبر من ھـ) س (ق    مرة 

  دس) )س ( ق–) س(ھـ(ت   +دس )) س( ھـ–) س (ق (ت  = التكامل وتكون المساحة 
  

   س١٢) = س(ھـ و @ س٣)= س(ق   احسب مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنیي الاقترانین :)١( مثال
    ٠= س١٢ - @س٣  ئس١٢=  @س٣ ئ)  س(ھـ)= س(ق : أولاً نساوي بین الاقترانین : الحل

   ٤= أو س٠= سئ ٠) =٤ -س( س٣       أي أن 

  ٣٢=٦٤-٩٦ = $٠ ]@ س– @س٦=  دس ) @س٣–س١٢(ت$٠ =دس) ) س ( ق–)س(ھـ($٠ت 
  ٣٢= المساحة المطلوبة 

ق ̂ ٢ ت وحدة مربعة وكان١٠ ، ھـ تساوي قمعتمداً الشكل المجاور ، إذا كانت المساحة بین : )٢( مثال

   دس)س(ھـ ت^٢   جدف          ١٤=دس)س(
  دس) س(ھـ^٢ت  –دس )س (ق^٢ت  =دس) ھـ -ق ( ت٢̂ :   = المساحة  :الحل

                                   
  ٤= دس) س(ھـ^٢ت ئ  دس) س(ھـت٢̂  –١٤=١٠                                        

  ١٢=صوالمستقیم س ٤ +@س)= س(ق  احسب مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنیي الاقترانین:)٣( مثال
  ٠)= ٢ –س)(٦ +س(ئ ٠=١٢ -س ٤ +@سئ  ١٢=  س٤ +@سأولاً نساوي بین الاقترانین : الحل

  ٢= و س٦ -=                     إذاً  س

  ٦ @-   ]) @س٢- #س ٣؛ ! - س١٢(= دس) س٤- @ س- ١٢( ت @٦  -  =دس )ق -ص( ت @٦  -=       نجد 

  ؛#٣؛@  -= ٧٢ -  ؛$٣؛(    =) @)٦-(٢- #)٦-( ٣؛ ! - )٦-(١٢( -)  @)٢(٢- #)٢( ٣؛ ! - )٢(١٢(=          

  وحدة مربعة ؛#٣؛@  + =إذاً المساحة 
  

٢٣  
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 ٢٤

٢٤ 
  تمارین                                                            

   س١٢) = س(ھـ و @ س٦)= س(ق   احسب مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنیي الاقترانین: )١س 
  

  س٢ -@س)= س(ھـ و ٣ -س٢)= س(ق  نیي الاقترانیناحسب مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منح: )٢س 
      
  
  

  ٢+ س)= س(ھـومنحنى    @س)= س(ق   احسب مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنى الاقتران: )٣س 
  

    ٣= ص  ومنحنى  ٢+ @س)=س(ق   احسب مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنیي الاقترانین: )٤س 
  

   وحدات مربعة٥ ، ھـ تساوي قلشكل المجاور ، إذا كانت المساحة بین معتمداً ا: )٥س 

           دس )س( ق ١%ت١          جد     ف    ٩=دس)س(ھـ %ت١        وكان   
  )٢٠١٥-٢٠٠٨(من) ٢(أسئلة الوزارة على التكامل المساحات

   ٤ -= دس ) س( ل٣!ت  ،١٢=دس ) س(ق ٢ #ت١ ، إذا علمت أن  ) س(، ل) س(قالشكل المجاور یمثل منحنیي الاقترانین ) ١
  بالوحدات المربعة ؟ ]٣ ، ١ [  في الفترة  فما مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنیي الاقترانین

  
  ٢:  الجواب 

    ))علامات٨(  شتویة٢٠٠٨( ٥=س والمستقیم ص٤ – @س)= س(جد مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنى الاقتران ق) ٢
  
  ))علامات٨(  شتویة٢٠٠٩ (س٢)= س(ھـ و @ س-س٦)= س(ق احسب مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنیي الاقترانین  )٣

      
    ))علامات٧(  صیفیة٢٠٠٩ ( س٢)= س(ھـ و @ س-٣)= س(ق جد مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنیي الاقترانین  )٤
    
    ٣= و المستقیم ص ١ - @س)= س(ق لمغلقة المحصورة بین منحنیي الاقترانین احسب مساحة المنطقة ا )٥

  ؛#٣؛ @= الجواب ))علامات٧(  صیفیة٢٠١١أ وزارة  :٣س(                                                                                     
      س٢)= س(ھـ و س - @س)= س( ق قترانینجد مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنیي الا )٦

  ٢؛ )= الجواب))علامات٦(  شتویة٢٠١٣أ  وزارة  :٣س (                                                                                     
         ٣ +س٢) = س(ھـ و @س)= س(ق احسب مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنیي الاقترانین)٧

         ؛#٣؛ @=الجواب) )علامات٧ (شتویة ٢٠١٤وزارة (                                                                       

   ٣ - =و المستقیم ص  @س -١)= س(ق احسب مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنیي الاقترانین  )٨
    ))علامات٦(  صیفیة٢٠١٤ وزارة (                                                                                                               

  
  )) علامات٦( شتویة ٢٠١٥(   س) = س( ، ھـ@ س-٢)= س(ق احسب مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنیي الاقترانین )٩
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 ٢٥

٢٥  

ثم أجرینا عملیة التكامل فإن الخطوة قبل ) س (ق من ١ولكن لو قمنا بطرح ع
  )ھذا في حالة الاقترانات الخطیة              (  نصفھ –عدد : الأخیرة ستكون 

 

  تطبیقات اقتصادیة :٤م /  والفندقيالصناعي ي    الصف الثاني الثانو
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  فإن) كما لاحظنا الفصل الأول (دي ھو اقتران الإیراد الح) س (َھو اقتران الإیراد الكلي ، د) س(إذا كان د):١(قاعدة 

   ) ثابت التكامل جـ في اقتران الإیراد الكلي دائماً یساوي صفر                   (  )س(د=  دس ) س (َ دت           

  
   إذا دلّ المتغیر  س على عدد وحدات الطلب والمتغیر ع على السعر) : ٢(قاعدة 

  ) العرض - السعر( اقتران ) : س(ھـ = ع )                  طلب  ال-السعر( اقتران ) : س (ق=        ع 
  )١س(ھـ) = ١س (قكمیة التوازن          حیث =  ١س  سعر التوازن        =  ١ع        

  

    دس )١ ع- ) س ( ق(ت٠  = كف=           فائض المستھلك فإن  

  

  دس) ) س(ـھ - ١ع ( ت٠  = جـف= فائض المنتج                     

   ٦+ س ٤ -  @س٣)=س (َإذا كان اقتران الإیراد الحدي لبیع س من الثلاجات یعطى بالاقتران   د):١(مثال 
   ثلاجات  ١٠                                            فجد الإیراد الكلي الناتج عن بیع 

  
  ٨٠٦)= ١٠(٦+ @)١٠(٢ - #)١٠= ()١٠(  دئس ٦+ @س٢ - #س)= س(  دئدس  )٦+ س ٤ - @س٣( ت )=س( د:الحل

  
 فجد   ٥ = ١وكان السعر ثابتاً عند  ع)  الطلب–السعر ( س  یمثل اقتران ٤ – ٦٥) = س (ق= إذا كان ع ):٢(مثال 

  قیمة فائض المستھلك    
    ١٥=   سئ      ٦٠= س ٤     ئس      ٤ – ٦٥ = ٥  ئ)      س(ق  = ١ ع:الحل

   ٧٥ -  ! ٠% ])@س٢ – س ٦٥=(١٥×٥ -دس)س٤- ٦٥ ( % !٠ت = سد )١ ع-) س ( ق(% !ت٠   =ك  ف
=                             ٤٥٠=٧٥-٥٢٥= ٧٥ -٤٥٠- ٩٧٥ =٧٥-@)١٥(٢ – ١٥×٦٥              

  
  طریقة 

  الحسنات
  

  : المثال السابق لاحظ
  ! ٠% ])@س٢ – س ٦٠=(دس)٥ -س ٤- ٦٥ ( % !٠ت = دس )١ ع-) س ( ق(% !ت٠   =ك  ف

   )   نصفھ–عدد : لاحظ    (  ٤٥٠=  ٤٥٠ - ٩٠٠=  ٠-@)١٥(٢ – ١٥×٦٠                      =      
  

  س وكان السعر ثابتاً عند  ٤+ ١٢) = س(ھـ = لمنتج ما ھو  ع )  العرض–السعر ( إذا كان اقتران ):٣(مثال       
   فجد فائض المنتج    ٢٠ =١           ع

    ٢=    سئ      ٨= س ٤     ئ   ٢٠= س ٤  +١٢  ئ   ٢٠ =١ عندما ع:الحل

  دس)س ٤-١٢- ٢٠ (ت@٠ = دس) )س( ھـ– ١ع( ت@٠  = جف

  )    نصفھ –عدد : لاحظ    (   ٨ = ٨ – ١٦ =٠-@)٢(٢ –٢×٨=@٠  ])@س٢ – س٨                                   = (

 ١س

 ١س
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 ٢٦

٢٦ 
  س ، وكان ٢ – ١٨) = س (ق= لمنتج ما ھو ع )  الطلب –السعر ( إذا كان اقتران ): ):٤(مثال 

  س فجد ٤+ ٦) = س(ھـ = لھذا لمنتج ھو  ع )  العرض–السعر (                         اقتران 
  فائض المنتج    )   ٤فائض المستھلك           ) ٣سعر التوازن           ) ٢كمیة التوازن                ) ١ 

  ٢= ١ س ئ ١ س٦=١٢ئ  س  ٤ + ٦=س٢ – ١٨ ئ  )  ١س(ھـ  = )١س ( ق:أولاً نساوي بین الاقترانین :الحل
   

  في أحد الاقترانین  ) ٢(                      ولإیجاد سعر التوازن نعوض ٢= ١س=   كمیة التوازن إذاً
  

  )   یجب أن نحصل على نفس القیمة   ( ١٤=٢×٤+ ٦) = ٢(              أو  ھـ ١٤ = ٢×٢ – ١٨) = ٢ (ق      
      

   ٤= ٤ - ٨ =٠ -@)٢ (– ٢×٤ =@٠  ])@  س–س ٤= (دس)س٢ – ٤(ت@٠ =  دس)١٤ –س ٢ – ١٨(ت@٠  = كف) ٣

  

            ٨ = ٨ - ١٦=٠ -@)٢(٢ – ٢×٨=@٠ ])@س٢ – س ٨= (دس)س ٤- ٨ (ت@٠ =  دس)س ٤ -٦ –١٤(ت@٠  =جف) ٤

  
  تمارین

   فجد الإیراد الكلي١٥+ س ١٢ - @س٦)=س (َإذا كان اقتران الإیراد الحدي لبیع س طابعة ھو  د) ١س
   طابعات  ١٠                     الناتج عن بیع 

  
  
  
  عدد الوحدات المنتجة ) س(السعر بالدنانیر ،) ع(حیث )  الطلب –السعر ( س یمثل اقتران  ٣ – ٤٢)=س (ق= إذا كان ع ) ٢س

  )   )علامات ٥( صیفیة٢٠١٣ب  وزارة  :٣س(                      جد قیمة فائض المستھلك ٣٠ =١وكان السعر ثابتاً عند ع
  
  
  
  
   وكان السعر ثابتاً عند   @س٣ + ٥) = س(ھـ = لمنتج ما ھو  ع )  العرض –السعر (إذا كان اقتران ) ٣س

   فجد فائض المنتج    ٥٣ =١           ع
  
  
  
  
  س ،٣ – ١٢) = س (ق= لمنتج ما ھو ع )  الطلب –السعر ( إذا كان اقتران ) ٤س

  س فجد ٤+ ٥) = س(ھـ = للمنتج نفسھ ھو  ع )  العرض–السعر (       وكان اقتران 
  
  فائض المنتج    )   ٤فائض المستھلك           ) ٣سعر التوازن           ) ٢كمیة التوازن                ) ١ 
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٢٧ 
  )٢٠١٥-٢٠٠٨(أسئلة الوزارة على التطبیقات الاقتصادیة من

  :اختر رمز الإجابة الصحیحة فیما یلي  : لالسؤال الأو

  لھذا المنتج ھو )  العرض–السعر (  س ،  وكان اقتران – ١٢) = س (ق= لمنتج معین ھو ع )  الطلب –السعر ( إذا كان اقتران ) ١
  ٥، ج : لجواب ا     )   صیفیة٢٠١١  وزارة ٤ :١س(       ......: تساوي ) س( ، فإن كمیة التوازن ٢+س) = س(ھـ =  ع     
  
  
   :لسؤال الثانيا  
عدد الوحدات ) س(السعر بالدنانیر ،) ع(س حیث ٢ + ٥)= س(ھـ= لمنتج معین معطى بالعلاقة ع)  العرض–السعر (إذا كان منحنى ) ١

  ٦٤= الجواب )   )علامات٥( شتویة٢٠٠٨أ  وزارة  :٣س(     أوجد قیمة فائض المنتج٢١ =١المنتجة وكان السعر ثابتاً عند ع
  
  

  س ،٢ – ٤٠) = س (ق= لمنتج معین ھو ع )  الطلب –السعر ( إذا كان اقتران ) ٢
  س ، أوجد  فائض المستھلك عند سعر التوازن   ٦) = س(ھـ = معطى بالعلاقة  ع )  العرض–السعر (       وكان اقتران 

   دینار٢٥=  ،  فائض المستھلك٣٠=١ ، ع٥= ١س:ب                    الجوا) )علامات٦( صیفیة٢٠٠٨ب  وزارة  :٣س(           
  
  
  
 فجد الإیراد الكلي ٢+ س ٨ - @س٣)=س (دإذا كان اقتران الإیراد الحدي لبیع س لعبة من لعب الأطفال التي ینتجھا مصنع ھو  ) ٣

  ٣٥)=٥(د:الجواب            )                             )علامات٤( شتویة٢٠٠٩ب  وزارة  :٣س( لعب      ) ٥(الناتج عن بیع 
      

                                                                               
   دیناراً ، فجد الإیراد الكلي٢٠+ س ٨ - @س٣)=س ( دإذا كان اقتران الإیراد الحدي لبیع س ثلاجة من إنتاج مصنع ھو ) ٤

  ٦٨٠٠)=٢٠(د:                               الجواب ))علامات٤( صیفیة٢٠٠٩ وزارة أ  :٣س(  ثلاجة  ٢٠  الناتج عن بیع 
  
  
) ٥( فجد الإیراد الكلي الناتج عن بیع ٣+ س ٤ - @س٣)=س (دقطعة من منتج ما یعطى بالاقتران  ) س(إذا كان الإیراد الحدي لبیع ) ٥

  ٩٠)=٥(د:                                الجواب )  )اتعلام٤( شتویة٢٠١٠ب  وزارة  :٣س(        قطع من ھذا المنتج
  
  
  عدد الوحدات المنتجة ) س(السعر بالدنانیر ،) ع(حیث )  الطلب –السعر ( س یمثل اقتران  ٢ – ٤٠)=س (ق= إذا كان ع ) ٦

  )   )علامات٧( صیفیة٢٠١٠ب  وزارة  :٣س(  جد قیمة فائض المستھلك ١٠ =١وكان السعر ثابتاً عند ع
  دینار٢٢٥=  ،  فائض المستھلك١٥=١س: الجواب 

  
  
عدد القطع المنتجة ) س(السعر بالدنانیر ،) ع(س حیث ٢ + ١١)= س(ھـ= لمنتج معین ھو  ع)  العرض–السعر (إذا كان اقتران ) ٧

       فجد قیمة فائض المنتج٢١ =١وأن السعر ثابت عند ع
  دینار٢٥=  ،  فائض المنتج٥= ١س: اب الجو)        )علامات٧( شتویة٢٠١١أ  وزارة  :٣س( 

  
  
  س ،٤ – ٧٠) = س (ق= لمنتج معین ھو ع )  الطلب –السعر ( إذا كان اقتران ) ٨

  س ، فجد  فائض المستھلك عند سعر التوازن   ٦+ ١٠) =س(ھـ = لھذا المنتج ھو ع )  العرض–السعر (       وكان اقتران 
   دینار٧٢= ،  فائض المستھلك٤٦=١ ، ع٦= ١س:                الجواب ) )علامات٧(ة شتوی٢٠١٢ب  وزارة  :٣س(               

  
 دیناراً ، فجد الإیراد ٥+ س ٨ - @س٣)=س (دإذا كان الإیراد الحدي لبیع س لعبة من لعب الأطفال التي ینتجھا أحد المصانع ھو  ) ٩

  س  دیناراً ٥ + @س٤ - #س)= س(د: الجواب )  )علامات٥ (فیة صی٢٠١٢أ  وزارة  :٣س( الكلي الناتج عن بیع ھذه اللعب      
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  السعر بالدنانیر ،) ع(س حیث ٤ + ١٢)= س(ھـ= لمنتج معین ھو  ع)  العرض–السعر (إذا كان اقتران ) ١٠

        دیناراً ، فجد قیمة فائض المنتج٣٢ =١عدد القطع المنتجة وكان السعر ثابتاً عند ع) س(             
  دینار٥٠=  ،  فائض المنتج٥= ١س: الجواب )        )علامات٥( شتویة٢٠١٣ب  وزارة  :٣س(                                

               
         

  عدد الوحدات المنتجة ) س(السعر بالدنانیر ،) ع(حیث )  الطلب –السعر ( س یمثل اقتران  ٣ – ٤٢)=س (ق= إذا كان ع ) ١١
         )   )علامات ٥( صیفیة٢٠١٣ب  وزارة  :٣س(                      جد قیمة فائض المستھلك ٣٠ =١تاً عند عوكان السعر ثاب
                 

   دیناراً ، فجد الإیراد الكلي ٦+ س ٣٠ - @س٦٠)=س ( دات یعطى بالاقترانثلاجمن الإذا كان اقتران الإیراد الحدي لبیع س ) ١٢
                                 ))علامات٤(شتویة ٢٠١٤وزارة (   ات ثلاج)٤(  الناتج عن بیع 

  
  س ،٣ – ٤٨) = س (ق= لمنتج معین ھو ع )  الطلب –السعر ( إذا كان اقتران ) ١٣

  عند سعر التوازن   المنتج س ، فجد  فائض ٥) =س(ھـ = لھذا المنتج ھو ع ) رض الع–السعر (       وكان اقتران 
   دینار٩٠=المنتج  ،  فائض ٣٠=١ ، ع٦= ١س:            الجواب      ))علامات٧( شتویة٢٠١٤وزارة (               

  
  المنتجة قطع عدد ال) س(السعر بالدنانیر ،) ع( حیث س ٢ – ١٦)=س (ق= ع ھو   لمنتج معین) الطلب –السعر ( إذا كان اقتران  ) ١٤

     ))علامات٤( صیفیة٢٠١٤وزارة ( جد فائض المستھلك نیر فدنا ١٠ =١وكان السعر ثابتاً عند ع       
  

) س(السعر بالدنانیر ،) ع(س حیث ٢ + ١٠)= س(ھـ= لمنتج معین ھو  ع)  العرض–السعر (إذا كان اقتران ) ١٥
  ))        علامات٦( شتویة٢٠١٥( فجد فائض المنتج    دیناراً ،٢٤ =١ عند عاًن السعر ثابتكاعدد القطع المنتجة و

  
 دیناراً ، ٢٠+ س ١٨ - @ س٦٠)=س (دمن القطع من منتج معین ھو ) س(إذا كان اقتران الإیراد الحدي لبیع ) ١٦

  ))علامات٣( شتویة٢٠١٥  (                                            قطع  ) ٥(فجد الإیراد الكلي الناتج عن بیع 

 علمتني الریاضیات
  فالمصیبة بعد المصیبة تعني الفرج... فلا تیأس ... وجب أن السالب بعد السالب یعني م

 علمتني الریاضیات
فلا تظن أنك وحدك صاحب الحقیقة وأن كل من خالفك مخطئ... أنھ یمكننا الوصول لنتیجة صحیحة بأكثر من طریقة    

 علمتني الریاضیات
  فلا تكن محدود الفكر و الطموح)مالا نھایة(أن ھناك شيء اسمھ 

  الریاضیاتعلمتني
  أن لكل مجھول قیمة، فلا تحتقر أحداً لا تعرفھ

 علمتني الریاضیات
  ناكلما ازدادوا تعالیاً كلما صغروا في عیون: أن العدد السالب كلما كبرت أرقامھ صغرت قیمتھ، كالمتعالین على الناس

 علمتني الریاضیات
تصل إلى نتیجةٍ ترضیكتر متغیراتك جیداً لاخأن لكل متغیر قیمة تؤدي إلى نتیجة ف  

 
  

  مع تمنیاتي للجمیع بالتوفیق والنجاح  
  ت الحسنارعبدالقاد : ة       معلم الماد                       

  

٢٨ 
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  امتحان شامل على وحدة التكامل /  ٤م   / الصناعي والفندقي يالصف الثاني الثانو
  :   فیما یلي أكمل الفراغ  : السؤال الأول

ـــــــ  =)١(ق  فإن دس) ٣ – س ٢( ت ) = س (قإذا كان ) ١   ) ٢ ــــــــ

ــ = جا س دس ت    )٣ ـــ ـــ ــ ـــ ــ ـــ ـــــ ـــــ ـــــ ـــــ ـــــ   )                                                            ٤                       ـــــــــــ
  
٥(  

ـــــــ=دس ) س (ق ت !١ -   ، فإن   ٦- )=١(ق  ،  ٤)= ١ -(ق إذا كان  ) ٦    ـــ ــ ـــ ــ ـــ ـــــ ـــــ ـــــ ـــ ــ ـــ ــ ـــ ــ ـــ   ـ

ـــ=  دس ) ٤+ @س٣(  ت@٢  ) ٧    ـــــــــــــ ـــــ ـــــ ـــــ   ـــــــــــــــــــــــ

  :، فإن )   العرض–السعر (  ھو اقتران ٣+س)= س(، ھـ)  الطلب–السعر (س ھو اقتران ٢ – ١٨)=س(ق إذا كان  ) ٨   
ـــ=       سعر التوازن  ـــــ ـــــ ـــــ ــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــ=            وكمیة التوازن ــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــ

ــــــ:دس يساوي ) س (ق! ٢ت  فإن   ١٢= دس) س (ق٤ت@١   إذا كان ) ٩    ـــــ ـــــ ـــ ـــــــــــــــــ ـ ـــــ   ــــ

ــــ=دس  )  س(ق  ت#٥  فان ، ٣ = دس) س(ق  !٥ت ،  ١٤ =دس) س(ق ٢!٣ ت إذا علمت أن  ) ١٠ ـــــ ـــــ ــ ـــ ــ ـــ ـــــ ـــــ ـــــ ـــ ــ ـــ ــ ـــ ــ          
  

  :   جد التكاملات  الآتیة )  أ:السؤال الثاني

  )                    ٣                              $١    )٢              دس  )  جتاس -س٣ ( ت)    ١ 

          دس: :س :٣:+:@س[% )  ٦+ س٤(ت  ) ٥)                                                                           ٤ 

م٠ت  إذا كان ) ب
   فجد قیمة م   ٨= س دس 

  دس ) ) س (ق – ٦(ت$٢    ، فجد٣= دس ) س (ق ت$٠  ،  ٤= دس ) س (ق @ت٠      إذا كان) ج

   ١ حم س حم   ٠س  ، ٢) =      س (قإذا كان )  د

  دس) ) س ( ق@ت٠              فجد ٢ حم   س < ١ ،   @س٣                               

  دس  ) @س ( قس ٢ @ت١    ، فاحسب قیمة  ٥)= ١(ق  ،  ١٢)=٤(ق إذا كان  )  ھـ

      ومحور السینات    @ــــ س ٤) = س(قجد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الاقتران   )    و

   منھا٥  فجد الإیراد الكلي الناتج عن بیع ٧+س٢- @س٣)=س( د إذا كان اقتران الإیراد الحدي لبیع س من الحقائب یعطى بالاقتران)   ز
  
   فجد قیمة فائض المنتج٢٧ وكان السعر ثابتاً عند ١٣+ س٢) = س(ھـ=  ما ھو ع لمنتج) السعر ــــ العرض (إذا كان اقتران ) ح
  
   ٧)=٢(ق  علماً بأننفجد قاعدة الاقترا) . س ٨+ @ س٣(یساوي ) س ، ص( عند النقطة ) س (قإذا كان میل المماس لمنحنى  ) ط
جد المسافة التي یقطعھا الجسم بعد  ، ث/م)  ٤+ ن٢)=(ن(عیتحرك جسم على خط مستقیم بحیث إن سرعتھ بعد ن ثانیة تساوي   ) ك 

  م٥) =٠(ثوان علماً بأن موقعھ الابتدائي ف  )٣(مرور 
  

٢٩  
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٣٠ 
  حل الامتحان الشامل على وحدة التكامل   :   ٤م / الصناعي والفندقي يالصف الثاني الثانو     

      : السؤال الأول     : لحلا

 ١- = ٣-٢  =)١( ق فإن دس) ٣ – س ٢( ت ) = س (قإذا كان  )١

     ٢   (  

  جـ+ جتاس  - = جا س دس ت    )٣        
  جـ                               +ظاس )                        ٤      

  
   ٥                                    (  
  

    ١٠ - = ٤ – ٦-)= ١ -(ق  -) ١ (ق= دس ) س (ق ت !١ -   ،           فإن   ٦- )=١(ق  ،  ٤)= ١ -(ق إذا كان  ) ٦ 

  

   صفر=دس ) ٤+ @س٣(  ت@٢  ) ٧   

  
  :، فإن )   العرض–السعر (  ھو اقتران ٣+س)= س(، ھـ)  الطلب–السعر (س ھو اقتران ٢ – ١٨)=س(ق إذا كان  ) ٨   
  

  ٥= س= وكمیة التوازن            ٨= ع=                          سعر التوازن 
  

  ٣-:دس يساوي ) س (ق! ٢ت  فإن   ١٢= دس) س (ق٤ت@١   ذا كان إ) ٩   
  

  ٤ - = ٧ - + ٣= دس  )  س(ق  ت#٥  فان ، ٣ = دس) س(ق  !٥ت ،  ١٤ =دس) س(ق ٢!٣ ت إذا علمت أن  ) ١٠

     جـ+   جاس - @س ٢؛ # =    دس)   جتاس -س ٣ ( ت)    ١)  أ:السؤال الثاني

                   ١٠ = ١٠ -٢٠            =     $١   ) ٢   
  

  جـ  + لـــو س  ٢؛#) ٣                    
       ئ دص ٢؛ != ،  دس٥+س٢= ص              ،              )٤                           

  
   جـ+ ‘٥+س٢‘لــو ٢؛!= جـ + لــو ص  ٢؛ !                              = 

  
    

      
  

                         

  جـ     +   ٥؛̂) س٣+@س( ٦؛%  × ٢=جـ +   ٥؛̂ ص ٦؛%  × ٢= دص    ٥؛!  ص٢ ت =              
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٣١ 

م٠ت  إذا كان ) ب
                                                          ٤ لى =   م ئ  ١٦= @ م ئ  ٨ = ٠ -  @ م٢؛ !ئ   ٨= س دس 

  ١٣ =١ + ١٢ – ٢٤ = ١ - - $٢ ]س٦= دس )  س ( قت$٢    - دس ٦ ت$٢  =  دس ) ) س (ق – ٦(ت$٢  ) ج

  

  ٨ = ٧+ ١ ) =١ - ٨) + ( ٠-١=  (@ ١ ] #س+    ! ٠  ] @س=     دس  @س٣ت@١   +س دس ٢ ت!٠ =دس ) ) س ( ق@ت٠   )د

  
  
  
  )ھـ
  
  
  
  
  

  ؛#٣؛ @) = ٣؛ *+ ٨-(- )٣؛ * - ٨=(  ٢  @- ]#س ٣؛ ! -س ٤= دس  ) @ــــ س ٤(ت@٢  -=   م   ،٢  لى=  س  ئ ٠=  @ــــ س ٤) = س(ق)  و
  
   دس )٧+س ٢- @س٣(ت )=س(د)  ز

  س ٧+@س - #س)= س(        د
  ١٣٥=٣٥+٢٥-١٢٥)= ٥(٧+ @)٥(-#)٥)= (٥(  د     

  
  
    ٢٧ = ١٣+ س٢) = س(ھـ)   ح

  ٧=س  ئ  ١٤=س ٢              
     دینار٤٩ = ٤٩ -٩٨ =٠ -@)٧ (– ٧×١٤=٠& ])@  س–س ١٤= (دس )١٣-س ٢- ٢٧ (ت&٠ =دس ) )س( ھـ– ١ع( ت&٠  = ج      ف

      
                      جـ  + @س٤ + #س= دس )س ٨+ @ س٣ (ت)=   س(ق    ئ)      س (ق= المیل  )   ط

   ١٧ -=    جـ ئ  ٧= جـ + @)٢(٤ + #)٢ (ئ ٧)=٢(   قلكن                           

      ١٧ – @س٤ + #س)= س(ق                                    
  
  دن ) ٤+ن ٢( ت=  دن )  ن( عت : نكامل الطرفین       ٤+ن ٢) = ن(ع) ك  

     ٥= إذاً جـ  ٥)= ٠(لكن ف   جـ+ ن ٤+ @ن) = ن( ف

  ٥ +ن ٤+ @ن) = ن(وبالتالي  ف
   م٢٦= ٥+ )٣(٤+ @٣) = ٣( إذاً ف 
  
  مع تمنیاتي للجمیع بالتوفیق والنجاح   

  عبدالقادر الحسنات : المعلم       
           )٠٧٨٥٣١٨٨٧٧(  

  


