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 المستوي في المتناسبة الأبعاد مركز
 

توظيف أداة رياضياتية لإنشاء مركز أبعاد متناسبة لنقطتين أو  الهدف العام:
استعمال مركز الإبعاد لإثبات  ،إحداثيات مركز الأبعاد المتناسبةحساب  أكثر،
 تلاقي المستقيمات أو توازي مستقيمين مجموعة من النقاط تقع على استقامة واحدةأن 

 

دمة
لمق

ا
 

 الهدف 

 مقاربة مفهوم مركز الأبعاد المتناسبة

الألوان الأساسية هي الأزرق والأحمر والأصفر وللحصول على الألوان المشتقة 
 منها بتثقيلها بنسب معينة مختلفة من هذه الألوان

 المدرسدور 

 ودور الطالب

 طرح مجموعة أسئلة  ما هي الألوان الأساسية  وماهي الألوان المشتقة

 تأمل الشكل المرسوم في المقدمة

 والألوان الواقعة على نفس الاستقامة  والألوان الواقعة داخل المثلث

 ماذا تلاحظ ؟

 آلية التنفيذ

 د15

 ويسأل:بعد قراءة المقدمة، يعرض المدرس رسومات المقدمة 

 ما هي نسب تشكيل اللون البني؟ M. إذا اعتبرنا كل لون هو نقطة رمزها1

 . اكتب المساواة الشعاعية التي تعبر عن اللون البني.2

1. إذا كان: 3 1 1
, , , , ,
2 4 4

A B C
     
     
     

 

 ؟Mما اللون الذي تمثله النقطة

  .اختر لوناً ثم مثله بكتابة ثنائيات الألوان الأساسية.4

 يمكن استعمال الرسم المجاور لتوضيح المساواة الشعاعية:

0rMA bMB y MC   
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 الهدف 
 

بقانون  والتذكير على أمثلة فيزيائية.مقاربة مفهوم مركز الأبعاد المتناسبة اعتماداً 
 ارخميدس،و علاقة شال

 
 دور المدرس

 ودور الطالب

طرح الأسئلة المخصصة في الانطلاقة النشطة وتوجيه الطلاب في الإجابة عنها 
 للوصول إلى الهدف

 آلية التنفيذ

 د25

كز لمقاربة مر * بعد قراءة مقدمة الانطلاقة النشطة يسأل المدرس الأسئلة التالية 
 الأبعاد المتناسبة على قوانين فيزيائية:

 ما هو قانون أرخميدس؟ .ما هي علاقة شال؟

 ما هو مركز ثقل مثلث؟ .ما هي علاقة توازن ميزان؟

 يرسم المدرس الشكل: و* يثبت المدرس القوانين السابقة على السبورة.

 

 * يطرح الأسئلة التالية: طبق قانون أرخميدس على الشكل.

mحول العلاقة - GB m GA  .إلى علاقة شعاعيه 

 ماذا تستنتج؟ -

 في الكتاب    ،   ،* يحل الطلاب الأسئلة

* يحاور المدرس الاستنتاجات وصولًا إلى التسمية الرياضية لمركز التوازن وهي 
  مركز الأبعاد المتناسبة.
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 الهدف 

تذكير الطالب بما تعلمه في الصف الأول الثانوي ومتابعة  بحث الأشعة 
 وتوظيفها في حل المسائل وفي مواقف حياتية

 توظيف الأشعة والنظيمقياس قدرة الطالب على 
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 دور المدرس

 الطالب ودور

 * يذكر المدرس الطلاب  بمفهوم نظيم شعاع )طويلة شعاع(.

 * يطرح المدرس الأسئلة:

0AB. إذا كان 1  ماذا تستنتج؟ 

vمناقشة المساوة  -2 ku  حسب إشارةk 

 .kحسب إشارة  ku..ناقش ناتج 3

)* في مستو مزود بمعلم متجانس كيف نحسب نظيم  , )u x y ؟  

 آلية التنفيذ

 د20

 يطلب المدرس حساب نظيم شعاع علمت مركباته

 في نهاية الحصة يطلب المدرس من الطلاب حل تمارين تدرب

تين
قط

ة لن
سب

متنا
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بعا
 الأ

ركز
م

 

 الهدف 
نشاء مركز الأبعاد المتناسبة لنقطتين.  تعريف وتحديد وا 

 توظيف مركز الأبعاد المتناسبة لنقطتين 

 دور المدرس

 ودور الطالب

 شرح ومناقشة المبرهنات مع الإثبات.  طرح الأسئلة.

  للإجابة الصحيحة.توجيه الطلاب ومساعدتهم للوصول 

 آلية التنفيذ

 دقيقة 25

 مركز الأبعاد المتناسبة لنقطتين وفق ما يلي:يعرض المدرس 

 * إثبات وجود ووحدانية مركز الأبعاد المتناسبة لنقطتين مثقلتين.

 * صياغة تعريف مركز الأبعاد المتناسبة لنقطتين مثقلتين.

 * مناقشة إثبات مبرهنة )التجانس( واستخلاص النتيجة.

 * استنتاج منتصف قطعة مستقيمة.

MAعاد المتجانسة في اختزال العبارة * توظيف مركز الأب MB   
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فهم
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 الهدف 
تبدأ هذه الفقرة بسؤال يوضح  مدى فائدة مركز الأبعاد المتاسبة والوصول إلى 

 تعريف آخر للمستقيم

 دور المدرس

 ودور الطالب

 طرح أسئلة

 .تغذية راجعة

 آلية التنفيذ

 

. كيف نميز نقاط مستقيم بالاستفادة من 1يسأل المدرس أسئلة تكريساً للفهم * 
 مركز الأبعاد المتناسبة؟

. كيف نعبر عن مساواة شعاعيه بالاستفادة من مركز الأبعاد المتناسبة؟ ويناقش 2
 الطلاب للوصول للإجابات

0. ما السبب الذي يجعل الشرط 3    ًضرورياً؟ شرطا 

 .19يناقش المدرس مثال صفحة * 

هي إعطاء تعريف جديد للمستقيم بالاستفادة من مركز الأبعاد  الخلاصة:
 المتناسبة.

 20ص تدرب *يطلب المدرس من الطلاب حل تمارين تدرب 

 تُعطى كواجب منزلي يتم مناقشة حلولها في الحصة التالية.

 و  الطلبين  * يمكن اختيار من التمرين 

  .ورقم  * نحل كامل التمرينين رقم 
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 دراسة مركز الأبعاد المتناسبة لثلاث نقاط الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب

 شرح ومناقشة المبرهنات مع الإثبات.

 طرح الأسئلة.

 توجيه الطلاب
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 آلية التنفيذ

 لثلاث نقاط وفق ما يلي: يعرض المدرس مركز الأبعاد المتناسبة

 * إثبات وجود ووحدانية مركز الأبعاد المتناسبة لثلاث نقاط مثقلة.

 * استخلاص نتيجة تجانس مركز الأبعاد المتناسبة.

 * إثبات مبرهنة الخاصة التجميعية.

 .22* مناقشة حل مثال صفحة 

 نقطة في المستوي. n* تعميم دراسة مركز الأبعاد لتتضمن

ساً 
كري

ت
 

فهم
لل

 

 الهدف 
 الوظيفة

 .24صفحة  تدرب

 دور المدرس

 ودور الطالب

 طرح أسئلة

  تغذية راجعة

 آلية التنفيذ

 

مركز  Gحيث يوضح إذا كانت 6نتيجة مفيدة للمبرهنة* يعرض المدرس 
)الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة  , ),(B, ),(C, )A    

0إذا كان -    عندئذٍ المستقيمان :( ), ( )AG BC متقاطعان في النقطة
A   مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقلتين(C, ),(B, ) . 

0إذا كان-  عندئذٍ المستقيمان :( ), ( )BC AG .متوازيين 

 يسأل المدرس أسئلة تكريساً للفهم ويجيب الطالب بناءً على ما تم اكتسابه:* 

 ؟6ما فائدة المبرهنة . 1

 ويعرض مثال: كيف نثبت تلاقي مستقيمات؟

يطلب المدرس من  ومثال: كيف نثبت وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة؟
الطلاب حل تمارين تدرب تُعطى كواجب منزلي يتم مناقشة الحلول في 

  الحصة التالية
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 تحديد مركز الأبعاد المتناسبة تحليلياً.  الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب

 تغذية راجعة. حل الأمثلة.

 الإجابة عن الأسئلة

 توجيه الطلاب

 آلية التنفيذ

 

 ويسأل: 7يعرض المدرس نص المبرهنة

اكتب العلاقة الشعاعية لمركز الأبعاد المتناسبة لثلاث نقاط مثقلة حسب  -1
 .5المبرهنة 

 ماذا نستنتج؟ M = Oإذا عوضنا -2

 ؟Gاستنتج إحداثيتا النقطة  -3

إحداثيات نقطة منتصف قطعة  ويستنتجوا 26* يحل الطلاب مثال صفحة 
 مستقيمة.

 .7بالاستفادة من المبرهنة 27* يحل الطلاب أمثلة صفحة 

* يطلب المدرس من الطلاب حل تمارين تدرب تُعطى كواجب منزلي ويتم 
 مناقشة الحلول في الحصة التالية.

 وظيفة 28تدرب صفحة  

طة
نش

الأ
 

 الهدف 

 1نشاط

 الشعاعية المميزة لنقطة تلاقي الارتفاعات. الاستفادة من  الخاصة1

 .تحديد مستقيم أولر.2

.إثبات أن نظائر  نقطة تلاقي الارتفاعات بالنسبة إلى منتصفات أضلاع مثلث 3
 تقع على دائرة واحدة.
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.إثبات أن نظائر نقطة تلاقي الارتفاعات بالنسبة إلى منتصفات أضلاع مثلث 4
 تقع على دائرة واحدة.

 2نشاط

 ء مركز الأبعاد المتناسبة لأربع نقاط.إنشا

 دور المدرس

 ودور الطالب

 ميسر وموجه.

 حل الأنشطة تغذية راجعة

 تغذية راجعة

 حل التمرينات والمسائل

 آلية التنفيذ

 

 ويطلب من الطلاب حله ثم يناقش الطلاب بالحل.1يعرض المدرس نشاط 
 الحل معهم.ويطلب من الطلاب حلها ثم يناقش 2يعرض المدرس نشاط

ائل
مس

ت و
رينا

تم
 

 الهدف 
تقويمي لقياس مدى قدرة الطالب على توظيف مركز الأبعاد في اثبات التوازي ، 

 وقوع نقاط على استقامة واحدة ، إيجاد المحل الهندسي لمجموعة نقاط

 دور المدرس

 ودور الطالب

 ميسر وموجه

 تغذية راجعة

 آلية التنفيذ
تمرينات ومسائل في الحصة وما يتبقى تُعطى  يطلب المدرس من الطلاب حل

كواجب منزلي. بحيث تتضمن مسائل تشمل أهدافاً مختلفة وتغطي جميع الأهداف 
 المذكورة

ث 
لبح

م ا
تعل

لن
 معاً 

 تزويد الطالب بمنهجية التفكير الاستقصائي الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب
 حل مسائل وتمارين قدماً إلى الأمام.
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 التنفيذآلية 

 

يعرض المدرس مسائل لنتعلم البحث معاً ويناقشهم في الحل ويطلب من الطلاب 
 حلها وفق الآلية المعروضة في الكتاب، ثم صياغة الحل وكتابته بلغة سليمة.

 

مام
 الأ

إلى
ماً 

قد
 

  تعزيز مهارات حل المسائل والتفكير الناقد. الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب
  حل المشكلات

 آلية التنفيذ

 د35

 يطلب المدرس من الطلاب حل تمارين ومسائل قدماً إلى الأمام
 يمكن اختيار من مسائل قدماً إلى الأمام

14  ،16  ،20  ،21.  
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 الوحدة الأولى مركز الأبعاد المتناسبة

 
 16   تَدرَّب   

4مستطيلًا فيه  ABCDليكن   cmAB 3وcmAD نعرّف .u AB وv AD مثّل .
uالشعاعين  v وu v ثُمّ احسب ،u v وu v. 

 

  
u لماكان  v AC  وu v DB   كان  

 وهما قطرا مستطيل 

2 23 4 5u v u v  
 

 
4مثلّثاً متساوي الأضلاع طول ضلعه  ABCليكن   cm و . نعـرّف. 
uتوثّق أنّ  .1 v CBواستنتج قيمة ، u v. 
uالتي تحقّق  Dعيّن النقطة  .2 v AD ما نوع الرباعي .ABDC؟ استنتج قيمة u v. 

 
1.         

4

u v AB AC

AB CA

CB

u v CB

      

فيكون  ABCDنرسم متوازي الأضلاع  .2
AD AB AC u v   بما أنAB AC  فالرباعي

ABCD  معين 
3

2. 2 4. 4 3
2

u v AD AO 
 
 

u ABv AC

 الحل

 الحل

  

 

 

 

 

 

 

A D

B
C

u

v
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)مزوّد بمَعْلَم متجانس  مستو   في  ; , )O i j، 3 نتأمّل الشعاعين 2u i j  4 و 6v i j. 
2 أثبت أنّ  .1 2 2

u v u v. 
u الشعاعيننتأمّل  .2 OA وv OB ما هي طبيعة المثلّث .OAB ؟ 

 
1.  

 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

(4 3) (6 2) 7 4

(7) (4) 49 16 65

(4) (6) 16 36 52

(3) ( 2) 9 4 13

52 13 65

u v i j i j

u v

u

v

u v

 

2 إذن       2 2
u v u v 

عمودي  OA  أي OBعمودي على  BD  أي Bقائم في  OBDمن العلاقة الأخيرة نستنتج أن  .2
  Oقائم في OAB، فالمثلث  OBعلى 

 

 
  20ص    تَدرَّب   

كي تكون النقطة  و عددين  عيّنبالشرط المبيَّن أدناه.  G، ونعرّف Bو Aنعطي النقطتين   
G  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( , )A و( , )B.وذلك في الحالات الآتية . 
 2AB GB. 

 2 3 0GB AB. 

 2 2 0AB GA GB. 

 .Aبالنسبة إلى  Bنظيرة  Gإذا كانت النقطة 

 
 2AB GB 

2بما أن  0AG GB GB  0فإنGA GB  0أيGA GB 
,1  ومنه  1 
 2 2 0AB GA GB 

2 2 2 0AG GB GA GB  1أو 0 0GA 1  ومنه, 0 

 الحل

 الحل
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2 3 0GB AB  ل 2باستخدام علاقة شا 3( ) 0GB AG GB   بالجمع نجد
3 0GA GB 

,3 ومنه 1  
 G  نظيرةB بالنسبة لـA :ومنه 

0

0

2 0

AG AB

AG AG GB

GA GB

 

,2  ومنه 1 
  

مبيّنة في الشكل المجاور. عيِّّن في كلّ  من   Cو  Bو  Aالنقاط   
 يحقّقان الشرط المعطى.  و الحالات الآتية عددين 

 A  هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين( , )B و( , )C. 
 B  هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين( , )A و( , )C. 

 C  هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين( , )A و( , )B. 

 
)لنبحث عن عددين   , 0AB  بحيث ( AC 

2AC  من الرسم نجد CB  2وباستخدام علاقة شال( )AC CA AB  أي
3 2 0AC AB 2 ومنه, 3  

 باقي التمارين بطريقة مماثلة.

 

مبيّنة في الشكل المجاور. عيِّّن في كلّ  من  Cو Bو Aالنقاط   
 يحقّقان الشرط المعطى.  و الحالات الآتية عددين 

 A  هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين( , )B و( , )C. 

 B  هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين( , )A و( , )C. 

 C  هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين( , )A و( , )B. 

 
)لنبحث عن عددين   , 0AB  بحيث ( AC 

 الحل

 الحل

A C B

A CB
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3 من الرسم نجد 5 0BC BA  3باستخدام علاقة شال( ) 5 0BA AC BA 
3وبالإصلاح نجد  3 5 0BA AC BA  8أي 3 0AB AC ومنه  

8, 3 
 .وباقي التمارين بطريقة مماثلة

 
  25ص  تَدرَّب   

 ABC  مثلّث فيهI  منتصف[ ]BC . 
1أثبت أنّ  

( )
2

AI AB AC. 
) مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط Aتكون أَ   ,1)B و( ,1)C و( , 2)I؟ 

 
( ) ( )AB AC AI IB AI IC 

0IB   ولما كان  IC  2  كانAB AC AI  

1  أي
( )
2

AI AB AC 
على استقامة واحدة فأي مركز أبعاد متناسبة لهذه النقاط يجب أن يقع على   Bو  Iو  C بما أن  

مستحيل أن تكون مركز أبعاد  A. فإنBCلا تنتمي إلى المستقيم  Aوبما أن    الاستقامةنفس 
 متناسبة  للنقاط المذكورة . 

 وبكلام أخر  
2 بما أن  1 1 )بالتالي لا يوجد مركز أبعاد متناسبة للنقاط المثقلة 0 ,1)B و( ,1)C و( , 2)I 
 

]منتصف  I بالنسبة إلى Gنظيرة  Gو. ABC مركز ثقل Gالنقطة   ]BC . 
]صف تهي من Gأثبت أنّ   ]AG. 
بعد إسناد ثوابت يطلب تعيينها إلى  Cو Bو Aهي مركز أبعاد متناسبة للنقاط  Gأثبت أنّ  

 هذه النقاط.

 
1نعلم أن   

2 2.
2

GG GI GA GA   ومنهG صف تهي من[ ]AG 

,نبحث عن ثلاثة أعداد  0G  بحيث , A G B G C 

 الحل

 الحل

A

C

B

I

A

C

B

IG

G
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0  لدينا *GA GB GC  ،1  ولكن
, ,

2
GA G A GB CG GC BG  ،

1  فنجد *نعوّض في
0

2
G A G C G B  ،ومنه G   متناسبة البعاد الأهي مركز

1المثقلة  للنقاط
, ,( , 1),( , 1)
2

A B C 

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة  G. ليكن ABCليكن المثلّث   ,1)A و( , 4)B و( , 3)C . 
) مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين Hأنشئ النقطة    , 4)B و( , 3)C. 
) هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين Gاستنتج أنّ    ,1)A و( ,1)H.   ثُمّ أنشئ النقطةG. 

 
 3 4 0HC HB    4  ومنه

3
HC HB 

3 4MC MB MH    وبافتراض أنM B  3فإنBC BH 

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة  Gبما أن    ,1)A و( , 4)B و( , 3)C  فإنG  هو مركز
) الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين ,1)A و( , 4 3)H وأ ( ,1)A و( ,1)H.   ومنهG  منتصفAH. 

 
  28ص  تَدرَّب   

]منتصف الضلع  Iيأتيالمعرّفة كما  Lو Jو I، والنقاط ABCنتأمّل مثلّثاً   ]AB 2و

5
AJ AB 

3ALو AC المستقيم المار بالنقطة .J  ًموازيا( )AC  يقطع المستقيم( )BC  فيK نتأمّل .
)المَعلَم  ; , )A AB AC. 

 .Lو Kو Iاحسب إحداثيّات النقاط  .1
 تقع على استقامة واحدة. Lو Kو Iأثبت أنّ النقاط  .2

 

 الحل

 الحل
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1. 1

2
AI AB 1 نإذ

,0
2

I  ،3AL AC 0) نإذ, 3)L 

BAC,من تشابه المثلثين      BJK :3
5

JK JB

AC AB
  

3  إذن     

5
JK AC 

    2 3

5 5
AK AJ JK AB AC  2ومنه 3

,
5 5

K 

2. 2 1 3
,

5 2 5
IK  1ومنه 3

,
10 5

IK  1و
,3
2

IL 

1 1 3 3 3
(3) 0

10 2 5 10 10
xy x y 

IK, نإذ IL  مرتبطان خطياً والنقط, ,L K I  . على استقامة واحدة 
 

 ABCD  5مربّع طول ضلعهcm  نهدف في هذا التمرين إلى إنشاءG  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط
)المثقّلة و ,1)A و( ,2)B و( , 3)C و( , 4)D . 

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين  Iأنشئ النقطة  .1 ,1)A و( , 4)D.  
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين  Jأنشئ النقطة  .2 ,2)B و( , 3)C. 
]هو منتصف القطعة المستقيمة  Gأثبت أنّ  .3 ]IJ .وأنشئه 

 
1. 4 0ID IA  4ومنه 0ID ID DA  1 أي

5
DI DA 

4 أو  5MD MA MI نطبقها على ،D   5فنجدDA DI 
1وبالتالي  

5
DI DA     

بتطبيق الدستور    يمكن الحل مباشرة 
AG AB  بالتعويض نجد 

         1

4 1
DI DA

  
1ومنه  

5
DI DA 

2.   2

2 3
CJ CB  2  ومنه

5
CJ CB 

3.   G  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطـ(C,3),( ,2),( ,1)B A  َو( , 4)D هو مركز الأبعاد المتناسبة ف
)للنقطتين المثقلتين ,5),( ,5)I J 

 الحل
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5 5 0GI GJ إذن   IG GJ أي أنG  منتصفIJ. 

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Gيُبيّن الشكل المجاور إنشاءً للنقطة   ,1)A و( , 3)B و( ,1)C و( ,1)D

 . علّل صحّة هذا الإنشاء.

 
) للنقاطمركز الأبعاد المتناسبة  Iبفرض  ,1)A و( ,1)C و( ,1)D  فيكون  

I  مركز ثقل المثلثADC. 

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطـ  Gبفرض  , 3),(B,3)I  فيكون ،G 
) هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطـ G إذن،  IBمنتصف  ,1)A و
( , 3)B و( ,1)C و( ,1)D. 

 

 أنشطة

  Euler أولرالأشعّة. مستقيم  منالاثبات بالاستفادة  
 

و Aمركز ثقله، و Gالمارّة برؤوسه، و  مركز الدائرة Oفيه  ABCفي هذا النشاط مثلّثاً نتأمّل 
B وC  هي على التوالي منتصفات الأضلاع[ ]BC و[ ]CA و[ ]AB أربعة . يتضمّن هذا النشاط

 أجزاء.
 الخاصّة الشعاعيّة المميِّّزة لنقطة تلاقي الارتفاعات 

OH الآتية (1)إلى النقطة المعرّفة بالعلاقة  Hلنرمز بالرمز  OA OB OC الهدف من .
 .ABCهي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلّث  Hهذا الجزء هو إثبات أنّ النقطة 

2AHأنّ  (1)أثبت انطلاقاً من   OA. 
)أثبت أنّ   )AH  عمودي على( )BC. 
)أثبت أنّ   )BH  عمودي على( )AC.واستنتج المطلوب . 

 

 الحل

 1 نشاط

 الحل

,1D

,1A

,1C, 3B

I

G

A

B C

K

A

BC
O

H

1A
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2AH AO OH AO OA OB OC OB OC OA 
2.AH OA  فالشعاعان ،,AH OA  مرتبطان خطياً وبالتالي( ) / /( )AH OA وبما أن ،
( )OA  عمودي على( )BC فإن( )AH عمودي على( )BC . 

BH.2بنفس الطريقة نثبت أن     OB  أي ،( ) / /( )BH OB وبما أن ،( )OB  عمودي على
( )AC   فإن ( )BH عمودي على( )AC إذن .H  هي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلثABC 

 مستقيم أولر 

3OH الآتية: (2)العلاقة صحة أثبت   OG. 
.a  أثبت أنّه إذا انطبقت نقطتان من بين النقاطO وG وH  انطبقت الثـالثة عليهما. واستنتج أنّه في

 متساوي الأضلاع. ABCهذه الحالة يكون المثلّث 
.b  ّوبالعكس، نفترض أنABC  ّمتساوي الأضلاع. أثبت أنO وG وH .منطبقة 
.c  ماذا يمكننا القول عن النقاطO وG وH .إذا لم يكن المثلّث متساوي الأضلاع 

 .مستقيم أولر Hو Gو Oإذا لم يكن المثلّث متساوي الأضلاع. أسمينا المستقيم المار بالنقاط 

 
OHللنقاط الثلاث وبما أن  مركز الأبعاد المتناسبة Gمن خواص   OA OB OC  نجد  

3. ...... 2.OH OG. 
   .a  إذا انطبقتH وG  3نجد  2نعوض في.OH OH  0 ومنهOH  أي ،H وO  

انطبقت  Oو Gذا انطبقت عليهما . وا   Gانطبقت   Oو Hمنطبقتان . بالمثل نثبت أنه إذا انطبقت  
H عليهما ، وبالتالي ارتفاعات المثلث هي ذاتها محاور أضلاعه وذاتها متوسطاته فهو مثلث متساوي

 الأضلاع.
    .b  إذا كانABC تساوي الأضلاع فإن كل من المتوسطات ومحاور الأضلاع والارتفاعات مثلث م 

,تلتقي في نقطة واحدة أي  ,H G O منطبقة 
   .c   3ن أوجدنا.OH OG  فإذا لم يكن المثلث متساوي الأضلاع فالنقط،, ,O H G  على استقامة

 واحدة ) مستقيم أويلر (

 النظائر بالنسبة إلى منتصفات الأضلاع 

 ABCبالنسبة إلى منتصفات أضلاع المثلّث  Hالهدف من هذا الجزء أن نثبت أنّ نظائر النقطة 
 .تقع على الدائرة 

منتصف القطعة المستقيمة   I. ولنعرّف على الدائرة   Aالنقطة المُقابلة قطرياً للنقطة   1Aلتكن   
1[ ]HA . 

 الحل
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.a  2علّل صحّة المساواتين 2OI AH OA. 
.b  ّاستنتج أنI A  ّ1وأنA  هي نظيرة النقطةH  بالنسبة إلىA. 
راً عيِّّن    ، وأنجز البرهان. Cو Bبالنسبة إلى كلّ  من Hيْ ت، نظيرَ مُبَرِّ

 
.a  بما أنO 1صف تمنAA وI 1صف تمنHA،  2  فإن.OI AH حسب خاصة (

AH.2القطعة المحدودة بمنتصفي ضلعين في المثلث ( . وجدنا سابقاً أن  OA  لذلك نستنتج أن
2. 2.OI AH OA  

.b  من العلاقةOI OA  نستنتج أنA  منطبقة علىI ً1،إذاA  نظيرةH  بالنسبة للنقطةA  تقع
 Cعلى الدائرة 

)نقطة تقاطع 1Bهي  Bبالنسبة للنقطة  Hبنفس الطريقة نجد أن نظيرة   )HB   مع الدائرةC  َو
)نقطة تقاطع 1Cهي  Cبالنسبة للنقطة  Hنظيرة  )HC   مع الدائرةC 
 النظائر بالنسبة إلى الأضلاع 

 .تقع على الدائرة  ABCبالنسبة إلى أضلاع المثلّث  Hالهدف من هذا الجزء أن نثبت أنّ نظائر 
)إلى النقطة الثانية التي يتقاطع فيها المستقيم  Kلهذا، نرمز بالرمز   )AH  أثبت أنّ مع الدائرة .
K  هي نظيرةH  بالنسبة إلى المستقيم( )BC . 
)بالنسبة إلى كلّ  من  Hعيِّّن بأسلوب مماثل، نظيرَيْ   )AC و( )AB .وأنجز البرهان ، 

 
)1محيطية تقابل قوس نصف الدائرة فهي زاوية قائمة ، فالمستقيمان  1AKAالزاوية   ),( )BC KA 

)متوازيان )لأنهما عمودان على  )AK ) 
)أن  ، بما 1HAKفي المثلث  )A B  1يوازي( )KA  1ويمر من منتصفHA  فهو يمر أيضاً من
)بالنسبة لـHنظيرة K،إذاً  HKمنتصف  )BC 

) إلىبالنسبة  Hبالمثل نجد أن نظيرة  )AB هي نقطة تقاطع الارتفاع( )CH  مع الدائرةC  وَ نظيرة
H  إلى بالنسبة( )AC  هي نقطة تقاطع الارتفاع( )BH  مع الدائرةC إذاً نظائر،H  بالنسبة لأضلاع

 المثلث تقع على الدائرة .
 
 
 
 
 

 الحل

 الحل
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  مركز الأبعاد المتناسبة لأربع نقاطإنشاء  
الهدف من هذا النشاط هو إنشاء مركز الأبعاد المتناسبة لأربع نقاط مثَقّلة بطرائق مختلفة، وذلك بدراسة 

مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  G، ونرغب بإنشاء النقطة ABCDنتأمّل مضلّعاً رباعيّاً  .الآتي مثالال
)المثقّلة  ,2)A و( ,1)B و( , 3)C و( ,1)D والمعرّف بالعلاقة 

2 3 0GA GB GC GD 
  الطريقة الأولى 
2من المستوي، عن المقدار  Mعبّر، في حالة نقطة   3MA MB MC MD . 
 . ADو ACو ABبدلالة  GBاستنتج عبارة  
 . Gنشئ إذن النقطة أ 

 
 2 3 (2 1 3 1)MA MB MC MD MG MG 

 في العلاقة السابقة فنجد: Mفي مكان  Bنعوض 
2 3 2 3

2 3 3 0 3

BG BA O BC BD BA BC BD

BA BA AC BA AD BA AC AD
 

 

  الطريقة الثانية 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Iليكن  ,2)A و( ,1)B وليكن ،J  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين

( , 3)C و( ,1)D. عيِّّن النقطتينI وJ ّ3، واستنتج أن 2 0GI GJ ثُمّ أنشئ النقطة .G. 

 

 2 نشاط

 الحل

 الحل
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I  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,1),( ,2)B A وJ  الأبعاد المتناسبة للنقطتين  مركز
( ,1),( , 3)D C  فيكون باستخدام القاعدة( G   مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقلتين
( , ),( , )A B  فهي تحقق.AG AB ) 

1نجد أن 

3
AI AB   1وأن

2
CJ CD 

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقط الأربع هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  G إذن ,3),( , 2)I J  فهي
3 تحقق  2 0GI GJ

 
2أي 

1
IG IJ  2ومنهIG IJ. 

 
  الطريقة الثالثة 

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط   Kليكن ,2)A  و( ,1)B  و( ,1)D وليكن ،L  المتناسبة  مركز الأبعاد
)للنقطتين  ,1)B و( ,1)D. 

)المتناسبة للنقطتين  مركز الأبعاد Kعلّل لماذا تكون   ,2)A و( ,2)L. 
)المتناسبة للنقطتين  هو مركز الأبعاد Gأثبت أنّ   , 4)K و( , 3)Cثُمّ أنشئ . G. 

 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ,1),( ,1)B D  هوL  أيL صف تمنDB  فيكون مركز الأبعاد

)المتناسبة للنقط  ,1),( ,1),( ,2)B D AهوK  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,1 1),( ,2)L A  أي
( ,2),( ,2)L A فيكونK صف تمنAL 

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقط  Gبالتالي    ,1),( , 3),( ,1),( ,2)D C B A  هو مركز الأبعاد المتناسبة
)للنقطتين  , 3),(K,2 2)C أي( , 3),( , 4)C K

 4

4 3
CG CK  4أيCG CK. 

  

 الحل
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 33تمرينات ومسائل ص

)نتأمّل في مستو  مزوّد بمَعْلَم متجانس  ; , )O i j  النقاطA وB وC المعيّنة بالعلاقات 
4 2

( 2 3) (2 3 1)

( 2 3) (2 3 1)

OA i j

OB i j

OC i j

   

 .BCو ACو ABكلّ  من الأشعّة  نظيماحسب  
 .ABCاستنتج طبيعة المثلّث  

 
) من المعطيات نجد أن    2 3, 2 3 1), ( 2 3,2 3 1), (4,2)C B A  

 فيكون:

2 2

2

( 2 3 4) (2 3 1 2) ( 6 3) (2 3 3)

( 2 3 4) ( 2 3 1 2) ( 6 3) ( 2 3 3)

( 2 3 2 3) ( 2 3 1 2 3 1) 2 3 ( 4 3)

( 6 3) (2 3 3) 36 12 3 3 12 12 3 9 60

( 6 3) (

AB i j i j

AC i j i j

BC i j i j

AB

AC 2

2 2

2 3 3) 36 12 3 3 12 12 3 9 60

(2 3) (4 3) 12 48 60BC

 

 متساوي الأضلاع. ABCالمثلث  
 

 A وB وC وD ،أربع نقاط في المستويI منتصف[ ]AD وJ منتصف[ ]BC. 
IJ أثبت أنّ   IA AB BJ. 
2IJبطريقة أخرى واستنتج أنّ  IJعبّر عن   AB DC. 

 

1 

 الحل

2 

 الحل
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    ( )IA AB BJ IB BJ IJ   
1IJإذاَ  IA AB BJ 
2IJ أيضاً نجد أن  ID DC CJ 

  بالجمع نجد 
( ) ( ) ( )

0 0

2

IJ IA ID AB DC BJ CJ

AB DC

IJ AB DC

 

 
 ABCD  متوازي أضلاع مركزهO .I منتصف [ ]AB وJ  1 تُحقّقنقطة

2
DJ AC. 

1علّل صحة المساواة  

2
OI BC. 

OJأثبت أنّ   OC OD OC BO BC. 
 تقع على استقامة واحدة. Jو Iو Oأثبت أنّ النقاط  

 
1فإن ABصفتمن AC،IصفتمنOبما أن  ABCفي المثلث 

2
OI CB ، أي

1

2
OI BC                                                 

 1

2
DJ AC OC  ،  فالرباعيDJCO متوازي

BO أضلاع فيكون  OD CJ   و
OJ OC OD OC BO BC 

 
1

2
OI BC

OJ BC
1 إذن 

2
OI OJ فالشعاعان

,OI OJ مرتبطان خطياً، والنقط, ,J O I استقامة واحدة. على  
 

]منتصفات الأضلاع هي   Cو  Bو  Aالنقاط  . ABCنتأمّل مثلّثاً    ]BC  و[ ]CA  و[ ]AB 
 Mنظائر النقطة  Kو Jو Iنقطة ما، ولنعرّف  M. لتكن بالترتيب

 .Cو Bو Aبالنسبة إلى النقاط 
BIأثبت أنّ   AJ وAK CI. 

3 

 الحل

4 

 

 

  

 

 

 

 

   

 

 

A

B C

C

A

B

M

I

JK
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)أثبت أنّ المستقيمات   )AI و( )BJ و( )CK  تتلاقى في نقطة واحدة، وعيّن موضع نقطة التلاقي
 هذه.

 
,كل من الرباعيات   ,MBKACMAJ BMCI  متوازي أضلاع لتناصف قطريه 

AKيكون   AKBMفي متوازي الأضلاع  MB 
CIيكون   BMCIفي متوازي الأضلاع  MB  ومنهAK CI 
AJيكون   CMAJفي متوازي الأضلاع  MC 
BI يكون  BMCIفي متوازي الأضلاع  MC  ومنهBI AJ 

AKبما أن   CI  فالرباعيAKIC  بما أن ، و متوازي أضلاعBI AJ   فالرباعيAJIB 
كل  ي وبما أن قطر  AIيشتركان بالقطر  AJIBو AKICلكن متوازيي الأضلاع ،  متوازي أضلاع

,هو نقطة تقاطع الأقطار الثلاث AIمنهما متناصفان فإن منتصف  ,CK BJ AI. 
 

) مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين Iليكن و . ABCليكن المثلّث    ,2)A و( ,1)B وليكن ،
J مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين( ,1)B و( , 2)C وليكن ،G  مركز الأبعاد المتناسبة

)للنقاط المثقّلة  ,2)A و( ,1)B و( , 2)C . 
 C          على استقامة واحدة، وكذلك الأمر بالنسبة إلى النقاط  Gو Jو Aأثبت وقوع النقاط  
 .Gو Iو
 .Gهي نقطة نقاطع مستقيمين يُطلب تعيينهما. وأنشئ النقطة  Gاستنتج أنّ  
)أثبت توازي المستقيمين   )BG و( )AC. 

 
)مركز الأبعاد المتناسبة لنقطتين  Jبما أن  ,1)B و( , 2)Cفإن ،Gمركز الأبعاد المتناسبة للنقط
( ,2)A و( ,1)B و( , 2)C  للنقطتين المثقلتينهو مركز الأبعاد المتناسبة( , 1),( ,1)J A فهو يقع على ،

للنقطتين مركز الأبعاد المتناسبة  Iبما أن  ،على استقامة واحدة Gو Jو Aالنقاط أي ، AJالمستقيم 
)المثقلتين ,1),( ,2)B A  إذنG  للنقطتين المثقلتينمركز الأبعاد المتناسبة( , 2),( , 3)C I النقط ف, ,G I C

 على استقامة واحدة 
    G  نقطة تقاطع المستقيمين,AJ CI 

2بما أن  :1طريقة   ( 2) ) فإن  0 )CA  يوازي( )BG. 
)للنقطتين المثقلتينمركز أبعاد  G  :2طريقة       , 1),( ,2)J A 

 الحل

5 

 الحل
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2 0

2

GA GJ

GJ GA    
 JG.....1منتصف  A  ومنه نجد أن 

J  المثقلتين للنقطتينمركز الأبعاد المتناسبة( , 2),( ,1)C B 
 

2 0

2

JB JC

JB JC          ومنه نجد أن  C  منتصفJB.....2 
)  يكون  JGBنجد انه في المثلث  2و  1من  )CA  يوازي( )BG. 
 

 
 مجموعة . نهدف في هذا التمرين إلى تعيين المجموعة Gمثلّثاً مركز ثقله  ABCليكن   

MAفي المستوي التي يكون عندها الشعاعان  Mالنقاط  MB MC وAB  .ًمرتبطين خطّيا 
3MAأثبت أنّ   MB MC MG. 
 «. مرتبطان خطيّاً  ABو MGالشعاعان »يُكافئ قولنا «  تنتمي إلى M»أثبت أنّ قولنا  
 وأنشئها. استنتج المجموعة  
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),(C,1)إلىمركز الأبعاد  Gإن   ,1),( ,1)B A لتكن ،M

   نقطة من المستوي فيكون 
3MA MB MC MG u  ، 

   u مرتبط خطياً معMG  وحتى يكون مرتبط خطياً مع
AB  يجب أن يكونAB  مرتبط خطياً معMG . 
 . ABموازياً Gهو المستقيم المار من  أي أن 
 
 
 

 بالعلاقتين: Gو I. نعرّف النقطتين ABCليكن المثلّث   
1

3
AI AC     1و

3
BG BI 

)هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Iأثبت أنّ    ,2)A  و( ,1)C ،
2GAواختزل المجموع  GC. 

2أثبت   0GB GI. 
2احسب المقدار  6GA GB GB  ّواستنتج أنG  هو مركز أبعاد متناسبة للنقاطA وB وC 

 بعد أن نسند إليها ثوابت يُطلب تعيينها.

 
1بما أن  

3
AI AC   2فإنIC AI :فيكون 

2 2 2 2( ) 0AI IC IA AI IA AI  ،إذنI للنقطتين المثقلتينمركز الأبعاد المتناسبة
( ,2),(C,1)A 

2 2( ) 2 2 3 0 3

2 3 (*)

GA GC GI IA GI IC GI IA GI IC GI GI

GA GC GI 
1بما أن  

3
BG BI  2  فإنGI BG  :فيكون 

2 2 2 2( ) 0GB GI GB BG GB BG 
2  نعوض  *حسب   6 3 6 6 6 0GA GB GC GI GB BG GB 

),(C,1)إلىمركز الأبعاد  Gأي أن  ,6),( ,2)B A. 
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  لنتعلّم البحث معا  

 علاقات شعاعيّة، ومركز الأبعاد المتناسبة 
]لتكن القطعة المستقيمة  ]ABوليكن .I   منتصف[ ]AB نتأمّل .G   مركز الأبعاد المتناسبة

)للنقطتين المثقّلتين  , )A و( , )B ونتأمّل ،G  نظيرةG  بالنسبة إلىI. 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين  Gيجعلان  و ثابتين  جد , )A و( , )B. 

 
 A B
GG I 

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطـ  Gبما أن  , ),(B, )A  فإن ،  . . 0 *GA GB 
AG,  يكون  Iحسب خواص التناظر بالنسبة للنقطة  BG ، إذنمتناظران فهما طبوقان  :

GB G A  َو,BG AG متناظران فهما طبوقان ومنه  GA GB 
.  فنجد *نعوض في العلاقة  0G B G A  و. 0G A G B 

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطـ  G  إذن , ),(B, )A 
 

الثوابت التي يجب إسنادها إلى ثلاث نقاط كي تكون نقطة معطاة مركز الأبعاد المتناسبة لهذه النقاط  

 المثقّلة.
مركز الأبعاد  G تجعلالتي  و و الأعداد  ر ثُمّ جدتأمّل الشكل المجاو 

)المتناسبة للنقاط المثقّلة  , )A و( , )B و( , )C. 

 
3IB  من الشكل نجد أن  IC  3  تكافئ 0IB IC  بالتالي ،I  مركز الأبعاد المتناسبة

 .(B,3),(C,1)للنقطـ 
2GI  من الشكل نجد  GA  2  تكافئ 0GI GA   4أي 2 0GI GA ،   بالتاليG مركز

)الأبعاد المتناسبة للنقطـ  ,2),( , 4)A I  وبالتالي ،G مركز الأبعاد المتناسبة للنقطـ( ,2),( , 3),( ,1)A B C  ،
,2  أي 3, 1. 
 

 تحديد موضع نقطة 
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ABC  مثلّث. النقطتانP وQ  3معيّنتان بالعلاقتينCP CA 3وAQ AB والمستقيمان .
( )BP   وCQ   يتقاطعان فيI .  ّموضع  نعيR   نقطة تقاطع( )AI  و( )BC  مركز  باستعمال

 الأبعاد المتناسبة.

 
3CP  بما أن  CA  2  فإنPC PA  2  ، ومنه 0 1PC PA  ،إذنP مركز

)الأبعاد المتناسبة للنقطـ  ,1),( ,2)A C 
3AQ  بما أن  AB  2  فإنQA QB ،

2  ومنه  0 2QA QB ،إذنQ  مركز
)الأبعاد المتناسبة للنقطـ  ,1),( ,2)B A 

مركز الأبعاد المتناسبة للنقطـ  Iبفرض
( , ),(B, ),( , )A C 

2)  فنجد 0بالعدد  2نضرب  ) 0QA QB  ،إذن Q  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطـتين
( , ),(B, )A  2على أن يكون 

2)  فنجد 0بالعدد  1نضرب  ) 0PC PA ،إذن P  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطـتين
( , ),( , )A C  2  وذلك بوضع. 

 4و  2  نعوض فنجد  1من أجل 
),(B,1),(C,4)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطـ  Iنجد أن  ,2)A  للنقطتين فهو مركز الأبعاد المتناسبة
)المثقلتين ,2),( ,5)A R  حيث ،R  للنقطتين المثقلتينمركز الأبعاد المتناسبة(C,4),(B,1)  فهي تحقق ،  

4 0RC RB 
1طريقة

4
RC BR(1) 

5للطرفين  BRبجمع 

4
BR RC BR  5  تكافئ

4
BC BR  4  تكافئ

5
BR BC 

 (2)طريقة 
4( ) 0

4 4 0

5 4 0

5 4

4

5

RB BC RB

RB BC RB

RB BC

BR BC

BR BC

 

 مستقيمات متلاقية 

 الحل
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ABC .النقاط مثلّث I وJ وK  3معيّنة بالعلاقات

2
AI AB 

2و

5
BJ BC وCK AC . 

) تلاقي المستقيمات أثبت )AJ  و( )BK  و( )CI   ،في نقطة واحدة
 مركز الأبعاد المتناسبة. باستعمال

 
  3  بما أن

2
AI AB  3  فإنIB IA  3  ، ومنه 0IA IB  ،إذنI مركز الأبعاد المتناسبة

)للنقطـ  , 1),(B,3)A 
  2  بما أن

5
BJ BC 2تكافئ

( )
5

BJ BJ JC 3تكافئ 2BJ JC،2 3 0JC JB ،إذن 
J مركز الأبعاد المتناسبة للنقطـ( ,2),( , 3)C B 

  بما أن  AC CK  2فإنKC KA 2أي 0KA KCومنه ،K  مركز الأبعاد المتناسبة
)للنقطـ  ,2),( , 1)C A. 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطـ  Gبفرض , 1),(B,3),( ,2)A C  فيكون ،G  مركز الأبعاد المتناسبة
)للنقطـ  ,2),( ,2)I C  فهي تقع على المستقيم( )IC 

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطـ أيضاً  Gو  , 3),( ,1)B K  فهي تقع على المستقيم( )KB. 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطـ أيضاً  Gو , 1),( ,5)A J  فهي تقع على المستقيم( )AJ. 

)هي نقطة تلاقي المستقيمات  G إذن )IC  و( )KB و( )AJ.. 

 

 البحث عن مجموعة نقاط 
ABC  مثلّث متساوي الساقين وقائم فيA . مجموعةُ النقاط   جدM  في المستوي التي تحقّق
3MA    الآتية (1)العلاقة  MB MC MA MB MC 

 
3MA  فإن ABCمركز ثقل المثلث  Gبفرض  MB MC MG 

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطـ  Hبفرض ,1),(B, 1),( , 1)A C فإن ،: 

 الحل
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MA MB MC MH 
M :حيث  

3

3 3

3 3

MA MB MC MA MB MC

MG MH

MG MH

MG MH 
 .HGمحور  تقع على  M إذن
 
 

 نقاط على استقامة واحدة 
ABC  مثلّث. ليكنO   منتصف الضلع[ ]BC وليكن ،J   منتصف الضلع[ ]AC ولتكن ،I 

3AIالنقطة المعيّنة بالعلاقة  AB وأخيراً لتكن ،K  3النقطة المعيّنة بالعلاقة 2KI KJ. 
 مركز الأبعاد المتناسبة. باستعمالعلى استقامة واحدة  Kو Oو Aوقوع  أثبت

 
3بما أنَّ . 1أولًا  2KI KJ  َّ3فإن 2 0KI KJ   ،إذن K  مركز الأبعاد المتناسبة للنقط

( ,2),(I, 3)J 
3AI. بما أن 2 AB  2فإنIA IB 2أي 0IA IB  ،إذن I  مركز الأبعاد المتناسبة

)للنقط  ,2),( ,1)A B. 
3 .J منتصفAC ،إذن J  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,1),( ,1)A C . 

)لإيجاد مركز الأبعاد المتناسبة للنقط . 1ثانياً :  ,1),(B,1),( ,1),( ,2)A C A  نستخدم الخاصية ،
)للنقطتين المثقلتينالتجميعية فنوجد مركز الأبعاد المتناسبة  ,2),(B,1)A وهوI  كما وجدنا سابقاً ، و

)المثقلتينللنقطتين نوجد مركز الأبعاد المتناسبة  ,1),( ,1)A C  وهوJ  فيكون مركز الأبعاد المتناسبة ،
)للنقط الأربعة هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ,2),(I,3)J وهوK . ًكما وجدنا سابقا 

)هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقط  K. بطريقة أخرى 2 ,1),( ,2),( ,1),(B,1)A A C  نحصل عليه ،
)بإيجاد مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ,1),( ,2)A A  وهوAلأنه لو فرضنا هذا المركز (P : فإن 

2 0PA PA 3  أي 0PA0  أيPA أيP  منطبقة علىA وبإيجاد مركز الأبعاد ، )
)للنقطتين المثقلتينالمتناسبة  ,1),(B,1)C وهوO  فيكونKمركز الأبعاد المتناسبة لـ( ,2),( , 3)O A ،إذن 

,النقط  ,O A K . على استقامة واحدة 
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 قدُُما  ا لى الأمام 

]منتصف  I، وليكنABC ليكن المثلّث  ]ACو ،J  نظيرةB  بالنسبة إلىC  ًوأخيراK  النقطة
AKالمعرّفة بالعلاقة  AB علماً أنّ النقاط  . نهدف في هذا التمرين إلى تعيين قيمةI وJ 

 تقع على استقامة واحدة. Kو
 بالحساب الشعاعي طريقة أولى : 

 .ACو ABبدلالة  IKو IJاكتب  
 .استنتج قيمة  

)مَعْلَم، نختار المَعْلَم  باستعمال طريقة ثانية :  ; , )A AB AC. 
 في المَعْلَم السابق. Kو Jو Iاحسب إحداثيات النقاط  
 .شرط الارتباط الخطّي لشعاعين لتحسب قيمة  عملاست 

 
 :أولىطريقة 

1

2
1

2
3

2
1

2

IJ IC CJ

AC BC

AC AC AB

AC AB

IK IA AK AC AB

 

,النقط  ,K J I  ، إذنعلى استقامة واحدة I  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( , ),( , )K J  وباختيار ،
0  نجد 1

3 1
. 0

2 2
3 1

( 1 ) 0
2 2

IJ IK

AC AB AC AB

AC AB

    

3 1
0

2 2
1، نعوض في  3  ومنه   1  فنجد 0 3 1  ومنه 0

3
 

 طريقة ثانية:
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1

2
AI AC 1أي

0,
2

I َو ،AK AB أي, 0K ،1,0B،0,1C  بفرض,J x y  ،

C   منتصفBJ  1  فيكون
0

2

x  1 ومنهx   َ0و
1

2

y : 2ومنهy  وبالتالي ،

1,2J ،1
1 0,2

2
IJ 31 ومنه,

2
IJ    َ1و

0,0
2

IK 1 ومنه,
2

IK 

,IJ IK  ، ً1 إذنمرتبطان خطيا 3
1 0

2 2
1 ومنه  3

0
2 2

1  ومنه  
3

 

 
 .ABC ليكن المثلّث 

1بالعلاقة  Mنعرّف النقطة   2

3 3
AM AB AC. 

)تنتمي  إلى المستقيم  Mأثبت أنّ   )BC. 
مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  M، يطلب تعيينهما، يجعلان و  عدديناستنتج وجود  

( , )B و( , )C. 
5بالعلاقة   N نعرّف النقطة  

4
BN BC .التي تجعل النقطة   و   الأعداد عيّنN 

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  , )B و( , )C  1وتحقّق. 

 
)في المعلم     , , )A AB AC  1  نجد أن 2

(1,0), (0,1), ,
3 3

B C M 
1 2

1 ,0
3 3

MB   2  ومنه 2
,
3 3

MB  َ1و 2
0 ,1
3 3

MC 1ومنه 1
,
3 3

MC  واضح

2MBأن  MC  فالشعاعان,IJ IK ، ًوالنقط مرتبطان خطيا, ,C B M . على استقامة واحدة 
,C)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Mوبالتالي   ),( , )B  2وبما أن 0MB MC فإنM 

),(C,2)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ,1)B. 
  5

4
BN BC  5  أي

( )
4

BN BN NC  9  أي 5
0

4 4
BN NC  أي 

9 5
0

4 4
NB NC ،N  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(C, ),( , )B  5 حيث 9

,
4 4

 

5وَ  9
1

4 4
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 -افي حالة كلّ  منهم- عيّن، و المجاورينتأمل الشكلين  
مركز   Gتجعل النقطة   و  و  ثلاثة أعداد 

) المثقّلة الأبعاد المتناسبة للنقاط , )A  و( , )B  و
( , )C. 

 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Iمن الرسم نجد أن  :الشكل ,1),( , 2)B C  َوJ  مركز الأبعاد

,C)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  J، بالتالي  (A,2),(C,1)المتناسبة للنقطتين  ),(A,2K)K ،
,C)نجد  1Kنضع  2),(A, 4) 
G  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( , 4),( , 1)A I ًلكن أيضا ،G  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين

( ,1),( , 6)B J أي أن ،G  مركز الأبعاد المتناسبة للنقط(C, 2),( ,1),( , 4)B A 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  K:الشكل ,1),( ,1)B A  َوJ  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين

(C,2),( ,1)A 
),(C,2)مركز الأبعاد المتناسبة للنقط  Gأن  إذن ,1),( ,1)B A 

]منتصفات القطع المستقيمة  Nو Mو Lو Kو Jو Iوالنقاط  ABCDنتأمّل الرباعي   ]AB 
]و ]BC و[ ]CD و[ ]DA و[ ]AC و[ ]BD نهدف في هذا التمرين إلى إثبات أنّ للقطعرتيبالتب . 

] المستقيمة ]IK و[ ]JL و[ ]MN .المنتصف نفسه 
]منتصف  Oلتكن النقطة   ]IK ّأثبت أن .O  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاطA وB وC 

 نفسه.  1وقد أسندنا إليها الثابت  Dو
]هي منتصف  Oأثبت أنّ   ]JL  ومنتصف[ ]MN .ًأيضا 
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)مركز الأبعاد المتناسبة للنقط لتعيين    ,1),(B,1),( ,1),( ,1)A C D  نستخدم الخاصية التجميعية ،
)للنقطتين المثقلتينفنوجد مركز الأبعاد المتناسبة  ,1),(B,1)A وهوI  منتصفAB  و نوجد مركز ،

),(D,1)للنقطتين المثقلتينالأبعاد المتناسبة  ,1)C  وهوK  منتصفDC  ،مركز الأبعاد  ثم نعيّن
)تين المتناسبة للنقط ,2),( ,2)K I  وهو منتصفIK  أي هو النقطةO. 

جد بطريقة مختلفة ن الخاصية التجميعية باستخدام 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Jأن  ,1),(C,1)B 
),(D,1)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Lوَ  ,1)A 

، فيكون مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 
( ,2),( ,2)L J  وهو منتصفJL  هو ذاته النقطة

O  مركز الأبعاد المتناسبة للنقط
( ,1),(B,1),( ,1),( ,1)A C D. 

مركز الأبعاد المتناسبة  Nوَ  (C,1),(A,1)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Mبطريقة ثالثة: نجد ان 
 MNوهو منتصف  (N,2),(M,2)، فيكون مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  (B,1),(D,1)للنقطتين 

 لها المنتصف نفسه IK،JL ، MNأيضاً. نستنتج أن  Oهو ذاته النقطة 
IJKL,يمكن إثبات هذه النتيجة بإثبات أن :ملاحظة IMKN  متوازيا أضلاع، وبما أنهما مشتركان
 فأقطارهما لها المنتصف نفسه . IKبالقطر 
 
 .ABCمركز ثقل  Gو ABCمركز ثقل  G. ليكن ABCو ABCنتأمّل مثلّثين  

3AAأثبت أنّ   BB CC GG. 
 كي يكون للمثلّثين مركز الثقل نفسه. استنتج شرطاً لازماً وكافياً  
النقاط  Cو Bو A. ولتكن 0 عدد حقيقي لا يساوي  kو ABC : ليكن المثلّث تطبيق 

BA المعرّفة بالعلاقات kBC  وCB kCA  وAC kAB. 
 مركز الثقل نفسه. ABCو ABCأثبت أنّ للمثلّثين  
1ارسم الشكل الموافق في حالة  

2
k. 
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0

0

GA GB GC

G A G B G C

 

AA AG GG G A

BB BG GG G B

CC CG GG G C 
 

 بالجمع نجد: 
3

0 3 0 3

AA BB CC AG BG CG GG G A G B G C

GG GG
 

0AAأي   0GGللمثلثين مركز الثقل نفسه إذا وفقط إذا كان   BB CC 
   

( ) ( ) 0AC CB BA KAB KCA KBC K AB CA BC K AB BA 
 أي للمثلثين مركز الثقل نفسه.

 
 

 
 
 
 

AMالمعرّفتين بالعلاقتين   Nو  M طتينوالنق  ABCنتأمّل مثلّثاً    kAB  وBN kBC 
]منتصف   I. ليكن 1و  0عددٌ حقيقي مختلف عن   k حيث ]AB  وJ   منتصف[ ]BC  وG 

]منتصف  ]MN نهدف إلى إثبات وقوع النقاط .G وI وJ .على استقامة واحدة 
 . Bو Aمركز أبعاد متناسبة للنقطتين  Mاكتب النقطة  
 . Cو Aمركز أبعاد متناسبة للنقطتين  Nاكتب النقطة  
)هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقط G أثبت أنّ   ,1 )A k و( , )B k و( ,1 )B k و( , )C k. 
) هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط Gاستنتج أنّ   ,1 )I k و( , )J k.واستنتج المطلوب . 
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( )

( 1) 0

(1 ) . 0

AM KAB

AM K AM MB

K AM KMB

K MA K MB   
M  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين

( , ),( ,1 K)B K A 
BNلدينا   KBC  أي(BN K BN NC  ومنه( 1) 0K BN KNC  إذن

(1 ) . 0K NB K NC وبالتالي N   مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( , ),( ,1 K)C K B 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  إذن  ,1 ),(N,1 )M K K K K  أي( ,1),(N,1)M هو
G  منتصفMN 
,C)بطريقة ثانية للنقط  الخاصية التجميعية باستخدام  ),(B,1 K),( , ),( ,1 K)K B K A ونأخذ 

B,1)للنقطتين المثقلتينمركز الأبعاد المتناسبة  K),( ,1 K)A وهوI  منتصفAB أخذ، و ن 
,C)للنقطتين المثقلتينمركز الأبعاد المتناسبة  ),( , )K B K  وهوJ  منتصفBC  ، فيكونG  مركز
)تين الأبعاد المتناسبة للنقط ,2 ),( ,2 2 )J K I K  ًتين مركز الأبعاد المتناسبة للنقطفهو أيضا
( , ),( ,1 )J K I K  بالتالي النقط ،, ,G J I . على استقامة واحدة 

 
4، فيهAمثلّثاً متساوي الساقين وقائماً في   ABCليكن   cmAB نهدف في هذا التمرين .

2 في المستوي التي تحقّق Mمجموعة النقاط  إلى تعيين  4MA MB MC 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  G النقطة استفد من  , 1)A و( ,1)B و( ,2)C  لتختزل المجموع

2MA MB MC . 
 .استنتج طبيعة المجموعة ، ثُمّ «2MG»يُكافئ  «  تنتمي إلى  M»أثبت أنّ  
 .ثُمّ المجموعة  Gأنشئ النقطة  

 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Gبما أن   , 1)A و( ,1)B و( ,2)C فإن 

2 2MA MC MB MG 
  M   2يعني تنتمي للدائرة 4MG 2  أيMG 2أيMG ، إذنC  دائرة مركزها
G  2ونصف قطرها. 
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),(B,1)تين مركز الأبعاد المتناسبة للنقط Iنوجد  Gلتعيين   ,2)C  ،1

1 2
CI CB  أي

1

3
CI CB  ، تين مركز الأبعاد المتناسبة للنقطثم نوجد

( , 3),( , 1)I A  فيكون هوG 3 أي

3 1
AG AI  أي

3

2
AG AI .  

2ويمكن الأنشاء بملاحظة أن   0GA GB GC  ومنه
2GC BA . 

 

]منتصف  I. ليكن Aمثلّثاً قائم الزاوية في   ABCليكن   ]BC الدائرة التي مركزها  ، ولتكن
A  وتمر بالنقطةI وأخيراً لتكن .G  التي تقابل  النقطة منI  .ًقطريّا 

)هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Gأثبت أنّ   , 4)A و( , 1)B و( , 1)C . 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط   Aالنقطة  يجعلان  و   عددين حقيقيين عيّن   ,2)G  و

( , )B و( , )C. 
2 التي تحقق Mمجموعة نقاط المستوي  عيّن  2MG MB MC BC. 

 
  GI  متوسط  في المثلثGBC  

1
4 4 4 2 4 2 2 2 0

2
GA GB GC GA GB GC GA GI GI GI GI GI 

) مركز الأبعاد المتناسبة للنقط G إذن , 4),(B, 1),( , 1)A C. 
,B) مركز الأبعاد المتناسبة للنقط بفرض   ),( , )C  هوN  فيكونN  يقع على المستقيم( )BC  ،

) مركز الأبعاد المتناسبة للنقط Aبالتالي  ,2),(B, ),( , )G C  تين مركز الأبعاد المتناسبة للنقطهو
( ,2),(N, )G  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطأي , ,N G A ، إذنعلى استقامة واحدة G  نقطة

)تقاطع  )GA  مع( )CB  فهيI وبالتالي ،I تين مركز الأبعاد المتناسبة للنقط(B, ),( , )C  مع .
)للنقطتين المثقلتينمركز الأبعاد المتناسبة  Aيكون   ,2),( ,2 )G I وبما أن ،A  منتصفGI 

2  فإن  1 إذن 1أي  2
) مركز الأبعاد المتناسبة للنقط Aبما أن   ,2),(B,1),( ,1)G C : فإن 

2 4MG MB MC MA إذن M  2  تحقق 2MG MB MC BC  : فإن
4 2MA BC 
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1

2
MA BC AI  ،مجموعة النقط إذنM تمثل الدائرةC .ذاتها 

~~ 
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 49ص  تَدرَّب   

)نتأمّل في المستوي معلماً متجانساً  ; , )O i j  ّولنفترض أن( , )
2

i j . الدائرة المثلّثيّة التي  لتكن
OAمعرّفتان بالعلاقتين الالنقطتان  Bو Aلتكن ، و Oمركزها  i وOB j تتعيّن نقطة .M  من

)بقياسٍ للزاوية   , )OAOM. 

المعيَّنة بالزوايا  Rو Qو Pو Nو Mالنقاط  على  عيِّّن 
3

5و 

6
11و 

4
7و 

2
17و 

3
 

 الترتيب.ب

 
5المعينة بالزاويةMتعيين النقطة

6
17الزاويةب المعينةRوالنقطة 

3
17 مع ملاحظة أن: 

6
3 3

 

 

 

 

 

 

 

 

0,2]استفد من معلومات الشكل المجاور لتعطي قياسات من المجال    تعيِّّن  [
 .Pو Nو Mالنقاط 

 
بالزاوية  Mتتعيّن النقطة 

3
5بالزاوية  P، تتعيّن النقطة 

2
3 3

، تتعيّن  

3 بالزاوية Nالنقطة 

2 4 4
 

 الحل

 الحل

N

M
O

PN

M

O

P

 

B  
M  

R  

Q  

N

  

P

  

A  
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]استفد من معلومات الشكل المجاور لتعطي قياسات من المجال    ,  Nو Mتعيِّّن النقاط  [
 .Pو

 
بالزاوية  Mتتعيّن النقطة 

4
5بالزاوية  N، تتعيّن النقطة 

6 6
بالزاوية  P، تتعيّن النقطة 

6
 

 

ن عليها القوس الذي تقطعه النقطة  ارسم الدائرة المثلّثيّة    قياسُ الزاوية  ،xعندما يتحول  Mولوِّ
( , )i OM ،كلٍّ من المجالات الآتية في: 

7 5 4 13 5
, , ,

6 6 3 6 4 4
 

 
5في حالة المجال   

,
4 4

 

 
 
 
 
 
 
 

7في حالة المجال   5
,

6 6
  

 مل الدائرةالقوس هنا يشمل كا

 

 

 

 الحل

 الحل

4
 5

4
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 :ة، القياس الأساسي للزاوية الموجهّة الآتي، في كلٍّ من الحالات عيّن  
35 4 7

6 3 2
202 21

18
3 4

 

 
  7

2
7هو القياس الأساسي لهذه الزاوية فيكون:  أن  بفرض 

2
2

k   :وبالتالي 
7

2
2

k9 وبعد الإصلاح نجد 5

4 4
k  9أي 5

4 4
k  أو

2.25 1.25k  ً2إذاk   :7ومنه
4

2 2
 

 
 21

4
21هو القياس الأساسي لهذه الزاوية فيكون :  بفرض أن  

2
4

k : ومنه 
21

2
4

k  17 الإصلاح نجدوبعد 15

8 8
k 3.1252.125أي k 

21وبالتالي:3kومنه: 3
6

4 4
. 

 

 
  53ص  تَدرَّب   

 2CDو 3BCو 4AB: الآتيةوط مُحقّقاً الشر  ABCDEأنشئ خطّاً مضلّعيّاً منكسراً  
 ة:الآتي )بالسنتيمترات(، بالإضافة إلى الشروط 2DEو

5
( , )

6
BA BC و( , )

2
CB CD و( , )

3
DC DE 

  علّل صحّة المساواة 
( , ) ( , ) ( , ) ( , )AB DE AB BC BC CD CD DE 

)استنتج قياساً للزاوية   , )AB DE. 
DE يُحقّق kخطّياً، واستنتج عدداً  DEو ABعلّل ارتباط الشعاعين  kAB. 

 
 
 
 
 

 الحل

 الحل



 

44 

A  B  

C  

D  E   
 
 
 
 
 

 
, لدينا   , , , , ,AB BC BC CD CD DE AB CD CD DE AB DE 

 وذلك باستخدام علاقة شال مرتين 
, ا لدين 

6
AB BC و,

2
BC CD 2و

,
3

CD DE. 

2 وبالتالي فإن:  3 4
, 0

6 2 3 6
AB DE 

, :بما أن  0AB DE فإن: ,AB DE  لهما نفس الجهة ، مرتبطان خطياً ، ونلاحظ أن
2AB: ولدينا  DE  ، : ً2إذاAB DE ،:2 أيk 

ن التي تحقِّق الشرطين المبيَّني   Cطة في مستوٍ موجّه، عيِّّن النق Bو Aنعطي نقطتين مختلفتين  
)القياس الأساسي للزاوية الموجّهة  احسبأدناه، و  , )CACB : في الحالتين الآتيتين 

 ( , )
4

AB AC  و( , )
6

BA BC  

 ( , )
3

AB AC  و( , )
2

BA BC. 

 
 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

7
( , ) ( , )

4 6 12

CACB AC BC AC AB AB BC

AB AC BA BC
 

 
 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

11
( , ) ( , )

3 2 6

CACB AC BC AC AB AB BC

AB AC BA BC
 

)زاوية وهكذا نجد أن زاوية التعيين الأساسي لل , )CACB  هي
6

 

 الحل



 

45 

 مثلّثٌ متساوي الأضلاع.  MACمربّعٌ و ABCDفي الشكل المجاور،  
) لموجهةا لزوايالكل من اأعطِّ قياساً   , )MAMC و( , )AD AM 
)و , )CM CD و( , )DC DA . 
 ما مجموع هذه القياسات؟ 

          
اوي أضلاع فإنّ قياس كل زاوية من زواياهلدينا مثلّث متس 

3
 ومربّع قياس كل زاوية من زواياه 

4
 

 ة الاتّجاهاومن خلال هذه المَعرفة نحسب قياسات الزوايا المطلوبة مع مراع
,  

3
MA MC و  ,

12
AD AM و,

12
CM CD و  ,

2
DC DA. 

  0من والواضح أن مجموع هذه القياسات هو  

ABCD  متوازي أضلاع فيه( , )AB AD. 
)الموجهة الزوايا  احسب بدلالة   , )BC BA و( , )CD CB و( , )DA DC. 
ائج السابقة بالاستفادة من التناظر المركزي مركز متوازي الأضلاع، استنتج النت Oليكن 

),هو أيضاً الدوران  Oلاحظ أنّ التناظر (. Oالذي مركزه O. 

 
 ,BC BA و,CD CB و,DA DC. 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
  57ص  تَدرَّب   
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)ليكن  ; , )O OAOB لَماً متجانساً مباشراً، ولتكن في هذا  Oالتي مركزها  الدائرة المثلّثيّة  مَع 
لَم )نضع و   من Mنقطة نتأمّل  ،المَع  , )OAOM x. 

2و xو xالنقاط الموافقة للقياسات  على  عيِّّن  x:ثُمّ اختزل الصيغة ، 
( ) cos cos( ) cos( ) cos(2 )f x x x x x. 

 
 
 
 

 
( ) cos cos( ) cos( ) cos

0

(2 )

cosx cosx cosx c

f x x x x

x

x

os
 

للقياسات  النقاط الموافقة على  عيِّّن 
2
x وx و

2
xثُمّ اختزل الصيغة ،: 

2 2
( ) sin sin sin( ) sing x x x x x. 

 
 
 
 

2 2
( ) sin sin( ) sin( ) sin( )

2sinx cosx

g x x

s

x

inx cosx

x

c

x

osx
 

5النقاط الموافقة للقياسات  عيِّّن على الدائرة  

2
x 3و x 5و x و

2
x ّثُم ،

5 :الصيغةاختزل 
2 2

sin sin(3 ) cos(5 ) cosx x x x. 

 
5
2 2

sin sin(3 ) cos(5 ) co

0

s

cosx sinx cosx s

x

inx

x x x 

3إذا علمتَ أنّ  Mالنقطةعيِّّن على  
cos

5
x و

2
, 0x ّثيّة . ثُمّ احسب النسب المثل

sin: الآتية x و
2

sin x و
2

cos x وcos x وsin x. 

 

 الحل

 الحل

 الحل

 الحل

x

x

x 2 x

i

j
A

B

O

x
2
x

x

2
x

i

j
A

B

O

x

x
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2 من العلاقة: 2sin cos 1x x  2نجد أن 2sin 1 cosx x  وبالتالي
2

2 3 9 16
sin 1 1

5 25 25
x  َّوبما أن, 0

2
x  َّ4فإن

5
sinx وهكذا ،

3نستنتج: 
sin

2 5
x cos  4و

cos
2 5
x sinx  و

3
cos

5
x cosx  4و

sin
5

x sinx . 

 

معيّنة على الدائرة المثلّثيّة كما في الشكل  Qو Pو Nو Mالنقاط  
 المجاور. 

) تساوي  x ذكِّر أنّ ت ؟ ما القياسات التي تعيِّّن هذه النقاط  , )OAOM ،
 : اختزل الصيغتين ثُمّ 

 
3

2 2
3

2 2

( ) cos cos cos( ) cos

( ) sin sin sin( ) sin

f x x x x x

g x x x x x
 

 
 

,OAOM x  و,
2

OAON x و,OAOP x 3و
,

2
OAOQ x  

3
2 2

3
2 2

( ) cos cos cos( ) cos

( ) sin sin sin( ) s

0

0

in

f x x x x x

g

cosx sinx cosx sinx

sinx cosx

x x x x

sinx c x

x

os

 

عيِّّن قيمة جيب وجيب تمام الأعداد الحقيقيّة الآتية. يمكنك البدء بتعيين النقاط الموافقة على  
 دائرة مثلّثيّة.

6
5و 

6
7و 

6
11و 

6
13و 

6
و

4
9و 

4
5و 

4
  

81و

4
108و 

4
4و 

3
و 

3
71و 

3
97و 

3
54و 

3
 

 
 

 

 الحل

 الحل

M

x

N

P
Q

i

j
A

B

O
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  60ص  تَدرَّب   

1
sin

6 2
 3

cos
6 2

 

5 1
sin sin

6 6 6 2
sin  

 

5 3
cos cos

6 6 6 2
cos  

  7 1
sin sin

6 6 6 2
sin  

  

7 3
cos cos

6 6 6 2
cos  

  11 1
sin sin 2

6 6 6 2
sin  

  

11 3
cos cos 2

6 6 6 2
cos  

  13 1
sin sin 2

6 6 6 2
sin  

  

13 3
cos cos 2

6 6 6 2
sin  

  
97 3

sin sin 32
3 3 3 2

sin  
97 1

cos cos 32
3 3 3 2

sin  

11

6
  

 
4

3
  

9 81
, ,

4 4 4
  

13
,

6 6
  

5

6
  

7

6
  

5

4
  

108 54
,

4 3
  

71

3
  

97
,

3 3
  

C

A

DB

BC

D

A
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)عيِّّن الإحداثيّات القطبيّة    ; )r 0,2] التي تحقق الشرط ط ]  Bو Aو A، لكلٍّ من النقا
 المبيّنة في الشكل المجاور. Dو Dو Cو Cو Bو

 
 :من الشكل نجد أنَّ 

A 2تي نصف قطرهاتقع على الدائرة الr  َّوأن,
3

i OA 2وبالتالي; 
3

A. 

A 2تقع على الدائرة التي نصف قطرهاr  َّ2وأن
,

3
i OA  2وبالتالي

' 2; 
3

A. 

B 4تقع على الدائرة التي نصف قطرها 4 2 2r  َّوأن,
4

i OB 

2وبالتالي 2; 
4

B. 

B 4تقع على الدائرة التي نصف قطرهاr  َّ4وأن
, '

3
i OB 4وبالتالي

4; 
3

B. 

C 4تقع على الدائرة التي نصف قطرهاr  َّ5وأن
,

6 6
i OC 5وبالتالي

4; 
6

C. 

C 2لى الدائرة التي نصف قطرهاتقع ع 2r  َّ3وأن
, '

2
i OC 3وبالتالي

2 2; 
2

C. 

D 4تقع على الدائرة التي نصف قطرهاr  َّ5وأن
,

3
i OD 5وبالتالي

4; 
3

D. 

)ين تيها الديكارتيتة معرفة بإحداثيّ الآتيكلُّ واحدة من النقاط    , )x y .إحداثيّاتها القطبيّة  احسب( ; )r 
[ التي تحقق الشرط , ]. 

3 3 3 1 3
2 2 2 2

3 1
4 4

( 1,1), ( 3,1), ( 1, 3), (0,4),

(3,0), ( 2,2), , , , ,

2, 6 , , , ( 3,0), ( 2 3,2),

A B C D

E F G H

I J K L

 

 
( 1,1)A 2لدينا 2 1 1 2r x y 1ومن المعادلتين

2

x
cos

r
1و 

2

y
sin

r
نجد  

3أن

4 4
3وبالتالي  

2;
4

A. 

3,1B 2لدينا 2 3 1 2r x y3المعادلتين  ومن

2

x
cos

r
1و  

2

y
sin

r
نجد أن  

 
6

;2وبالتالي  
6

B. 

 الحل

 الحل
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1, 3C 2لدينا 2 1 3 2r x y  1 من المعادلتينو

2

x
cos

r
3و  

2

y
sin

r
نجد  

2أن 

3 3
2وبالتالي  

2;
3

C. 

0,4D 2لدينا 2 0 16 4r x y  0 من المعادلتينو
x

cos
r

1و  
y

sin
r

نجد أن  

2
;4وبالتالي 

2
D. 

3,0E 2لدينا 2 9 0 3r x y  1 من المعادلتينو
x

cos
r

0و  
y

sin
r

نجد أن  
 .0D;3وبالتالي 0
2,2F 2لدينا 2 4 4 2 2r x y  1من المعادلتينو

2

x
cos

r
1و 

2

y
sin

r
 

3نجد أن

4 4
3وبالتالي 

2 2;
4

F. 
3 3 3

,
2 2

G 2لدينا 2 27 9
9 3

4 4
r x y  3من المعادلتينو

2

x
cos

r
 

1و

2

y
sin

r
نجد أن  

6
;3وبالتالي 

6
G. 

1 3
,

2 2
H 2لدينا 2 1 3

1
4 4

r x y  1من المعادلتينو

2

x
cos

r
 

3و

2

y
sin

r
2نجد أن  

3 3
2وبالتالي 

1;
3

H. 

2, 6I 2لدينا 2 2 6 8 2 2r x y  2من المعادلتينو 1

22 2

x
cos

r
 

6و 3

22 2

y
sin

r
نجد أن  

3
2وبالتالي  2;

3
I. 

 
)ة معرفة بإحداثيّاتها القطبيّةالآتيكلُّ واحدة من النقاط    ; )r ّينتيها الديكارتيّ ت. أوجد إحداثي( , )x y. 

3
2 2

1 5
4 6 2 6 4

3 3 2
4 4 3 3

(1;0), 2; , (3; ), 4; ,

2 2; , 2; , ; , 3; ,

2; , ;20 , 2; , 2; ,

A B C D

E F G H

I J K L

 

 
    1;0A 1لدينا. 0 1 x cos  1و. 0 0y sin   ومنه  (0,1)A 
   2;

2
B

 
 
 

.2لدينا  0 
2

x cos


  2و. 2
2

y sin


 ومنه 0,2B 

    3;C  3لدينا. 3 x cos   3و. 0y sin  ومنه 3,0C  
 3

  4;
2

D
 

 
 

3لدينا 
4. 0 

2
x cos


  3و

4. 4
2

y sin


  ومنه 0, 4D  

 الحل
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   2 2;
4

E
 

 
 

2لدينا  2.cos 2 
4

x
 

   
 

2و  2.sin 2
4

y
 

    
 

ومنه 2, 2E  

   2;
6

F
 

 
 

cos.2لدينا  3
6

x
 

  
 

sin.2و  1
6

y
 

  
 

ومنه 3,1F 

 1 5
  ;

2 6
G

 
 
 

1لدينا  5 3
.cos

2 6 4
x

 
   

 
1و  5 1

.sin
2 6 4

y
 

  
 

3ومنه 1
,

4 4
G
 
  
 

 

   3,
4

H
 

 
 

3لدينا  2
3.cos

4 2
x

 
  

 
3و  2

3.sin
4 2

y
 

  
 

3ومنه 2 3 2
,

2 2
H
 
  
 

 

 3
  2;

4
I

 
 

 
3لدينا 

2.cos 1
4

x
 

    
 

3و 
2.sin 1

4
y

 
    

 
 منهو  1, 1I   

 3
  ;20

4
J 
 
 
 

لدينا  
3 3

.cos 20
4 4

x   و 
3

.sin 20 0
4

y  3ومنه
,0

4
J
 
 
 

 

   2;
3

K
 

 
 

cos.2لدينا  1 
3

x
 

  
 

sin.2و  3
3

y
 

  
 

ومنه 1, 3K 

 2
  2;

3
L

 
 
 

2لدينا 
2.cos 1

3
x

 
   

 
2و 

  2.sin 3
3

y
 

  
 

ومنه 1, 3L  
 

) نقطة إحداثيّاتها القطبيّة Mلتكن    ; )r الدوران الذي مركزه .O  وزاويته
2

 Nإلى  Mينقل  
، واستنتج Nالإحداثيّات القطبيّة للنقطة  احسب. Qإلى  Pوأخيراً ينقل  Pإلى  Nوينقل 

 ؟MNPQ. ما نوع الرباعي Qو P للنقطتينبأسلوب مماثل الإحداثيّات القطبيّة 

 
هي Nإحداثيّات لتكن ;r  :يكونr r  و 

2


     

 ,هي Nحداثيّات القطبيّة للنقطةالإ وبالتالي
2

r



 

 
 

 

هي Pوالاحداثيّات القطبيّة للنقطة , r   
 ,يه Qوالاحداثيّات القطبيّة للنقطة

2
r




 
 

 
  

  تساوي وتعامد أقطاره.و تناصف لمربّع و MNPQويكون الرباعي 

  y الحل

M  

N  

P  

x  

Q  

O  
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 أنشطة

   الضوء الهندسي والزوايا الموجّهة 
لنذكّر بقانون انعكاس الضوء المعروف في الفيزياء. ينعكس شعاعٌ 

طح مرآة مستوية مُناظراً للشعاع الوارد بالنسبة إلى ضوئي واردٌ على س
 الناظم على سطح المرآة عند نقطة الورود.

نهدف في الدراسة اللاحقة إلى تعيين الزاوية الموجّهة بين الشعاع الوارد والشعاع المنعكس عن مرآة غير 
 مستوية مكوّنة من سطحين مستويين عاكسين.

نّ تمثيل الظاهرة يجري في يوضّح الشكل المجاور الظاهرة. ن فترض أ
، وقياس الزاوية بين السطحين AOBمستوٍ موجّه. المرآة ممثّلة بالشكل 

)هو  , )OAOB m.  أمّا قياس زاوية الورود فهو( , )IA IS i. 

)ر القائم بالنسبة إلى بالاستفادة من التناظ  )Ix  ّأثبت أن( , ) 2IS IJ i. 
) بالاستفادة من التناظر القائم بالنسبة إلى   )Jy  ّأثبت أن( , ) 2( , )JI JR JO JI. 
) ةبكتاب   , ) ( , ) ( , )JO JI JO OI OI JI ّبيِّّن أن ،( , )JO JI m i. 
)استنتج مما سبق قياساً للزاوية    , )SI JR أيتعلّق هذا القياس بزاوية الورود .i. 
  نسمّي الزاوية( , )SI JR .زاوية الانحراف 

. .a نفترض أنّ وجهَي المرآة متعامدان. ما قيمة زاوية الانحراف في هذه الحالة ؟ 
. .b .د في هذه الحالة وضع الأشعّة الواردة والمنعكسة، ومثِّّل ذلك بالرسم  حدِّ
3أنّ نفترض  

4
mمثِّّل هذه الحالة بالرسم. . ما وضع الأشعّة الواردة والمنعكسة في هذه الحالة ؟ 

  المعادلات المثلّثيّة 
  المعادلةcosx a ،حيث a .عددٌ حقيقي مُعطى 
cosxأثبت أن لا حلَّ للمعادلة   a  في حالة| | 1a. 

 
 

1نفترض أنّ   1a. 
  عيِّّن على الشكل النقطة( , 0)P a والنقطتين ،M وM  من الدائرة المثلّثيّة

 هي النقطة التي تقبل قياساً  M.M)و Mيمكن أن تنطبق النقطتان(. aاللتين فاصلتاهما  
)للزاوية  , )i OM  و 0محصوراً بين. 

 الحل

 1 نشاط

 2 نشاط

 الناظم

 الشعاع المنعكس الشعاع الوارد

 المرآة
 نقطة الورود

O

B

A
m

i

S
R

x y

I
J

0

/2

j

i

M

a

/2M
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  ّأثبت أن( , )i OM. 
 معادلة أثبت حلول الcosx a  2هيx k 2أوx k  معk وk. 

 
 
 حلَّ كلًا من المعادلات الآتية : 

2
cos

2
x  1و

cos
2

x  2وcos 3 0x 2و
cos 3

2
x  1و

cos 4
2

x. 

 
  2المعادلة cos 3 0x  3تكافئ

cos
2

x   5وتكافئ
cos cos

6
x  ولها

5مجموعتان من الحلول : 
2

6
x k  َ5و

2
6

x k   معk  

  1المعادلة
cos 4

2
x  تكافئcos 4 cos

3
x  :ولها مجموعتان من الحلول ، الأولى

4 2
3

x k  :1ومنه

12 2
x k  4، والثانية 2

3
x k  :ومنه

1

12 2
x k   معk  

 
 

  المعادلةsinx b ،حيث b .عددٌ حقيقي مُعطى 
|باتّباع أسلوب مماثل للحالة السابقة، أثبت أن ليس لهذه المعادلة حلول في حالة   | 1b وأنّه في .
ن مجموعة الحلول من الأعداد ال 2xحالة المعاكسة، تتكوَّ k  2أوx k حيث 

k وk هو عددٌ  محصور بين  ، والعدد
2

و 
2

sinويُحقّق   b. 

 
 

 :كلًا من المعادلات الآتية حلّ  
3

sin
2

x  1و
sin

2
x 2وsin 2 0x 1و

sin 3
2

x  3و
sin 4

2
x. 

 : يأتييمكن تلخيص نتائج الدراسة السابقة كما الخلاصة: 
  تُكافئ المعادلةُ في ،cos cosx  يأتيما : 

2x k   2أوx k حيث k وk. 
  تُكافئ المعادلةُ في ،sin sinx  يأتيما: 

 الحل

 الحل

 الحل

M

M

O

M

O

M
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2x k   2أوx k حيث k وk. 

 
 

 .أعدادٌ حقيقيّة لها الجيب نفسه، أو جيب التمام نفسه 
 : الآتيتينالدائرة المثلّثيّة أثبت تكافؤ الخاصّتين  بالاستفادة من 

cosجيب التمام نفسه :  yو xللعددين الحقيقيين »  cosx y» 
«2x y k   معk2، أوx y k  معk» 

 :الآتيتينأثبت كذلك تكافؤ الخاصّتين  
sinالجيب نفسه :  yو xللعددين الحقيقيين  » sinx y» 
«2x y k   معk2، أوx y k  معk» 

حلَّ كلًا من المعادلتين  :تطبيق 
4

sin2 sinx x و
6 3

cos 3 cosx x. 

 
sinالمعادلة :  2 sin(x )

4
x  تقبل مجموعتين من الحلول 

2الأولى : توافق  2
4

x x k  :2ومنه
4

x k   معk  

2الثانية : توافق  2
4

x x k  : 3ومنه
3 2

4
x  : 2ومنه

4 3
x k   مع

k 
 

  معادلات من الصيغة( ( )) ( ( ))sin cosv x u x. 
nosبوجه عام، لحل معادلة من الصيغة  ic su v نُرجع هذه المعادلة إلى معادلة من الصيغة ،

cos cosu V  بأن نكتب
2

sin cosv v أو نُرجعها إلى معادلة من الصيغة ،
sin sinU v  بكتابة

2
cos sinu u. 

حلَّ كلًا من المعادلتين الآتيتين 
4

cos sin3x x.  و
6 3

sin 2 cosx x. 

 
  : المعادلةsin(2 ) cos(x )

6 3
x  : تكافئcos( 2 x ) cos(x )

2 6 3
  

)cosوتكافئ  2 ) cos( )
3 3

x x  :ولهذه المعادلة مجموعتان من الحلول 

 الحل

 الحل

 الحل
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2الأولى:  2
3 3

x x k   : 3ومنه 2x k  2أي

3

k
x  أو

1
2

3
x k  1حيثk k. 

2الثانية توافق:   2
3 3

x x k  2ومنه
2

3
x k  أي

2
2

3
x k  1أو

2
2

3
x k  1حيثk k. 

 

 تمرينات ومسائل   

 ABCDEF الأساسي للزوايا الموجّهة مرسوم في مستوٍ موجّه. عيِّّن القياس  مسدّس منتظم
 :الآتية

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

OAOB AB AO AB AF

AE AF AB DE OAOE

AB DC AB CD BC BF

 

 

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )
6

( , ) ( , ) (

2

3 3 3

2

3
,

2

2

3

)
3

OAOB AB AO AB AF

AE AF AB DE OAOE

AB DC AB CD BC BF

 

ور المرسوم  مّل الشكل المجا م تأ مستوٍ  لقياس في  عيِّّن ا ثُمّ  عليه،  لمبيّنة  ت ا وجّه، والمعطيا
 الأساسي للزوايا الموجّهة الآتية 

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

OAOC OAOD CB OC

OB DO BA DB DC BC
 

 

 الحل

 الحل

2

1

A

BC

D

E F

O

A
B

C
D

O
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2 2
 

3 3
7 5

  ( , )

( , ) ( ,

( , )
3 4 12 6

5
   

)

( , ) ( , )

( ,
2 3 6 2 1

) ( , )
2

O

OAOD CB OC

DC BC OAOC

OB DO BA D

AOB OB OC

B
12

 

مثلّث  EHAمثلّث متساوي الأضلاع، و  ABCفي مستوٍ موجّه، في الشكل المجاور المرسوم 
 . عيِّّن القياس الأساسي للزوايا الآتية :Hمتساوي الساقين وقائم الزاوية في 

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

AH EB BACB AB AC

AC AE EACH EA EC
 

 
( , ) ( , ) ( , )

( , ) (

2
 

2 3

, )
2

)

3

1 4
( ,

4

AH EB BACB AB AC

AC AE EACH EA EC
 

س الزاوية الموجّهة  نعطي   )قيا , )u v : لآتية 3). أوجد قياساً للزوايا ا , 2 )u v و( 2 , )v u 
5)و ,4 )v u و( 5 , 6 )u v. 

 

,u v ومنه :
3 , 2 , 2 , , 5 , 4 , 5 , 6u v v u v u u v 

 
)متساوي الأضلاع فيه  AOI نتأمّل مثلثاً    , )

3
AO AI . وكذلك

متساويا الساقين وقائمان، ونفترض أنّهما  IBAو OIJن يالمثلّثنتأّمّل 
)فيهما و  , ) ( , )

2
OI OJ IB IA. 

) علّل صحّة المساواة  , ) ( , ) ( , ) ( , )AJ AB AJ AO AO AI AI AB. 
 .IABو OAIو JAOاحسب قياس كلٍّ من الزوايا الهندسيّة  

 الحل

 الحل

5

4

3

A

O

J

B

I

A

BCE H
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)استنتج قياساً لكلٍّ من   , )AJ AO  و( , )AO AI و( , )AI AB. 
)ياساً للزاوية استنتج ق  , )AJ AB ماذا تقول بشأن النقاط .A وB وJ؟ 

 
                      , , ,AJ AO AO AI AI AB 

,حسب علاقة شال         ,AJ AI AI AB 
AJ,وحسب شال من جديد                  AB 

وبما أن :  Oمثلث متساوي الساقين رأسه  AOJلدينا 
2 3 6

JOA 

 فإن
5

56 6
2 2 12

JAO OAJ 

مثلث متساوي الأضلاع فإن :  IAOوبما أن 
3

OAI  

ومتساوي الساقين فإن :  Iقائم في  AIBبما أن المثلث 
4

IAB 

 5
, , , , ,

12 3 4
AJ AO AO AI AI AB 

 , , , ,

5 5 4 3

12 3 4 12

AJ AB AJ AO AO AI AI AB 

,إذاً : النقط   ,A B J . على استقامة واحدة 
 

    لنتعلّم البحث معا  

  الزوايا الموجهّة والتوازي 
 ABFGنتأمّل في المستوي الموجّه، الشكلَ المجاور، الذي فيه 

)متوازي أضلاع، و , )
6

AB AG والمثلّث ،AGH  متساوي

)يُحقّق و ، الأضلاع , )
3

AG AH ًوأخيرا ،CDEF زي متوا

)أضلاع ويُحقَّق  , )
2

FG FC. المستقيمين  توازي  ثبتأ
( )AH و( )DE. 

 

 الحل

 الحل

6

A

B

C
D

F
EG

H

6
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مثلث متساوي الأضلاع فإن:  AHGبما أن
3

HAG AHG HGA 

نجد أن:  ABFGضلاع ومن متوازي الأ
6

BAG BFG : 5، كما أن

6
ABF AGF  

,: للدينا حسب علاقة شا , , ,AH DE AH AG AG AB AB DE 
ABولكن: GF  َوDE CF   :وبالتالي فإن

, , , ,
2

AB DE GF CF GF CF FG FC 
,وبالتالي فإن:  , , ,

0
3 6 2

AH DE AH AG AG AB GF FC 

DE,وبالتالي :  AH  مرتبطان خطياً وبالتالي/ /AH DE 
 

  قطع مستقيمة متساوية الطول ومتعامدة 

 OABن وقائمين نتأمّل في المستوي الموجّه، مثلثين متساويي الساقي
) فيهما OABو , ) ( , )

2
OAOB OA OB .من جهة أولى أنّ  أثبت 

AA BB المستقيمين  أثبت من جهة ثانية تعامد، و( )BB و( )AA. 
 

 
نلاحظ من الشكل أنّ 

,
2

O
A B   كذلك

,
2

O
A B  إذاً صورة القطعة المستقيمة

AA  وفق دوران مركزه   O   وزاويته
2

وبما أنّ زاوية الدوران  BB هي القطعة المستقيمة 
'قائمة فإنّ  'AA BB  و المستقيمين ،BB  وAA .متعامدين 

 
 

  حساب الإحداثياّت 

( ; , )O i j   و لَم متجانس مباشر.مَعA  نقطة إحداثياتها القطبيّة
3

2; .
مربّع فيه  OABCو

2
( , )OC OA. دون  قيم الدقيقةال يُطلب حساب(

 الحل

8

7

A

B

O

A

B

A

B

O

C

i
j
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تقريب( لكلٍّ من 
12

cos و
12

sin . لتحقيق ذلك احسب الإحداثيات الديكارتية للنقطةC ،
OB واستفد من المساواة OA OC الإحداثيات الديكارتية ثُمّ القطبية للنقطة  لحسابB. 

 
( , ) , 2,

2 3
OC OA A لنوجد أولًا الإحداثيات القطبية للنقطةC :حيث لدينا ،r OC وبما

2OCمربع فإن: OABCأن: OA :2ومنهr OC :وحسب علاقة شال نجد أن 
( , ) ( , ) ( , )

3 2 6
i OC i OA OAOC :ً2،  إذا,

6
C 

 : Cأصبح بمقدورنا الآن حساب الإحداثيات الديكارتية للنقطة
3

cos 2cos 2cos 2. 3
6 6 2

1
sin 2 sin 2 sin 2. 1

6 6 2

C

C

x r

y r

 

)وبالتالي فإن:  3, 1)C 
 :Aولنوجد الآن الإحداثيات الديكارتية للنقطة

1
cos 2cos 2. 1

3 2

3
sin 2 sin 2. 3

3 2

A

A

x r

y r
 

,1)وبالتالي:  3)A 
 وذلك بالاستفادة من العلاقة الشعاعية: Bثيات الديكارتية للنقطةاأصبح بإمكاننا الآن حساب الإحد

 
(x , ) (1, 3) ( 3 1)

(x , ) (1 3, 3 1)
B B

B B

OB OA OC

y

y

 

xوبالتالي: 3 1, 3 1B By  :أو( 3 1, 3 1)B 
فنجد:  Bلنوجد الآن الإحداثيات القطبية للنقطة

2 2 2 2( 3 1) ( 3 1) 3 2 3 1 3 2 3 1 8 2 2B Br x y

( , ) ( , ) ( , )i OB i OC OC OB 
)قطر فيه، فإن:  OBمربع و OABCوبماأن , )

4
OC OB 

وبالتالي فإن:
6 4 12

2إذاً:   2,
12

B 

cosونحن نعلم أن: Bx

r
3ومنه:   1 6 2

cos
12 2 4

 

 الحل
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sinكما نعلم أن: By

r
3ومنه:   1 6 2

sin
12 42 2

 
 

  الإحداثياّت القطبيّة والمثلثّات  

( ; , )O i j .لَم متجانس مباشر ن  مَع  2وزاويته  Oالذي مركزه  الدورا

3
التي  Aينقل النقطة  

;1)إحداثياتها القطبيّة   . Cإلى  B، وينقل النقطة Bإلى  (
0OAأنّ  أثبت  OB OC.  
 أنّ  جاستنت 

2 4
cos cos cos 0

3 3
2 4

sin sin sin 0
3 3

 

 
 (1, )A  R  دوران مركزه( )O   2وزاويته

3
   

2لدينا:  2 2
, , , , ,

3 3 3
OA OB OB OC OC OA  

,وبالتالي وبما أن المثلثات:  ,COA BOC AOB  متساوي الساقين راسهاO   : فإن 

6
BAO ABO OBC OCB OAC OCA 

 : وبالتالي فإنَّ
3

BAC ACB ABC  
)أن متساوي الأضلاع وبما  ABCفالمثلث  )O  ًهي مركز الدائرة المارة برؤوسه فهي مركز ثقله أيضا

0OAو بالتالي :  OB OC   حيث(O   هي مركز الأبعاد للنقط المثقلة(A,1)  و(B, و  (1
(C,1)  ) 

cos sin

2 2
cos( ) sin( )

3 3
4 4

cos( ) sin( )
3 3

A A

B B

c c

OA x i y j r i r j

OB x i y j r i r j

OC x i y j r i r j

 

0OAولكن:  OB OC  

ومنه: 
2 2

r cos sin cos( ) sin( )
3 3

4 4
cos( ) sin( ) 0

3 3

i r j r i r j

r i r j
  

 الحل

9
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 نجد:  0rوبالتقسيم على
2 4 4

cos cos( ) cos( ) sin sin sin( ) 0
3 3 3 3

i j 

 ومنه: 
2 4

cos cos cos 0
3 3
2 4

sin sin sin 0
3 3

 

 
 

  حساب مجاميع  
 لنتأمّل المجموعين الآتيين

3 5 7
cos cos cos cos

8 8 8 8
3 5 7

sin sin sin sin
8 8 8 8

U

V
 

 .Vو Uالقيم الدقيقة للعددين  احسب

 
4 4 8

U cos cos cos cos
8 8 8 8 8 8 8

cos cos cos cos
8 2 8 2 8 8

cos sin sin cos 0
8 8 8 8

 

 شابه.بأسلوب م Vويحسب 
  تعيين النقاط على الدائرة. 

( ; , )O i j .لَم متجانس مباشر  ط من انق Nو M، وOالدائرة المثلّثيّة التي مركزها   مَع 
;1) من الشكل إحداثياتها القطبيّة )x . 

2التي تُحقِّق  Mالنقاط  نعيّ  
4 2

3
x k والنقاط ،N  2التي تُحقِّق

4 2
3

x k . 

استنتج الحلول المنتمية إلى المجال  
2
,I  1للمعادلة

cos(4 )
2

x. 

 

 الحل

 الحل
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;1)نقطة  عننبحث   )M x  لمثلثية ا ئرة  ا لد ا : من  2 تحقق
4 2

3
x k لي لتا با و  ،

2
4 2

3
x k :وبالتالي نلاحظ مايلي ، 

نحصل على  0kمن أجل 
6

x  1)0والنقطة الموافقة هي, )
6

M 

2نحصل على  1kمن أجل 

3
x  1والنقطة الموافقة هي

2
(1, )

3
M 

7نحصل على  2kمن أجل 

6
x  2والنقطة الموافقة هي

7
(1, )

6
M 

5نحصل على  3kمن أجل 

3
x  3والنقطة الموافقة هي

5
(1, )

3
M 

2نحصل على  4kمن أجل 
6

x  1)4والنقطة الموافقة هي, 2 )
6

M 0 تنطبق علىM 

1وبما أن الفرق بين .2
6 4

k
x  َ2و

4
.2

6 4

k
x فإن: 2هو 

 منطبقة على بعضها  4nMو و 8Mو 4Mو 0Mالنقاط    
4و و 9Mو 5Mو 1Mو النقاط  1nM  منطبقة على بعضها 
4و و 10Mو 6Mو 2Mو النقاط  2nM  منطبقة على بعضها 
4و و 11Mو 7Mو 3Mو النقاط  3nM  منطبقة على بعضها 

;1)وبالتالي فإنه يوجد فقط أربع نقاط من تكون إحداثياتها القطبية  )x  : 2تحقق العلاقة
4 2

3
x k 

ط  ;1)تكون إحداثياتها القطبية  من 3Nو 2Nو 1Nو 0Nوبشكل مماثل نجد أنه توجد أربع نقا )x 
2تحقق العلاقة : 

4 2
3

x k:وهي ، 

0 1,
6

N 1و 1,
3

N 2و
5

1,
6

N 3و
4

1,
3

N 

 1
cos 4

2
x  ُ1كافئت

cos
2

X 4حيثX x 2فهي تكافئ
cos cos

3
X  وبالتالي فهي

2تكافئ 
2

3
X kحيث ، k. 

2أو: 
2

3
X k حيث ،k  2وبالتالي فهي تكافئ

4 2
3

x k 

2أو
4 2

3
x k  حيثk 

 xالنقاط الثمان السابقة . وعلينا تحديدالتي تعيّن على الدائرة xلوبة هي الأعداد المط xإذن الأعداد
التي تنتمي إلى 

2
,I  والنقاط التي تنتمي إلى القوس الموافق للمجال

2
,I:هي 
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0M 1وM 8وM 0وN 1وN 3وN  1فقط. وبالتالي فإن حلول المعادلة
cos 4

2
x لمجال في اI 

2هي:  5 5
, , 2 , , ,

6 3 3 3 6 3 6
S 

 

  متراجحات مثلثّيّة. 
1 نتأمّل ثلاثة مجالات ,I 2و 2 2

,I 3و 0,2I . ِّفي كلِّّ واحدٍ من  ،د  ج
 التي تحقِّق المتراجحة xت، الأعداد الحقيقيّة هذه المجالا

1 2
sin

2 2
x 

 
1لحل المتراجحة  2

sin
2 2

x 1في المجال ,I فإننا نستفيد من التمثيل البياني ،
xللتابع  sinx  1في المجالI. 

 
 
 
 
 

5 3
, , ,

6 6 4 4
x 

 وبقية المجالات بطريقة مماثلة.
 
 

   قُدُما  ا لى الأمام 

2إن حلول المتراجحة 
sin

2
x 1في المجالIاني للتابع هي فواصل نقاط المنحني البيsin  والتي

2الذي معادلته dتراتيبها تقع على أو تحت المستقيم 

2
y. 

1أما حلول المتراجحة 
sin

2
x 1في المجالIاني للتابع هي فواصل نقاط المنحني البيsin  والتي

1الذي معادلته dتراتيبها تقع على أو فوق المستقيم 

2
y. 

 الحل
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 sinتابع هي فواصل نقاط المنحني البياني لل1Iالمطلوبة في المجالوبالتالي فإن أما حلول المتراجحة 
تقعان على  sinأو محصورة بينهما، نلاحظ أن لدينا نقطتان من منحني التابع  dأو dوالواقعة على

5 وهما :dالمستقيم  1
,

6 2
A 1و

,
6 2

B  ، و لدينا نقطتان من منحني التابعsin  تقعان

2 وهما : dعلى المستقيم 
,

2 2
C 3و 2

,
4 2

D. 

5 هي :1Iالفي المجوبالتالي فإن مجموعة حلول المتراجحة  3
, , ,

6 6 4 4
S 

 طريقة ثانية:

1لحل المتراجحة  2
sin

2 2
x 1في المجال ,I فإننا نستفيد من الدائرة المثلثية ،

1كل منها المنسوبة لمعلم متجانس ، نحدد على الدائرة المثلثية النقاط التي ترتيب 

2
2أو  

2
فنجد  

5النقاط:  1
,

6 2
A 1و

,
6 2

B  2 و
,

2 2
C 3و 2

,
4 2

D 

)ننطلق من النقطة   , )مثلثية ونتحرّك بالاتجاه المباشر إلى النقطة على الدائرة ال (0 , ونحدّد  (0

1ي تراتيبها تقع في المجالالت Cمن الدائرة  النقاط 2
,

2 2
فنحصل على مجموعة حلول المتراجحة   

5 وهي: 3
, , ,

6 6 4 4
S 

 نحلّ المتراجحة في كلّ من المجالين الباقيين. وبشكل مماثل

    

)مثلّث متساوي الأضلاع فيه  ACDفي مستوٍ موجّه،   , )AC AD 

يساوي 
3

مثلّثان قائمان ومتساويا الساقين يقعان  DEAو ABC، و
 .ACD خارج
 .BCDو BAEاحسب قياس كلٍّ من الزوايا الهندسيّة  
) استنتج قياس الزاويتين  , )BC CD و( , )BE BA. 
)تحقّق أنّ :   , ) ( , ) ( , ) ( , )BE CD BE BA BA BC BC CD. 

13A

C D

B E
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)استنتج توازي المستقيمين   )BE و( )CD. 

 
 5

4 3 4 6
BAE BAC CAD DAE       

7

4 3 12
BCD BCA ACD 

)إن   , ) ( , )BC CD CN CD 
BCتحقق: BC(نقطة من نصف المستقيم  Nحيث  CN  ولدينا

:7 5

12 12
NCD BCD  : 5وبالتالي فإن

( , )
12

BC CD 

5وفيه Aمتساوي الساقين ورأسه BAEومن جهة ثانية فإن المثلث

12
BAE  :وبالتالي

5

6 6
2 2 12

ABE AEB  : وبالتالي فإن ،( , )
12

BE BA 
)حسب شال فإن:   , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , )

BE BA BA BC BC CD

BE BC BC CD

BE BC

 

)وبالتالي فإن :   , ) ( , ) ( , ) ( , )

5
0

12 2 12 2 2

BE BC BE BA BA BC BC CD 

)مرتبطان خطياً ومنه : BCو  BEنستنتج أن المتجهان  ) / /( )CD BE 
 

دوران  ، وIمتوازي أضلاع مركزه  OMNPفي مستوٍ موجّه،  
 ، صور النقاطبالترتيبهي،  Pو Nو M.  وزاويته O مركزه
M وN وP  وفق الدوران. 

]، منتصفَ وفق  I، صورةُ Iا تكون لماذ  ]ON  َومنتصف[ ]MP؟ 
 متوازي أضلاع. OMNPأثبت أنّ  
)أثبت أنّ :   , ) ( , )MN MN OP OP. 
)استنتج قياساً للزاوية   , )MN M N. 

 

 الحل

 الحل
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ة واحدة وعلى منتصف قطعة امبما أن الدوران يحافظ على المسافات وعلى الوقوع على استق 
Aوكانت  ABمنتصف القطعة  I، فإنه إذا كانت مستقيمة B هي صورةAB  وفق دورانR 
Aهي منتصف  Iفإن  Rوفق الدوران  Iهي صورة  Iوكانت  Bأن  ، وعليه وبماI  مركز

PM,منتصف كلًا من قطريه  I، فإن OMNPمتوازي الأضلاع  ON وبما أنO مركز الدورانR 
,هي صورة نفسها و ,M N P هي صور, ,M N P بالترتيب وفق الدورانR فإن،,P M ON  هي

PM,صور ON بالترتيب وفق الدورانRوبالتالي فإن ،I هي منتصف كلًا من,PM ON 
PM,هي منتصف كلًا من Iبما أن  ON فإن الرباعي ،OMNP  متوازي أضلاع لأن قطراه

 متناصفان.
MNمتوازي أضلاع فإن :  OMNPبما أن   OP 

MNمتوازي أضلاع فإن :  OMNPبما أن  OP 
)وبالتالي فإن  , ) ( , )MN MN OP OP 

) لدينا   , )OP OP  : وبالتالي( , )MN MN 
 
 :ييأتأثبت صحّة ما  

)2في حالة   ) 2(sin ) 3sinx f x x x لدينا ( ) ( )f x f x . 
3في حالة   3( ) (sin ) (cos )x f x x x  يكون

2
( )f x f x . 

 
2( ) 2(sin ) 3sinf x x x 

ذا كان  معرف على  fالتابع  ولدينا:  xفإن  xوا 
2

2

( ) 2(sin( )) 3 sin( ) : sin( ) sin

2(sin ) 3 sin ( )

f x x x x x

x x f x

 

3 3( ) (sin ) (cos )f x x x  
ذا كان  معرف على  fالتابع  فإن  xوا 

2
x  :ولدينا

3 3

3 3 3 3

( ) (sin( )) (cos( ))
2 2 2

(cos ) (sin ) (sin ) (cos ) ( )

f x x x

x x x x f x

 

 

sinة احسب الآتيفي كلٍّ من الحالات   x  أوcosx ثّم احسب ،sin
tan

cos

x
x

x
 . 
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 1
sin

4
x ، و, 0

2
x. 

 3
cos

5
x ،  3و

,2
2

x. 

 1
cos

3
x ، و,

2
x. 

 7
sin

4
x ، 5و

2 ,
2

x. 

 
 7

sin
4

x ، 5و
2 ,

2
x. 

5عندما
2 ,

2
x فإنx  في الربع الأول وبالتاليsin 0x  َوcos 0x  :ولدينا

2 2 7 9
cos x 1 sin 1

16 16
x 

3ما: عندئذٍ يكون لدينا حلان أوله
cos

4
x  وهو مقبول 

3وثانيهما:                      
cos

4
x  وهومرفوض 

 

المعادلة  I. حلَّ في (2)ومتراجحة  (1)ومعادلة  Iفي كلٍّ من الحالات الآتية نُعطي مجالًا   
 .(2)والمتراجحة  (1)

(2) (1)

(

: 2 sin 1 0, : 2 sin 1 0, 0,2

3
:2) (1)2 cos 1 0, : 2 cos 1 0, ,

2 2

: 2 sin 3 0, : 2 sin 3 0,2) ( ,( 1)

x x I

x x I

x x I

 

 
0,2I   

2sinلمعادلة ا 1 0x :1 تكافئ
sin

2
x :وتكافئ sin sin

6
x  ولهذه المعادلة

 مجموعتان من الحلول:
2 المجموعة الأولى:

6
x k  وعناصر هذه المجموعة الواقعة في المجالI :11 هي

6
x 

 فقط

 الحل
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2 المجموعة الثانية:
6

x k  :7وتكافئ
2

6
x k  وعناصر هذه المجموعة،

7 هي: Iالواقعة في المجال 

6
x فقط 

7 هما: Iإذاً للمعادلة السابقة حلان في

6
x  َ11و

6
x  2، والمتراجحةsin 1 0x :تكافئ 

1
sin

2
x 

1لدينا نقطتان من الدائرة المثلثية ترتيب كل منهما 

2
تقع في الربع الثالث وتقابل  A، الأولى 

7العدد

6 6
x  والثانية 0,2من المجالB  تقع في الربع الرابع وتقابل

11العدد
2

6 6
x  1حلول المتراجحة  . وبالتالي 0,2من المجال

sin
2

x  في المجال

1التي تراتيبها أصغر تماماً من المثلثية نقاط الدائرة ل الأعداد المقابلة هي0,2

2
) أي الأعداد ، 

1المقابلة لنقاط الدائرة المثلثية الواقعة تحت المستقيم 

2
y  ) : 7فهذه الحلول هي 11

,
6 6

S 

المعادلة  I. حلَّ في (2)ومتراجحة  (1)ومعادلة  Iفي كلٍّ من الحالات الآتية نُعطي مجالًا  
 .(2)والمتراجحة  (1)

(2) (1)

(

: 2 sin 1, : 2 sin 1, 0,2
4 4

:2) 2 cos 1, : 2 cos 1, ,
3

(1)
3

x x I

x x I
 

 
 0,2I 

2sinالمعادلة  1
4

x  :1تكافئ
sin

4 2
x  :وتكافئsin sin

4 6
x  ولهذه

 المعادلة مجموعتان من الحلول:
2المجموعة الأولى توافق 

4 6
x k  معk  2ومنه

12
x k  

2المجموعة الثانية توافق
4 6

x k  معk  7ومنه
2

12
x k 

23هي:  Iفي المجال  وبالتالي فإن مجموعة حلول هذه المعادلة 7
,

12 12
  

 الحل
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2sinأما بالنسبة للمتراجحة  1
4

x  1فهي تكافئ
sin

4 2
xولحلّها سنفترض ، 

4
X x  1فتؤول المتراجحة إلى

sin
2

X0,2، وعندماx  9فإن
,

4 4 4
X x  

1وبالتالي فإننا نبحث عن حلول المتراجحة 
sin

2
X  9في المجال

,
4 4

J لذلك سنستفيد من ،

 .Jفي المجال  sinرسم خط الدالة
 
 
 
 
 

1إن حلول المتراجحة 
sin

2
X  في المجالJ ق المستقيم هي فواصل الخط السابق والتي تراتيبها تقع فو

1

2
yالموازي للمحورXX  ونلاحظ أن لدينا نقطتان من هذا الخط تقعان على المستقيم هما.
5 1

,
6 2

A  َ13و 1
,

6 2
B 5، وبالتالي فإن هذه المتراجحة توافق 13 9

, ,
4 6 6 4

X ومنه 
5 13 9

, ,
4 4 6 6 4

x  7أي أن 23
0, ,2

12 12
x . وهي مجموعة حلول المتراجحة 

 
 
 المعيَّنتين كما يبيِّّن الشكل المجاور: Mو Aنعطي النقطتين  

 ين. تالديكارتي Aي النقطة تإحداثي احسب 
AM بالعلاقة Bنعيِّّن النقطة   OB احسب ،( , )i OB . 
 .Bاثيّات القطبيّة للنقطة احسب الإحد 
 .Mاستنتج الإحداثيّات الديكارتيّة للنقطة  

 
2وبالتالي فإن : 4OAلدينا   2 4A Ax y  :2ومنه 2 16A Ax y  :2، ولكنAx 

24ومنه:  16Ay  :2ومنه 12Ay : 2، ولهذه المعادلة حلان 3, 2 3A Ay y  وبما ،
2ومنه نقبل فقط الحل 0Ayربع الأول فإن في ال Aأن  3Ay  2,2)، وبالتالي 3)A 
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i,قياس الزاوية الهندسية بين الشعاعين   OB  :هي
2 3 6

لي فإن: وبالتا 

( , )
6

i OB 

)وَ  1OBلدينا :   , )
6

i OB  :1وبالتالي فإن,
6

B 

3لدينا:  
cos 1.cos cos

6 6 2
1

sin 1.sin sin
6 6 2

B

B

x r

y r

 

3وبالتالي:  1
,

2 2
B 

AMومن العلاقة : OB  :3، نجد أن 1
( 2, 2 3) ,

2 2M Mx y 

3ومنه: 
2

2Mx  :4،وبالتالي 3

2Mx 

1وأيضاً: 
2 3

2My  :4،وبالتالي 3 1

2My 

4إذاً:  3 4 3 1
M ,

2 2
 

 
)نعطي النقطتين   3,1)A و( 1, 3)B. 

 . Bو Aاحسب الإحداثيات القطبيّة للنقطتين  
)احسب قياساً للزاوية   , )OAOB . 
 .AOBاستنتج طبيعة المثلّث  

 
 

6
(2; )A  2و

3
(2; )B. 

  2
( , ) ( , ) ( , )

6 3 2
OAOB OA i i OB. 

 قائم ومتساوي الساقين. AOBالمثلث  
 
المعادلة  Iحلَّ في  .(2)ومتراجحة  (1)ومعادلة  Iفي كلٍّ من الحالات الآتية نُعطي مجالًا  

 .(2)والمتراجحة  (1)

 الحل
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1 1
: sin 2 , : sin 2 , 0,

4 2 4 2
1 1

: c

(2

os 2 , : cos 2 , 0,2
5 2 5 2

: sin 2 si

) (1)

(2) (1)

(1) n 3 , ,
2

x x I

x x I

x x I

 

 
  0,2I 
1المعادلة  (1)

cos 2
5 2

x  :تكافئcos 2 cos
5 3

x :ولها مجموعتان من الحلول 

2المجموعة الأولى توافق  2
5 3

x k  معk  4ومنه

15
x k  

2المجموعة الثانية توافق 2
5 3

x k  معk  ومنه
15

x k 

4هي:  Iو مجموعة حلول هذه المعادلة في المجال  19 14
, ,

15 15 15
  

1أما المتراجحة  (2)
cos 2

5 2
x  1فهي تكافئ

cos
2

X 2، مع
5

X x  ،

19فإن  0,2xوعندما
,

5 5
X  1وبالتالي علينا إيجاد حلول المتراجحة

cos
2

X  في

19 المجال
,

5 5
X،ومن أجل ذلك نستفيد من التمثيل البياني للدالةcos 19في المجال

,
5 5

. 

مجموعة حلول المتراجحة هي فواصل النقاط من هذا الخط البياني والتي تقع على أو فوق المستقيم 
1

2
yلموازي للمحوراXX.  

,وبالتالي فإن المتراجحة توافق 
5 3

X  4والموافقة لقيم
0,

15
x 

5 و  7
,

3 3
X  14والموافقة لقيم 19

,
15 15

x 

11 و  19
,

3 5
X 29ة لقيم والموافق

,2
15

x 

 وهكذا نجد أن مجموعة حلول المتراجحة هي
4 14 19 29

0, , ,2
15 15 15 15 

 الحل

1
2

 

1 

1 

3
  5

3
 7

3
 11

3
 19

5
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 .(1)المعادلة  I. حلَّ في(1)ومعادلة  Iفي كلٍّ من الحالات الآتية نُعطي مجالًا  

: sin 2 cos , ,
6 4

: sin cos , 0,
4 2

: sin 3 co

(1)

(1)

(1 s , ,) 2

x x I

x x I

x x I

 

 
,I ،sin 2 cos

6 4
x x 

sinالمعادلة  2 cos
6 4

x x  :2تكافئ
cos 2 cos

3 4
x x ولها مجموعتان من

 الحلول:
2المجموعة الأولى توافق 

2 2
3 4

x x k   5ومنه 2

36 3
x k  1أو

5 2

36 3
x k 

1kحيث  k 
2المجموعة الثانية توافق

2 2
3 4

x x k   11ومنه
2

12
x k  1أو

11
2

12
x k 

1kحيث  k 
5هي:  ,و مجموعة حلول هذه المعادلة في المجال  29 19 11

, , ,
36 36 36 12

  

 المعادلات الآتية. حلَّ في 

cos 3 cos cos2 cos
6 3 4

sin sin 3 sin2 sin
6 3 4

sin sin sin2 cos
6 3 3

x x x x

x x x x

x
x x x

 

 
sin2 cos

3
x x 

sin2المعادلة  cos
3

x x  :تكافئcos 2 cos
2 4

x x ولهذه المعادلة عدد لا نهائي

 من الحلول حيث أنه لدينا مجموعتان من الحلول:

 الحل

 الحل

23

22
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1  

1  

19
6

  

1
2

  

17
6

  
7
6

  5
6

  

3
  

2
3

    4
3

  5
3

  2  7
3

  8
3

  3  10
3

  11
3

  

2ة الأولى توافق المجموع 2
2 3

x x k  معk  1ومنه
2

18 3
x k  حيث

1k k 
2المجموعة الثانية توافق 2

2 3
x x k  معk  1ومنه

5
2

6
x k حيث 

1k k 
 

 المتراجحات الآتية. 0,2 حلَّ في 
2 1

cos 2 cos 2
3 2 5 2

3 1 3
sin cos 2

3 4 2 2 3 2

1 3 1
sin 3 cos 2

2 2 3 2

x x

x
x

x x

 

 
3 1

cos 2
2 3 2

x 

2لنضع 
3

X x  عندما ن 0,2xفنجد أنه  11 فإ
,

3 3
X  جحة وتؤول المترا

3إلى الشكل  1
cos

2 2
X  11مع

,
3 3

X ني لبيا الخط ا من  نستفيد  ولحلها   ،

11في المجال  cosللدالة 
,

3 3
 

 
 
 
 
 
1المعادلة 

cos
2

X  :2تكافئ
cos cos

3
X  هي ولها مجموعتان من الحلول في 

2
2

3
X k  5و

2
6

X k  11وبالتالي فإن حلولها في المجال
,

3 3
 هي:  

 الحل

25
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2 4 8 10
, , ,

3 3 3 3
1، وبالتالي توجد أربع نقاط من الخط البياني السابق يكون ترتيب كل منها  

2
 

2وهي  1
,

3 2
A  َ4و 1

,
3 2

B  َ8و 1
,

3 2
C  َ10و 1

,
3 2

D 

3و المعادلة 
cos

2
X  :5تكافئ

cos cos
6

X ولها مجموعتان من الحلول هي 
5

2
6

X k  2و
2

3
X k   معk  وبالتالي فإن مجموعة حلولها في المجال

11
,

3 3
5هي:   7 17 19

, , ,
6 6 6 6

، وبالتالي توجد أربع نقاط من الخط البياني السابق يكون 

3ترتيب كل منها 

2
1وهي  

5 3
,

6 2
A  َ1و

7 3
,

6 2
B  َ1و

17 3
,

6 2
C 

1وَ 
19 3

,
6 2

D 

3المتراجحة  وحلول 1
cos

2 2
X  هي فواصل نقاط الخط البياني السابق والتي ترتيبها في

3المجال  1
,

2 2
أي أنها فواصل نقاط الخط البياني السابق والواقعة بين المستقيمين الأفقيين  

1

2
y  َ3و

2
y  :أو تقع على إحداهما .فحلولها هي 

 
2 5 7 4 8 17 19 10

, , , ,
3 6 6 3 3 6 6 3

X 

2ومنه  5 7 4 8 17 19 10
2 , , , ,

3 3 6 6 3 3 6 6 3
x 

7وبالتالي  4 5 3 19 7 11
, , , ,

2 12 3 6 2 12 4 6
x . وهي مجموعة حلول المتراجحة 
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الهدف العام: توظيف الجداء السلمي في أثبات التعامد وحساب الأطوال وتعيين المحلات 
 الهندسية

 

دمة
لمق

ا
 

التنويه إلى مفهوم جديد هو الجداء السلمي لإثبات علاقات  الهدف 
  وتعميمها. رياضية

 المدرسدور 

 ودور الطالب

وضع الطالب أمام مشكلة وهي عدم القدرة على برهان العلاقة 
 في حالة متوازي الأضلاع حسب فيثاغورث

  الإجابة عن الأسئلة.قراءة المقدمة و * 

 آلية التنفيذ

 د 7

 * يقرأ الطالب المقدمة.

 * يرسم المدرس الشكلين:

  

 

       

 * يطرح المدرس أسئلة.

) مجموع مربعي القطرين يساوي  أثبت صحة العلاقة -   
 في المستطيل.  مجموع مربعات الأضلاع الأربعة (. 

 يبرهن الطالب حسب فيثاغورث. -   

 هل يمكن تطبيق فيثاغورث في حالة متوازي الأضلاع. -   

* تواجه الطالب مشكلة عند متوازي الأضلاع. ينوه المدرس 
الجداء السلمي يساعد في إثبات  إلى وجود مفهوم جديد هو

  صحة العلاقة والعلاقات المشابهة لها.
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طة
 نش

لاقة
انط

 

 الهدف 
 * تحديد أنّ الجداء السلمي هي عملية تطبق على الأشعة.

 * مقاربة مفهوم الجداء السلمي بمفهوم فيزيائي )العمل(.

 دور المدرس

 ودور الطالب

الجداء السلمي كعملية استثمار قانون العمل لتقريب مفهوم 
 تطبق على الأشعة.

  الإجابة عن الأسئلة.

 آلية التنفيذ

 د8

* يضع المدرس العلاقة المعبرة عن قانون العمل ويطلب من 
 الطلبة تطبيق قانون العمل بالحالتين.

 مناقشة تطبيق قانون العمل في حالتينملاحظة: 

مي
لسل

ء ا
جدا

ت ال
بارا
 وع

يف
عر
ت

 

 تعرّف الجداء السلمي. الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب

 موجه وميسّر 

 إثبات صحة العبارات الأخرى للجداء السلمي

 آلية التنفيذ

 د15

 * يشرح المدرس تعريف الجداء السلمي كما ورد في الكتاب.
* يبرهن الطلبة العبارات الأخرى للجداء السلمي بالاعتماد 

 على التعريف الأول وبتوجيه من المدرس. 

 ملاحظة: العبارة

22
2

yxu  صحيحة فقط في معلم متجانس 

فهم
اً لل

ريس
تك

 

تقويمي لقياس مدى قدرة الطالب على توظيف عبارات الجداء  الهدف 
 السلمي في حل المشكلات.

 دور المدرس

 ودور الطالب

 توجيه الطلبة إلى استعمال العبارة الملاءمة

 الإجابة عن الأسئلة.
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 آلية التنفيذ

 د15

  . لماذا توجد تعاريف عدة للجداء السلمي؟ 1 يسأل المدرس:* 

  .78يناقش المدرس مثال صفحة * 

حة 
صف

رب 
تد

79 

 ت.المشكلاتوظيف في حل تقويمي لقياس قدرة الطالب على  الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب

 تغذية راجعة

 حل تمارين تدرب

 آلية التنفيذ
 حصة

يطلب المدرس من الطلاب حل تمارين تدرب كواجب منزلي 
 ويناقش  الحلول في الحصة التالية.

 يمكن  اختيار الأرقام الفردية أو الزوجية. * في السؤال 

 .تحل بالكامل و   و  * تمارين 

 
عد

وقوا
ئم 

القا
ط 

سقا
الإ

 
اب

حس
ال

 

تمكين الطالب من تبسيط العبارات الشعاعية )اختزال العبارات  الهدف 
 الشعاعية(

 دور المدرس

 ودور الطالب

 لعملية إثبات المبرهنات موجه و ميسر

 إثبات المبرهنات

 آلية التنفيذ

 د20

 : يسأل المدرس: ماذا يعني الإسقاط القائم؟* في المبرهنة

ثبات المبرهنة.   ويوجه الطلبة إلى تحليل النص وا 

 بتوجيه من المدرس.  * يثبت الطلبة المبرهنة

  .81* يناقش المدرس النتائج ومثال صفحة 

فهم
اً لل

ريس
تك

 

تقويمي لقياس مدى قدرة الطالب على معرفة فوائد الإسقاط  الهدف 
 القائم وقواعد الحساب.

 دور المدرس

 ودور الطالب
 الإجابة عن أسئلة المدرس., تغذية راجعةأسئلة ,طرح 
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 آلية التنفيذ

 د10

يسأل المدرس أسئلة تكريساً للفهم ويجيب الطالب بناءً على * 
  ما تم اكتسابه:

AB. لماذا نستعمل المساواة 1 CD AB C D    ؟ 

 يوضح المدرس الإجابة. -   

 .  81يناقش المدرس مثال صفحة  -   

 الفائدة من هذه القواعد للحساب؟ . ما2

  يوضح المدرس فوائد قواعد الحساب. -   

 . 82يناقش مثال صفحة  -   

رب
تد

 
ص

82 

د توظيف الإسقاط القائم وقواعتقويمي لقياس قدرة الطالب على  الهدف 
 الحساب في حل المشكلات.

 دور المدرس

 ودور الطالب

 تغذية راجعة

 حل تمارين تدرب

 التنفيذآلية 

 د15

وما  و  يطلب المدرس من الطلاب حل تمارين تدرب  
تبقى من التمارين تعطى كواجب منزلي ويناقش الحلول في 

 الحصة التالية. 
 

ات
بيق

تط
 

 دراسة بعض تطبيقات الجداء السلمي. الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب

ثبات طرح الأسئلة,  توجيه الطلاب إلى استنتاج النتائج وا 
 تغذية راجعة.,  المبرهنة

  إثبات المبرهنة.الإجابة عن الأسئلة, استنتاج النتائج, 
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 آلية التنفيذ

 د45

 * يسأل المدرس: 

 هل يمكن تطبيق المتطابقات التربيعية على الأشعة؟ -

سلمية  * يوجه المدرس الطلبة إلى استنتاج عبارات جداءات
ملفتة بالاعتماد على أن مربع شعاع يساوي مربع النظيم وقواعد 

 حساب الجداء السلمي. 

 * يسأل المدرس: كيف نستفيد من الجداءات السلمية الملفتة؟

  84ويناقش متطابقة متوازي الأضلاع في تكريساً للفهم صفحة 
 ويوضح أنها هذه العلاقة هي العلاقة التي عرضت في المقدمة.

 . 2عرض المدرس تعريف * ي

 والنتيجة.  5* يناقش المدرس المبرهنة 

 * يسأل المدرس: كيف نستفيد من الجداء السلمي لإثبات تعامد؟

  .85ويناقش مثال تكريساً للفهم صفحة 

رب
تد

 
حة 

صف
86 

توظيف دراسة تطبيقات تقويمي لقياس قدرة الطالب على   الهدف 
 الجداء السلمي في حل المشكلات.

 دور المدرس

 ودور الطالب

 تغذية راجعة

 حل تمارين تدرب

 آلية التنفيذ

 حصة

يطلب المدرس من الطلاب حل تمارين تدرب ضمن الحصة 
الدرسية وما تبقى من التمارين تُعطى كواجب منزلي يتم 

  مناقشة حلولها في الحصة التالية.

ش
الأن  طة

قياس مدى قدرة الطالب على توظيف الجداء  : 1نشاط الهدف 
 السلمي في حساب قياسات الزوايا.



6 
 

قياس مدى قدرة الطالب على استخدام الجداء  :2نشاط 
السلمي لقياس المسافات واستنتاج علاقات خاصة بالمثلث 

 القائم.

قياس مدى قدرة الطالب على توظيف الجداء  :3نشاط 
 السلمي في إيجاد المحلات الهندسية.

قياس مدى قدرة الطالب على توظيف الجداء  :4نشاط 
 السلمي في إيجاد المحل الهندسي وربطها بمفهوم التابع.

 دور المدرس

 ودور الطالب
 حل الأنشطةميسر وموجه, تغذية راجعة ,

 آلية التنفيذ
 ث حصصثلا

يناقش المدرس كل نشاط ويطلب من الطلبة حله, ويناقشهم 
  بالحل.

ت 
رينا

تم
ائل

مس
و

 
تقويمي لقياس مدى قدرة الطالب على توظيف الجداء السلمي  الهدف 

 في حل المشكلات.

 دور المدرس

 ودور الطالب

 تغذية راجعة

 حل التمرينات والمسائل.

ثلاث  يطلب المدرس من الطلاب حل تمرينات ومسائل. آلية التنفيذ
 حصص مع لنتعلم البحث معاً 

معاً 
ث 

لبح
م ا

تعل
لن

 

 تزويد الطالب بمنهجية التفكير الاستقصائي  الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب
 حل المشكلاتميسر وموجه, تغذية راجعة ,

 يناقش المدرس* يعرض المدرس مسائل لنتعلم البحث معاً *  آلية التنفيذ
 والطلبة الحل وفق الآلية المعروضة في الكتاب.
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  صوغ الحل وكتابته بلغة سليمة. * 

ماً 
قد

لأم
ى ا

إل
 ام

 تعزيز مهارات حل المسائل والتفكير الناقد  الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب

 تغذية راجعة

 حل مسائل وتمارين قدماً إلى الأمام.

 آلية التنفيذ
 ثلاث حصص

يطلب المدرس من الطلاب حل تمارين ومسائل قدماً إلى 
  الأمام  
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 جدول تصنيف المسائل حسب الهدف

 رقم المسألة الهدف

    6 3 2 1 رقم المسألة تطبيق مباشر –حساب الجداء السلمي 
    92 92 92 92 الصفحة

توظيف قواعد الحساب الشعاعي في 
 حساب الجداء السلمي

   11 10 4 3 2 رقم المسألة
   93 93 92 92 92 الصفحة

    24 23 14 13 رقم المسألة إيجاد نظيم شعاع معطى و توظيفه
    99 98 95 94 الصفحة

     31 28 15 رقم المسألة إيجاد المحل الهندسي تحليلياً 
     101 99 96 الصفحة

      30 29 رقم المسألة اثبات ثلاث نقط على استقامة واحدة
10 الصفحة

0 
10
0 

     
إيجاد مجموعة النقاط  باستخدام الجداء 

 السلمي
 37 36 35 34 28 27 10 رقم المسألة
10 102 99 99 93 الصفحة

2 
102 102 

     24 23 13 رقم المسألة اثبات تعامد مستقيمين
     99 98 94 الصفحة

       17 رقم المسألة قوة نقطة
       97 الصفحة

       14 رقم المسألة علاقة أولر وتوظيفها
       95 الصفحة
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 :79تَدرَّبْ ص   
)إحداثيات الأشعة والنقاط في هذا التدرب هي في معلمٍ متجانسٍ  ; , )O i j. 

uاحسب  v :في كلٍ  من الحالات الآتية 
, ,2, 3,( ) 1, 4,( ) 0

3 2
21, 7, , 4, 5, ,

2 3

2 3 , 2 (2,3), (1, 1)

3, 4, 5 2, 3, 3

u v u v u v u v

u v u v u v u v

u i j v i j u v

u v u v u v u v

 

 
 . 1 4 4u v   

. 2 3 ( 1) 6u v       
2 1

. 4 5 cos 20 10
3 2

u v  
3

. 21 7 cos 147 (0) 0
2

u v 

1 2 1 2. (2)(3) (3)( 1) 3u v x x y y 
1 2 1 2. (2)( 1) ( 3)(2) 2 6 8u v x x y y  

2 2 21 1
. (9 4 9) 2

2 2
u v u v u v 

22 21 1
. (25 9 16) 0

2 2
u v u v u v 

وجداؤهما السلمي  6و 4شعاعان نظيماهما بالترتيب vو u وحدة قياس الأطوال في الأشكال الآتية 
 . احسب كلاًّ من المقادير8يساوي 

2

2 ( 4 ), ( ) ( ), ( )

(2 3 ) (3 2 ), ( )

C u v B u v u v A u u v

E u v u v D u v
 

,2)ليكن الشعاعان   1)u (3,6)وv . 
uاحسب   v 2وu 3)و ) ( 2 )u v u v 2و( )u v 2و( )u v. 
uاستنتج قيمة كلٍ  من    v وu v. 

 الحل
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، و4AC، فيه Aمثلثٌ قائمٌ في  ABCفي الشكل المجاور، المثل ث   
3AB 30وCAH . النقطتانH وK  هما بالترتيب مسقطاC وB 

 . احسب الجداءات السلمية الآتية:dعلى 
BA BC وAB AH وAC AK وAB CH وKB HC  

 ABCD  شبه منحرف قائم فيA وD ،O  منتصفAD نضع .
AB a وDC b وAO c. 

ABلماذا   DC ab 2وOA OD c؟ 
OCاكتب   OD DC وOB OA AB   لتستنتج أن 
uطول ضلع المرب ع الصغير، احسب في كل حالة  aهي  v  بدلالةa. 

    
 

u

v

 

 u

v
 

 

u
v

 

 

u

v

 
 

 
4)2الشكل الأول:    , 0) , ( , 3 ) , (4 ) (3 )(0) 4u a v a a u v a a a a  
)2الشكل الثاني:    3 , ) , (4 , 0) , ( 3 )(4 ) ( )(0) 12u a a v a u v a a a a 
,0)2الشكل الثالث:   4 ) , ( , 3 ) , . 0 (4 )(3 ) 12u a v a a u v a a a

 
 

)2: الرابع الشكل  2 , 5 ) , (4 , 0) , . ( 2 )(4 ) ( 5 )(0) 8u a a v a u v a a a a    
مسدسٌ منتظمٌ مرسومٌ في دائرة مركزها  ABCDEFفي الشكل المجاور  
O  احسب:1ونصف قطرها . 

OA OBوOA OCوOC CDوAB DE 
ADو OEوDC DFوOC DBوCB EF. 

 
1

(1)(1)cos
3 2

OA OB                  ،           2 1
(1)(1)cos

3 2
OA OC 

2 1
(1)(1)cos

3 2
OC CD              ،            (1)(1)cos 1AB DE  

1
(1)(1)cos

3 2
AD OE AD AF ،         0DC DF    لأنDC DF  

 الحل

 الحل

A

F

BC

D

E

A

B

H

C

3

4

K
30

d

A B

C

O

D
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0OC DB     (1)(1)        ،لأن أقطار المعين متعامدةcos 0 1CB EF      
 

)،A،(0,5)B(4,1)لدينا ثلاث نقاط  2, 1)C. 
 .ABC. استنتج طبيعة المثلثBCوACو ABاحسب 

ABاحسب  AC  1. استنتج أن
cos

5
BAC. 

 
  2 2

2 2

2 2

(4 0) (1 5) 32 4 2

(4 2) (1 1) 40 2 10

(0 2) (5 1) 40 2 10

AB

AC

BC

   

      Cمتساوي الساقين رأسه    ABCفالمثلث         
 ( 4 , 4) , ( 6 , 2)AB AC         24ومنه 8 16AB AC    

16 2 1
cos( )

(4 2)(2 10) 20 5

AB AC
BAC

AB AC
 

 

   : 82تَدرَّبْ ص  
 u وv  احسب كلاًّ من المقادير8وجداؤهما السلمي يساوي  6و 4شعاعان نظيماهما بالترتيب . 

2

2 ( 4 ), ( ) ( ), ( )

(2 3 ) (3 2 ), ( )

C u v B u v u v A u u v

E u v u v D u v
 

 
2 22 2

2 22 2 2

2 2

2

( ) . . 16 8 24

( )( ) 16 36 20

2 ( 4 ) 8 . 64

( ) 2 . 2 . 16 36 2(8) 68

(2 3 )(3 2 ) 6 4 . 9 . 6

6

A u u v u u u v

B u v u v u v u v

C u v u v

D u v u u v v u v u v

E u v u v u u v u v v

u 213 . 6 96 104 216 208u v v

       

,2)ليكن الشعاعان   1)u (3,6)وv . 
uاحسب   v 2وu 3)و ) ( 2 )u v u v 2و( )u v 2و( )u v. 
uاستنتج قيمة كلٍ  من    v وu v. 

 

 الحل

 الحل

 الحل
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  (2, 1) , ( 3, 6)u v 

2

2 2

. 6 6 0

. 4 1 5

(3 )( 2 ) 3 6 . . 2

3(5) 0 2(9 36) 15 90 75

u v

u u v

u v u v u u v u v v
     

   2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

( ) 2 . 5 0 45 50

( ) 50 5 2

( ) 2 . 5 0 45 50

( ) 50 5 2

u v u u v v

u v u v u v

u v u u v v

u v u v u v

 

 
، و4AC، فيه Aمثلثٌ قائمٌ في  ABCفي الشكل المجاور، المثل ث   
3AB 30وCAH . النقطتانH وK  هما بالترتيب مسقطاC وB 

 . احسب الجداءات السلمية الآتية:dعلى 
BA BC وAB AH وAC AK وAB CH وKB HC  

 
3cos : 1طريقة   (3)(5)

5
BA BC BA BC B 

(3)(3) :2طريقة  9BA BC BA BA 
 . BAهوBAعلى حامل  BCلأن المسقط القائم للشعاع

3
4cos(30 ) 2 3 , 3sin(30 )

2

AB AH AH AK AH AK

AH AK
3ومنه:  3AB AH 

3 3AC AK AH AK AH AK 

3 : 1طريقة 
cos( , ) (3)(2) 3 3

2
AB CH AB CH AB CH 

) : 2طريقة  ) 0 3 3AB CH AB CA AH AB CA AB AH 

                           3
(3)(2) 3 3

2
KB HC KB HC 

 الحل
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 ABCD  شبه منحرف قائم فيA وD ،O  منتصفAD . نضعAB a وDC b و
AO c. 

ABلماذا   DC ab 2وOA OD c؟ 
OCاكتب   OD DC وOB OA AB   لتستنتج أن 

2OB OC ab c 
 

 AB يوازيDCوالشعاعانABوDCنفسها فيكون  بالجهة  : 
AB DC AB DC a b 

2OA OD OA OD c 
  

2 2

( ) ( )

0 0

OB OC OA AB OD DC OA OD OA OD AB OD AB DC

c ab ab c

 

       86تَدرَّبْ  ص   
)وB(5,4)و A(0,1)نتأم ل في معلمٍ متجانس النقاط   , 0)M mو .m عددٌ حقيقي. احسبMA MB 

 .Mقائم الزاوية في AMBليكون المثلث m. ثُم  استنتج قيمmبدلالة

 

2

( , 1) , (5 , 4)

(5 ) (1)(4) 5 4

MA m MB m

MA MB m m m m
 

0MAيجب أن يتحقق Mقائم في MABحتى يكون المثلث MB  0مع , 0MB MA   
محقق وضوحا أيا كانت  0MBوأن ،mمحقق وضوحا أيا كانت0MAونلاحظ أن 
m . 

2إذن: 5 4 0m m 0ومنهMA MB 1وبالتاليm   4أوm      
 

)وA(2,2)نتأم ل في معلمٍ متجانس النقاط  3, 3)B2)و, 3)C.H هي المسقط القائم للنقطةB  على
)أثبت أن  المستقيمين على محور التراتيب. Aهي المسقط القائم للنقطة Kمحور الفواصل، و )OC و

( )HK .متعامدان 

 

 الحل

 الحل

 الحل
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( 3 , 0 ) , (0,2)

(2 , 3) , (3 , 2)

6 6 0

H K

OC HK

OC HK

OCوبالتالي:            HK   . وهو المطلوب 

       ABCD  4متوازيُ أضلاعٍ فيهAB 2وAD60وBAD. 
)2أثبت أن   1. ) 28AB AD 2و( ) 12AB AD. 
 .BDو ACاستنتج الطولين  2.

 
 .1  2 2

2

2 2
2

1
( ) 2 16 2(4)(2) 4 28

2
1

( ) 2 16 2(4)(2) 4 12
2

AB AD AB AB AD AD

AB AD AB AB AD AD

 

.2  ( )AD AB AD  28ومنهAD AB AD 
( )DB AB AD  12ومنهDB AB AD 

 أنشطة

 المسافات والزوايا حساب 

 زاوية صامدة في المربع. 
ABCD  مربعٌ طولُ ضلعهa النقطة ،I  هي منتصف القطعةDA . نهدف

هي ذاتها في جميع المربعات، هذا يعني أن   ACIإلى إثبات أن  الزاوية 
 قياسها لا يتعلق بطول ضلع المربع.

 بمساعدة الجداء السلمي. cosلهذا، نحسب أولًا 
210أثبت أن   1.

2
cosCI CA a.  

1أثبت أن   2.
2
( )CI CA CD  23، ومن ثَم  أن

2
CI CA a. 

 .الحاسبة(يمكن استعمال الآلة لأقرب درجة. ) ، ثم  أوجد قياس cos استنتج العدد 3.

 
.1  25 10

2 cos cos
2 2

a
CI CA a a    

.2 2CA CD CI  . حسب قاعدة متوازي الأضلاع 

 

 الحل

 1 نشاط
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1
( )
2

1 1
( ) ( )( )
2 2
1
( )
2
1
( 0 )
2
1
(
2

CI CA CD

CI CA CA CD CA CA CD CB BA

CA CB CA BA CD CB CD BA

CA CB CA BA CD BA

CB
2 2

2 2 2 21 3
) ( )
2 2

BA CD BA a a a a

 

2نجد :  2و  1من   3. 210 3
cos

2 2
a a  3ومنه

cos
10

   18,43ومنه : 

 
 
 زاوية مستقيمين  
d وd في معلمٍ متجانسٍ  مستقيمان( ; , )O i j 1 بالترتيب، معادلتاهماy x 2و 3y x. و

 .dو d زاوية المستقيمين. أي ما يسمى dو dهي الزاوية الحادة التي ضلعاها المستقيمان  
)ارسم هذين المستقيمين في المعلم  1. ; , )O i j. 
,1)و u(1,1)لماذا يكون الشعاعان  2. 2)v  شعاعي توجيهd وd على التوالي؟ 
)cosاحسب  3. , )u v  واستنتجcos ثم  أعطِ قيمةً تقريبية للزاوية ،. 

 
yنحن نعلم إذا كانت  mx p  معادلة للمستقيمd،  1)كان, )n m  شعاع توجيه للمستقيمd. 

,d ، (1شعاع توجيه لـ u(1,1)ومنه :   2)v شعاع توجيه لـd،  : إذن
1 2 1

cos( , )
2 5 10

u v
u v

u v
 107.5ومنه    

 

 خاصّة مميِّزة للمثلّث القائم 
 صيغٌ عدَّة للجداء السلمي نفسه 

ABC مثلثٌ، وH  هو المسقط القائم للرأسA على( )BC وI  هو منتصف
BC حساب الجداء السلمي ل. نريد عرض طرائق مختلفةAB AC. 
ABاستفد من العلاقتين  1. AH HB وAC AH HC  ةالآتي لإثبات العلاقة: 

2
AB AC AH HB HC. 

.2 .a   2أثبت أن
AB AC AB AB BC. 

 الحل

 2 نشاط
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.b  استفد من العلاقةAC AB BC  ة: الآتي لإثبات العلاقة 
2

AB AC AB BH BC 
.c  2 : ةالآتي أثبت بالمثل العلاقة

AB AC AC CH CB. 
ABاستفد من العلاقتين 3. AI IB وAC AI IC  ة :الآتي لإثبات العلاقة 

2 2AB AC AI IB. 

 

2

2 2

( ) ( )

0 0

AB AC AH HB AH HC

AH AH HC HB AH HB HC

AH HB HC AH HB HC

 .1 

 
.2  .a    2

( )AB AC AB AB BC AB ABBC   

 
  .b       2

2

2 2

( )

0

AB AC AB AH HB BC

AB AH BC HB BC

AB HB BC AB BH BC

  
 

.c 
2 2

( )AB AC AC CB AC

AC CB AC AC CB HC

       

2ومنه  ،CBعلى حامل ACالمسقط القائم لـHCلأن        
.AB AC AC CBCH     

.3                 

2

2 2 2

( ) ( )AB AC AI IB AI IC

AI AI IC IB AI IB IC

AI AI IC AI IC IB IC AI IB

 

 
  ٌللمثلّث القائمخاصّة مميِّزة 

 الحل
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0AB»يكافئ القولَ  «Aقائمٌ في  ABC المثلث»القولُ  1. AC»استنتج من الفقرة .   تكافؤ
 ة :الآتيالخواص 
( )â «المثلث ABC  قائمٌ فيA»  
( ) ٍ «2BC BH BA»  
( )è «2CB CH CA»  
( )î «2HB HC AH» 

IA»إذا وفقط إذا كان  Aقائمٌ في  ABCوأخيراً أثبت   IB IC» إذ I  منتصفBC. 

 
 

0ABيكافئ القول  Aمثلث قائم في  ABCإن المثلث   AC  : واستنتج تكافؤ الخواص التالية 
 فإن : Aمثلث قائم في  ABCفي حال المثلث   

     ( ) ٍ 
2

. .

. .

BC BA BC BH

BC BA BABA BA

2ومنه        
.BC BH BA 

2

. .

. .

CBCA CBCH

CBCA CACA CA

( )è             2ومنه
.CBCH CA 

 
( )î   

2

2

. 0

. ( )( )

0 0 0

ABAC

AB AC AH HB AH HC

AH AH HC HB AH HB HC

AH HB HC

   

2ومنه : 
HB HC AH     

   
  أثبتABC  قائم فيA  أذا وفقط إذا( )IA IB IC  إذI  منتصف[ ]BC 

 :  لزوم الشرط 
]منتصف  Iو  ،: المثلث قائم الزاوية الفرض  ]BC         : الطلب( )IA IB IC 

2ABالإثبات: نحن نعلم أن AC AI  :2وبالتالي 2( ) (2 )AB AC AI  : وبالتالي 

 الحل
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2 2 2

2 2 2
2 2

2 4

0 4 ( ) 4( )

( ) 2( )

AB AC AB AC AI

AB AC AI CB AI

CB AI AI BI CI

         

 كفاية الشرط: 
)الفرض:       )IA IB IC،  I  منتصف[ ]BC             

 المثلث قائم الزاوية  الطلب:
2من النشاط أن 2: وجدنا في الفقرة الإثبات       2AB AC AI BI  ولكنAI IB إذن
0AB AC      فالمثلثABC قائم فيA . 
 

 .Aمثلثٌ قائمٌ في  ABC:  تطبيق 2.
.a :  بالاستعانة برموز الشكل جانباً، استنتج من الأسئلة السابقة أن 

2c am 2وb an 2وh mn 
.b  3نعطىn 3وh احسب ،a وb وc. 

 
 

 المحل الهندسي والجداء السلمي 

2OHنقطةٌ تحققُ  H، وrونصفُ قطرها  Oدائرةٌ مركزها   rو ،
d  هو المستقيم المار بالنقطةH  عمودياً على( )OH ًوأخيرا .M  ٌنقطة

. Cو Bفي  يمسانها مماسين للدائرة  M. نرسمُ من dمتحركة ترسمُ 
)يقطعُ المستقيمُ  )OM  َالمستقيم( )BC  فيN.  نريد إيجاد المحل الهندسي

 .dالمستقيم  Mعندما ترسمُ  Nللنقطة 

 

 تخمين المحل الهندسي 

N  هي نقطة تقاطع( )BC و( )OM وI  هي نقطة تقاطع( )BC و( )OH لاحظ أن   الزوايا .ONB 
)زوايا قائمة لأن   ONIو ONCو )OM  هو محورBC . 

 الحل

 3 نشاط

nm

A

B C

h

a

bc

H

O

I N

M
d

H

B

C



 

83 

 

ة نقاط  فيأعد الرسم  1.  ؟ Iما قولك بشأن النقطة  و 2Mو 1Mدفترك واختر عد 

التي قطرها  ترسم الدائرة  N النقطة أن   . أثبتMلا تتعل ق بموضع النقطة  Iبافتراض أن   2.
OI. 

 
 يقوم الطالب في التخمين باشراف المدرس   1.

 .2     
  ّبالإثبات من صحّة التخمينق التحق 

 . dعلى  Mهي نقطة ثابتة لا تتعل ق بموضع النقطة  Iلنبرهن أولًا أن  
)هي نقطة من المستقيم الثابت  Iالنقطة  )OH  لإثبات أنها ثابتة على هذا المستقيم، يكفي إثبات أن .OI 

ثابتٌ، علينا إذن الاهتمامُ بالجداء  OHثابت. ولكن   OIمرتبطان خطياً وباتجاهٍ واحدٍ وأن  طول  OHو
OIالسلمي  OH. 

 
 أثبت أن  : 1.

2 2

OI OH OM OI

OM ON

OM OC OC r

 

.2  :  استنتج أن 
.a I  هي نقطة ثابتة من القطعة المستقيمةOH. 
.b I  هي داخل الدائرة. 
.c N التي قطرها  هي نقطةٌ من الدائرة OI. 

 
   dعلى  Mهي نقطة ثابتة لاتتعلق بموضع النقطة  Iلنبرهن أولًا  أن النقطة  1.

1  .OI OH OM OI   ( لأنOH  المسقط القائم لـOM  علىOH) 
OI OH OM ON ( لأنON  المسقط القائم لـOI  علىOM) 

 OI OH OM OC  ( لأنON  المسقط القائم لـOC   علىOM    ) 

2وبالتالي:
2 2OI OH OC OC OC OC r ( لأنOC  المسقط القائم لـOM   علىOC  

.2 

.a 2 لديناOI OH r  2ومنهOI OH r  22أوOI r r  أي
2

r
OI 

 الحل

 الحل
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]نقطة ثابتة على القطعة المستقيمة  Iومنه   ]OH    
.b بما أن

2

r
OI r  فالنقطةI  تقع داخل الدائرةD  . 

.c بما أنO  و ،نقطة ثابتةI و ،نقطة ثابتةN نقطة متحركة بحيث يبقى المثلثONI قائم فيN . 
 . OIقطرها Dترسم دائرة Nفالنقطة

 
 دراسة العكس 

 ؟dمن Mتقابلها نقطةٌ  DمنNتبقى الإجابة عن السؤال الآتي: هل كل نقطة
عْ عليه فقط العناصر الثابتة: 1. ,ارسم شكلًا جديداً. ووضِ  , , ,H I d؟داخل  . لماذا تقع 
)، ارسمْ Oمختلفة عن نقطةً من Nلتكن 2. )NI  في  فيقطعB وC من  ، ارسمْ مماسَيB 

على  Mالمسقط القائم للنقطة  K. لتكن dتقع على  M. علينا إثبات أن  Mعان في فيتقاط Cو
( )OH  أثبت أن .H K . 

ص حالة وقوع 3.  .N. استنتج المحل الهندسي للنقطةOعلى Nتفح 

 
  التالي: : تبقى الإجابة على السؤالدراسة العكس 1.

 ؟ dمن  Mتقابل نقطة  Dمن  Nهل كل نقطة  
,بعد رسم الشكل من جديد ونضع عليه العناصر الثابتة  , , ,D H I d D  

وقطرها  OIمركزها منتصف  Dلأن الدائرة    Dداخل  Dنلاحظ أن 
2

r
OI 

]ولنرسم   Oمختلفة عن  Dنقطة من  Nلتكن  2. ]NI  فيقطعD  فيB  وC ،  ولنرسم المماسين
 .dتقع على  Mولنثبت أن   Mفيتقاطعان في  Cو  Bمن  Dللدائرة 

]على  Mالمسقط القائم للنقطة  Kلتكن ]OH، نا إثبات أن يوعلH= K  . 

B 2 و
2

OI OK OI OM

OM ON

OM OC OC

OI OK r

 ،         

2 ومنه
2

r
OK r  2ومنهOK r  ومنه H= K 

ومنه لايوجد  ،متوازيان   Cو   Bوالمماسان في Dقطر الدائرة  BCيكون  OعلىNفي حالة وقوع 3.
 .    Oماعدا النقطة  OIالتي قطرها  Dهي الدائرة  Nمماسان متقاطعان عندئذ المحل الهندسي للنقطة 

 الحل
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 مجموعة نقاط والجداء السلمي 

]منتصف القطعة  O، ولتكن Bو Aنُعطى نقطتين  ]AB 2. نضعAB d ٍنقرن بكل نقطة .M  من
)المستوي عدداً حقيقي اً  )f M ًنكون بذلك قد عر فنا تابعا .( )M f M مجموعة الأعداد  من المستوي إلى

 التي Mمجموعة جميع النقاط  تعيين. نهدف إلى k. ليكن من جهة أخرى عدداً حقيقيا  ثابتاً  الحقيقية
)تحقق  )f M k ة   .في بعض الحالات الخاص 

 

  التابع حالة دراسة:f M AB AM  
)لدينا هنا  )f M AB AM وkC  هي مجموعة النقاطM التي تحقق AB AM k. 

)على المستقيم  Mالمسقط القائم للنقطة  H، وليكن kCمن  Mلتكن  1. )AB . 
.a  ة ABالمساواة تحققْ صح  AM AB AH k. 

.b   استنتج أنH  تنتمي إلىkC   وأن
2

k
AH

d
. 

  .c بيِ نْ، تبعاً لإشارةk موضع ،H  على المستقيم( )AB. 
.d   استنتج من الأسئلة السابقة أن M  ٍنقطةٌ من مستقيمٍ ثابت. 

. لإثبات أن  ، كانت إذن نقطةً من kCنقطةً من  Mفي السؤال السابق، أثبتنا أن ه إذا كانت  2.
kC هي نقطةٌ من  ، يجب الإجابة عن السؤال : أَكلُّ نقطةٍ منkC؟ 

 المطلوب.إثبات أنجز ، ثم kCمن  N، كانت على  Nأثبت أن ه إذا كانت 

 
)لتكن  1. )f M k  حيثM  نفطة من المستوي، K  : عدد حقيقي عندئذ

: : kf M AB AM k M C 

AB AM AB AH k .a  لأنAH  هو المسقط القائم لـAM  علىAB   . 
.b   بما انAB AH k  اذنkH C  : وبالتالي 

AB AH k ومنهAB AH k 

AB AH k2ومنهd AH k منه  و
2

k
AH

d
 

.c  

 4 نشاط

 الحل
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  0في حالةk يكونAB AM k ومنه المثلثBAM  منفرج الزاوية فيA  ومنهH 
]تقع خارج القطعة المستقيمة  ]AB  من جهةA  . 

  0في حالةk  يكونAB AM k  ومنه المثلثBAM  حاد الزاوية فيA  ومنهH 
 تقع

]داخل القطعة المستقيمة  ]AB ،  أو خارجها من جهةB . 
  0في حالةk  0يكونAB AM  ومنه المثلثBAM  قائم الزاوية فيA أو

M A  فتكونH  عندئذ منطبقة علىA  أيA H  . 

.d  مما سبق نستنتج أنM تقع على مستقيم ثابت هوMH عمودي على AB ويحقق
2

k
AH

d
  . 

 : kCلنثبت أن ،كانت نقطة من ،kCنقطة من Mلقد أثبتنا أنه إذا كانت  2.

 ؟  kCهي نقطة من علينا أن نجيب عن السؤال أ كل نقطة من

حيث  ،MHتنتمي إلى المستقيم Mأي Mبفرض
2

k
AH

d
ABوعلينا إثبات   AM k

2 cos( , )
2

k
AB AM AB AH d AB AH

d
   

)بما أن الزاوية , )AB AH  عندئذ تساوي صفر أو تساويAB AM k  ومنه
AB AM k    إذنkM C  إذن   ،وهو المطلوب إثباتهkC   . 

 

 التابع  حالة دراسة:f M MA MB 

MAالتي تحقق  Mمجموعة النقاط  kCنبحث عن  MB k. 
2التي تحقق Mيؤول إلى إيجاد مجموعة النقاط  kCأثبت أن  تعيين  1. 2MO d k. 

MBلاحظ أن   MO OB  وMA MO OA. 
 . بات باع أسلوب الفقرة السابقة.kCالمجموعة  عي ن 2.

2kناقش تبعاً لإشارة  d. 
 . 16kو 6ABفي حالةِ  kCارسم  3.

 الحل 
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MAالتي تحقق  Mمجموعة النقاط   kCنبحث عن  1. MB k  : وهذا يكافئ

2

2
2

( ) ( )

0

MO OA MO OB k

MO MO OB OA MO OA OB k

MO d k

     

2ومنه  2MO d k 
 
 .2 
  2في حالة 0d k  فإن  مجموعة النقطM  تقع على دائرة مركزهاO  ونصف قطرها

2OM d k  . 
  2في حالة 0d k  فإن  مجموعة النقطM تمثل مجموعة مكونة من نقطة وحيدة هيO   . 
  2في حالة 0d k  فإن  مجموعة النقطM  . تمثل مجموعة خالية 

أي بإثبات إذا كانت   ( kCوبأسلوب مماثل نستطيع أن نبرهن أن كل نقطة من الدائرة هي نقطة من 
M  2تحقق 2 0MO d k فإنMA MB k    . 

6في حالة   3. , 16AB k 6:  فإن 2AB d  3ومنهd

2 16 9 25MO    5ومنهR   
  5Rونصف قطرها   Oترسم دائرة مركزها  Mالنقطة 
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 تمرينات ومسائل   

; إحداثيات الأشعة والنقاط في تمارين هذا البحث هي في معلمٍ متجانسٍ  ,( )O i j. 

  .و 2، نصفا قطريهما Oفي الشكل دائرتان متمركزتان في  
OI احسب 1. OJ وOI OK وOI OB وOB OA. 
)إحداثيات النقاط في المعلم  باستعمال 2. , , )O i j احسب ،OB AI و

IA IJ وBK BA. 

 
(2)(3) 6OI OJ OI OJ   

(2)(3) 6OI OK OI OK 
2 1

cos (2)(3) 3
3 2

OI OB OI OB 

5 3
cos (2)(3) 3 3

6 2
OB OA OB OA 

3 3 3
(0,0) , (0,2) , (2,0) , (3,0) , (0, 3) , ,

2 2
O A I J K B   

3 3 3
, , (2 , 2)

2 2

3 3 3
(2) ( 2) 3 3 3

2 2

OB AI

OB AI

 

(2 , 2)AI  ومنه( 2 , 2) , (1,0)IA IJ 
( 2)(1) (2)(0) 2IA IJ 

3 3 3 3 3
, 3 3 , , 2
2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3
3 3 2 3

2 2 2 2 2

BK BA

BK BI

 

 الشكل المجاور: المبينة فيالمعلومات  باستعمال 
BHاحسب  1. BC ،CH BH ،HA HB،( )AB AH AB 

( )AH HC AB ،( ) ( )AH HB AH HC 
3BAأثبت  2. BC 2وCA BH. 

3 1 

 الحل
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.1  (1)(3) 3BH BC BH BC 

(2)(1) 2CH BH CH BH 
0HA HB 

2

2

( )

4 3 7

AB AH AB AB AH AB

AB AH AH
 

2

( )

3 (2)(1) 5

AH HC AB AH AB HC AB

AH HC BH
 

2

( )

3 (2)(1) 5

AH HC AB AH AB HC AB

AH HC BH
 

( ) ( ) ( )

( ) 5

AH HB AH HC AB AH HC

AH HC AB
 

.2 
(1)(3) 3

2

BA BC BH BC BH BC

CA BH CH BH
 

 ABCD  ٌمركزه  معينO .4OA 3وOB. 
ACاحسب   AD وBO BC وAB DC. 
) المعلم باستعمال  ; , )O i j:احسب ، 

AB AD  وOC BA  وAD DC. 

 
 

 
 

2

(8)(4) 32

9

(5)(5) 25

AC AD AC AO AC AO

BO BC BO BO BO

AB DC AB DC
 

  

.1

.2

.1

.2

 الحل
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(0,0) , ( 4,0) , (0,3) , ( 4,0) , (0, 3)

(4,3) , (4 , 3)

16 9 7

(4,0) , ( 4 , 3)

16

(4 , 3) , (4,3)

16 9 7

O C D A B

AD DC

AD DC

OC BA

OC BA

AB AD

AB AD

 

 
] نقطةٌ من نصف المستقيم Aفي الشكل المجاور،    )Ox وA  مسقطها

مسقطها  Bو Oyنقطةٌ من  Bن  إكما  Oyالقائم على نصف المستقيم 
 .Oxالقائم على 

OAبيِ ن أن    OB OA OB. 
OAلماذا  2. OB OA OB؟ 

 
OA OB OA OB     لأنOB المسقط القائم لـOB  علىOA       
OA OB OA OB     لأنOA المسقط القائم لـOA  علىOB     

 
 

 A وB  ،نقطتانd  بالنقطةهو المستقيم المار B  عمودياً على( )ABو ،M  نقطةٌ ما منd. 
2AMأثبت أن    AB AB ها في الإثبات.ستعمالبعد استعراض المبرهنة الملائمة لا 
2AMنقطةً تحقق  Mبالعكس: إذا كانت  2. AB AB  أثبت أن ، M  هي نقطةٌ منd. 

 
 

 
AM AB AB AB

  
ومنه   ABعلى  AMالمسقط القائم للشعاع  ABلأن

2
2AM AB AB AB

 
.2

 

.1

.1

.1

4 

 الحل

5 

 الحل
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y

A
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2
2

2 2

( )

0

BM BA BA AM BA

BA AM BA BA AM AB

BA BA
 

AM  BAومنه  BM  ومنهM d 
 

2الذي معادلته  d المستقيمُ يقطعُ   3y x محورَ الفواصل في النقطة A  ويقطع محور التراتيب
3yالذي معادلته  dويقطعُ المستقيم  B في النقطة x  في النقطةC. 

 .Cو Bو Aإحداثيات  احسب 1.

ABاستنتج قيمة الجداء السل مي  2. AC.   

 
:هي:  dمن الأفضل أن تكون معادلة المستقيم 1. 3d y x   

3
, 0 , ( 0 , 3) , ( 2 , 1)
2

A B C 

.2 
3 1
, 3 , , 1
2 2

3 15
3

4 4

AB AC

AB AC

 

 d . وليكن3AIو 4AB ولنفترض أن  ، AB المستقيمة من القطعة نقطةً  Iلتكن  
)المستقيمَ العمودي على  )AB  في النقطةIولتكن .C 5نقطةً تُحقِ ق الشرطينAC و

12AB AC. 
 .dنقطةٌ من المستقيم  Cأن   أثبت 1.
 .5 ونصفُ قطرها Aالتي مركزها  Dمن الدائرة  نقطةٌ  C النقطةَ  ق أن  تحق   2.
12ABما عدد النقاط التي تحقق  3. AC 5وAC ؟ احسب في كل حالةcosBAC. 

 
.1 

( )

12 12 0

AB CI AB CA AI

AB CA AB AI
 

ABومنه   CA  إذنC d   
 .  5ونصف قطرها يساوي  Aمركزها  Dتقع على دائرة  Cفإن  5ACبما أن  2.

6 

 الحل

7 

 الحل
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)فعدد النقاط  ، ABفي نقطتين متناظرتين بالنسبة لـ  Cيقطع الدائرة  dنلاحظ أن   3. )C  هو نقطتان 

12في كلا الحالتين يكون   3
cos( )

4 5 5

AB AC
BAC

AB AC
 

 
 ABCD  مربعٌ طول ضلعهa ،I وJ  منتصفا ضلعيه  بالترتيبهماAD وDC وليكن .

 .IBJقياس الزاوية  

5 تحق ق أن   1.
2

a
BI BJ. 

25استنتج أن   2. cos
4

BI BJ a. 
2BIثم استنتج أن   ADو ABبدلالة  BJو BIاكتب  3. BJ a  لأقرب درجة. واحسب 

 
نجد :  BJCحسب فيثاغورث في المثلث

2 2
2 2 5

4 4

a a
BJ a    5ومنه

2

a
BJ 

5طبوقان فإن   BCJ ، BAIوبما أن المثلثين 

2
BJ BI a  . 

25 5 5
cos cos

2 2 4
BI BJ a a a 

1 1

2 2
1

2
1 1

2 2
1 1

2

BI BA AI BA AD AB AD

BJ BC CJ AD AB

BI BJ AB AD AD AB

BI BJ AB AD AB AB

2 2
2

1

2 4

0 0
2 2

AD AD AD AB

a a
BI BJ a

 

2وبالتالي :  25
cos

4
a a  4ومنه

cos
5

 فيكون    
 

 ABCD ، ٌمستطيلI  نقطةٌ من[ ]DC .معرفةٌ كما في الشكل 
 أثبت أن   1.

2( ) ( )ID DA IC CB ID IC DA 
6IAاستنتج أن   2. IB   1و

cos
5

AIB. 

8 

 الحل

9 

A B

C

I

D J

A B

CID

4

3
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 .1     

2 2

( ) ( )

0 0

ID DA IC CB ID IC ID CB DA IC DA CB

ID IC DA ID IC DA

 

  .2 2( ) ( ) 3 9 6

6 2 1
cos

( 10)(3 2) 10 5

IA IB ID DA IC CB ID IC DA

IA IB
AIB

IA IB

 

 
)نتأم ل معلماً متجانساً    ; , )O i j. 
2)احسب  1. ) ( )i j i j ،( ) ( 2 )i j i j. 
3u نفترض أن   2. i  2وu j  1وv i  5وv j. 
  بات الشعاعين  .vو  uاحسب مرك 
  2استنتج قيمة ( 3 )u u v ،2( )u v 2و 2( 2 ) ( 3 )u v u v. 

 
2 2

2 2(2 ) ( ) 2 2 2 1 1i j i j i j i j  
2 2

2 2( ) ( 2 ) 2 2 1 2 1i j i j i j i j   
3)                                       .  مركبات الشعاعين :1  , 2 ), (1 , 5)u v  

  2  .

2

2 2
2

2
2 2

2 ( 3 ) 2 6 2(13) 6(13) 52

( ) 2 13 26 2(13) 65

( 2 ) ( 3 ) 10 5 10(13) 5(26) 260

u u v u uv

u v u uv v

u v u v uv v

 

 
uاحسب   v  بدلالةm  ثم  عيِ ن العدد الحقيقيm  ليكونu وv  متعامدين وذلك في كلٍ  من

 الحالات الآتية :
.1 ( 5,2)u  و( , 2)v m. 
.2 ( ,3 )u m m  2)و, )v m. 
.3 ( 4,2 1)u m m 2)و ,3 )v m m. 

 

 الحل

10 

 الحل

11 

 الحل
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( 5 , 2 ), ( , 2)u v m   5: ومنه 4u v m 

0uويتعامد الشعاعان إذا كان  v  4: ومنه

5
m       

 

                                                     2

( , 3 ), (2 , )

2 (3 )

u m m v m

u v m m m m m
   

0uويتعامد الشعاعان إذا كان  v  ومنه( 1) 0m m  0 ومنهm      1أوm   
 

                                (2 , 3 ), ( 4 , 2 1)

2 ( 4) (3 )(2 1) 3 3

u m m v m m

u v m m m m m
 

0uويتعامد الشعاعان إذا كان  v  3منه و 3 0m  1منه  و m  
 
 

  لنتعلّم البحث معا  

 إثبات تعامد مستقيمين 
ABCD  مرب عٌ طول ضلعهaو ،M  نقطة منBD  مسقطاها القائمان

)على المستقيمين  )AB و( )AD  هماP وQ .على الترتيب 
) تعامد المستقيمين أثبت )PQ و( )MC .دون استعمال مَعلم 

   ّنحو الحل 

 لنستخلص بعض النتائج من الشكل والافتراضات. 
 .MQDو MPBما طبيعة كلٍ  من المثل ثين  
AQ يأتيعل ل صحة ما   MP PB  وAP QM QD. 

  لإثبات تعامد المستقيمين( )CM يمكننا مثلًا إثبات أن   ،و. 0PQ CM ولكن ليس لدينا .
ر بتحليل كلِ  واحدٍ من هذين الشعاعين،  صيغة تفيد في حساب هذا الجداء السلمي مباشرة. لذلك نفك 

ة مثلأو أحدهما  ...، و AQفقط وذلك سعياً وراء الاستفادة من التعامد المعروف لبعض الأشع 
) على CMومن المساقط القائمة لبعض الأشعة فمثلًا المسقط القائم للشعاع   )DA هو DQ. 

PQعل ل صحة المساواة  AQ AP  واستنتج أن . 
PQ CM AQ CM AP CM 

.1

.2

PQ

CD

.1

12 
A B

CD
M

P

Q
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 أثبت أن   

  AQ CM AQ DQ AQ DQ

AP CM BP AP
 

 ماذا تستنتج؟ 3.
 .أنجزِّ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

 
 للتعامد.  ،متشابهان لأن إن المثلثين

و  ومنه  ، متساوي الساقين  لأن فيه  القائم في  المثلث 

AQومنه  ،مستطيل    لأن الشكل   PM PB . 

متساوي الساقين  أيضاً لأن فيه  MQDوبما أن المثلث 
4

D،  : فنستنتجAP QM QD 
( )

0

PQ CM AQ AP CM AQ CM AP CM

AQ DQ AD BP AQ DQ AP BP

BP AP AP BP

 

 

 أشعّة تُعامِد شعاعاً مُعطى  
)نُعطى في معلم متجانس  ; , )O i j شعاعاً غير معدوم ( , )u a b. تين  أثبت  تين:الآتيتكافؤ الخاص 

 v  عمودي علىu  
بتا الشعاع   )هما  vمرك  , )kb ka حيث k  من. 

ة  جد :تطبيق ,2)والعمودي ة على الشعاع  1التي نظيمها يساوي  vالأشع  3)u. 
   ّنحو الحل 

  تين نناقش على مرحلتينلإثبات  :تكافؤ خاص 
   نفترض أنv  عمودي علىu  ونبرهن على وجود عدد حقيقيk   بتا الشعاع  بحيث تكون  vمرك 

)هما  , )kb ka. 

  وبالعكس، إذا كان( , )v kb ka ، حيثk  عدد حقيقي،  كان الشعاعانu وv  .متعامدين 
)لنفترض إذن أن   1. , )v x y  عمودي علىu  0. أثبت أنax by ًواستنتج المطلوب مُناقشا .

 .0aوحالة  0aحالة 
)أثبت الآن أن   2. , )v kb ka  عمودي علىu . 

.2

,MQD MPB
2

P Q


   QMD PBM  

MPBP
4


 PB PM

PM AQQMPA

 الحل
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 استناداً إلى ما سبق. إذا كان التطبيق :( , )u a b  كان الشعاع( , )w b a  عمودي اً علىu  ُّوكان كل 
vمن الشكل uشعاع عمودي على  kw ة التي نظيمها يساوي  .1 . وعلينا هنا إيجاد هذه الأشع 

vأثبت أن   1. kw 3 حيث 2v i j. 

 . استنتج أن   2.

 المطلوب.. واستنتج 1vالتي تجعل  kواستنتج قيم  wاحسب  3.
 .أنجزِّ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

 
vالمطلوب برهان صحة التكافؤ: u مركبتا الشعاعv  هما( , )kb ka : حيث( , )u a b  

)1:بفرض   لزوم الشرط , )v x y  عمودي علىu  1فإن 0u v  0ومنهax by 

bفإن :  0aبفرض 
x y

a
1ومنه   ,

b
v y y

a
yوبفرض   ،   k   : 1يكون ,

b
v k k

a
  

)ومنه   , )v bk ak  حيثv  1مرتبط خطياً معv   . 
0ومنه  0byوبالتالي :  0bيكون   0aبقرض  y  : 1ومنه( , 0 )v x   . 
xبفرض  k  : 1يكون( ,0)v k   وبالتالي( , 0 )v bk  . 

لدينا كفاية الشرط : 
                   

. 0u v kb a ka b  ومنه. 0u v 

vتطبيق :  k w   3,2حيثw     1ومنه 13k  1ومنه

13
k وبالتالي: 

1

13
k x 3ومنه 2

,
13 13

v   1و

13
k  3ومنه 2

,
13 13

v   

 
 

 وتطبيق عليها أولرعلاقة  
 ةالآتي العلاقة  أثبت .Dو Cو Bو Aنُعطى أربع نقاط 

 
 تلاقي ارتفاعات المثل ث في نقطة واحدة. واستنتج

   ّنحو الحل 

  على الإطلاق. لذلك أمامنا أسلوبان : افتراضاتاللافت في هذا التمرين هو عدم وجود 
  استعمال معلم متجانس، وهنا يمكن اختيار إحدى النقاط الأربع مبدأ، واختيار إحدى النقاط

 الثلاث الأخرى على محور التراتيب وذلك تسهيلًا للحساب. 

v k w

0DC AB DA BC DB CA

 الحل

14 
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 0 علاقات شال بأسلوب مناسب بهدف تحويل الطرف الأيسر والوصول إلى استعمال . 
0ABلاحظ أن   1. BC CA  يُكتب  واستنتج أن  الطرف الأيسر من 

( ) ( )AC DC DB BC DA DC 
 استنتج المطلوب.  2.
 

  بقي أن نثبت تلاقي ارتفاعات المثل ث في نقطة واحدة. لنتأم ل الشكل
 Bوالارتفاعين النازلين من  ABCالمجاور الذي رسمنا فيه المثل ث 

. لإثبات تلاقي الارتفاعات الثلاثة Hاللذين يتقاطعان في النقطة  Cو
)يكفي أن نثبت أن  المستقيمين  )AH و( )BC .متعامدان 

)لإثبات تعامد المستقيمين  استفد من  )AH و( )BC. 
 .أنجزِّ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

 
.1 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(

DC AB DA BC DB CA

AB DA AC BC DC CA CA DA AB

AB DA AB AC BC DC BC CA CA DA CA AB

DA A ) ( )

0

B CA BC DC CA

DA CB BC DA

 

Hوبتعويض  ب حس 2. D : يكون 
 

0

0 0 0

HC AB HA BC HB CA

HA BC
 

 هي نقطة تلاقي الارتفاعات .  Hوبالتالي نستنتج  أن النقطة  متعامدان HAوBCومنه          
 

 إيجاد محل هندسي تحليليّاً  
وأن   Hو Aتقع بين  Bواقعة على استقامة واحدة، نفترض أن   Hو Bو Aنُعطى ثلاث نقاط 

4AB 1وBH هو المستقيم المار بالنقطة  . المستقيمH  عمودي اً على( )AB النقطة .
ل على  Hنقطة مختلفة عن   عمودي اً  Aالمار بالنقطة  d. عندئذ يتقاطع المستقيم تتحو 
)على  )AM  مع المستقيمd  المار بالنقطةB   اً على عمودي( )BM  بالنقطةN. 
M

 الحل
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محذوفاً  على  Mعندما تتحو ل Nالمحل الهندسي للنقطة  عي ن بالاستعانة بمعلم متجانس مناسب
 .Hمنه 

   ّنحو الحل 

  لننشئ الشكل المناسب ولنضع عليه العناصر الثابتة باللون الأزرق
لة باللون الأحمر.  والعناصر المتحو 

 الموافقة. Nوأنشئ بعناية النقاط  Mاختر عدداً من النقاط  1.

 ماذا تقترح بشأن المحل  الهندسي المطلوب ؟  2.
  المعلم معادلةً بسيطة. نختار إذن  نختار معلماً متجانساً مناسباً يكون فيه للمستقيم( ; , )H i j 

 .Bالنقطة  إحداثي تي (1,0)الذي تكون فيه 
 ؟  Aو Hما هي إحداثي ات النقطتين  1.
 ؟  وما هي معادلة المستقيم  2.

  لإيجاد مجموعة النقاطN  نبحث عن الإحداثيات( , )x y لهذه النقاط بدلالة إحداثي ات M لم ا .
ل Mكانت  وكان ترتيبها  0مساوية  M، كانت فاصلة Hمحذوفاً منه  على المستقيم  تتحو 

 .m أي عدد غير معدوم وليكن
)أثبت أن   ANو AM، ومن تعامد BNو BMبالاستفادة من تعامد  1. , )N x y تُحق ق المعادلتين 

: 1my x 5و 25my x  ؟ 
 ، أعَطِ معادلته. تنتمي إلى مستقيم ثابت  N، وبيِ ن أن  Nاستنتج إحداثي ات  2.
 N، وعلينا أن نتبي ن إذا كانت النقطة محتوى في المستقيم  Nإذن المحل  الهندسي للنقاط  3.

كامل المجموعة  m. استنتج المطلوب بعد ملاحظة أن ه عندما ترسم ترسم كامل المستقيم 
5يرسم المقدار  

m
 المجموعة نفسها. 

 .أنجزِّ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

 
)لنأخذ المعلم  , , )H i j  : فتكون الإحداثيات 

(0,0) , (1,0) , (5,0) , (0, ) , ( , )H B A M m N x y 
)لدينا  1, )BN x y  ، ( 1, )BM m  

0BNوبما أن  BM  : 1نجد 0x my  1ومنهmy x.............  (1   
)لدينا  5, )AM m  ، ( 5, )AN x y 

0AMوبما أن  AN  : 5نجد 5 0x my  5ومنه 25my x(.............. 2   
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5بالحل المشترك بين المعادلتين نجد :             25 1x x  5*ومنه
6 , :x y m

m
 

5*إذن 
6, :N m
m

 6xمعادلته :  تنتمي إلى مستقيم ثابت  Nفالنقطة  

5*وبما أن 
:y m

m
5فالنقطة  

6,N
m

6)عدا النقطة  ترسم كامل المستقيم   , 0) 

 
 

     قُدُما  ا لى الأمام 

 .ABCنقطة تلاقي ارتفاعات مثلث  H لتكن 
2 أثبت أن   1. 2 2 2AB AH HB AH HB  

2 وأن   2 2 2AC AH HC AH HC 
2استنتج أن   2. 2 2 2AB AC HB HC  . 

 
  

ABلدينا1.     AH HB  ومنه :
2 2 2 2( ) ( ) 2AB AH HB AH HB AH HB 

 
ACلدينا أيضاَ  AH HC  ومنه:

2 2 2 2( ) ( ) 2AC AH HC AH HC AH HC   
 نجد : من   بطرح     2.

 
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 ( )

2 ( ) 0

AB AC HB HC AH HB HC

AB AC HB HC AH CB HB HC HB HC
 

 

 قوة نقطة بالنسبة إلى دائرة 
. يمرُّ مستقيمان  نقطة لا تقعُ على M ، ولتكنRونصفُ قطرها  Oالدائرةَ التي مركزُها   لتكن

نهدف إلى إثبات . Dو C، ويقطعها الآخر في Bو Aفي  ، يقطع أحدُهما الدائرة Mبالنقطة 
MA أن   MB MC MD لتكن .A  النقطة المقابلة قطرياً للنقطةA. 

16 
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 ، وخارجها في الآخر.أحدهما داخل الدائرة  في M ارسم شكلين، تكون  1.

MAأثبت أن   2. MB MA MA. 

2أثبت أن   3. 2MA MA MO R  ثم  استنتج أن  ، 
MA MB MC MD 

MAإذن لا يتعل ق الجداء السلمي   MB   ببعد النقطة إلا M  عن مركز الدائرة، إذ يساوي
2 2MO R قوةَ النقطة . يسم ى هذا العددM وهو موجبٌ تماماً عندما  بالنسبة إلى الدائرة .

 داخلها. Mخارج الدائرة وسالب تماماً عندما تقعُ  Mتقعُ 

 
 الرسم  1.
 
 
 
 
 
 
 
 .2  MA MB MA MA      لأنMB المسقط القائم للشعاعMA  علىMB  . 
.3   

2

2

( )

( ) ( )

( )

MA MA MA MO OA

MO OA MO OA

MO MO OA OA MO OA OA

MO MO OA OA OA OA

 

                        2 2
2 2MO OA MO R   ( لأنOA OA   ) 

2وبنفس الطريقة نستنتج :  2MC MD MO R 
MAومنه  MB MC MD 

 

 ABC  مثلثٌ، فيهI منتصفBCو ،H  المسقط القائم للنقطةA علىBC. 

 الحل
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2أثبت أن   1. 2 ( ) ( ) 2AC AB AC AB AC AB AI BC. 

2استنتج أن   2. 2 2AC AB HI BC. 

 
 
 
.1  

2
2 2 2( )( )AC AB AC AB AC AB AC AB 

)أيضاً :  )( ) ( ) 2AC AB AC AB AC AB BC AI BC 
2نجد أن :   و  من  2 ( )( ) 2AC AB AC AB AC AB AI BC 

2وجدنا أن  2.  2 2 2AC AB AI BC HI BC  لأنHA  هو المسقط القائم للشعاعAI  
 BCعلى 

 
 ABC  5مثلثٌ فيهAB، 6AC 15وAB AC. 
 .BACاحسب قياساً للزاوية 1.
)2احسب 2. )BA AC  واستنتجBC. 
2 كان، vو uأثبت أنه أي اً كان الشعاعان 3. 2 2

2u v u v u v 
CAهذه العلاقة لحساب كلٍ  من  استعمل  CB وBA BC. 
.c  ،ِالآلة الحاسبة، قيمةً تقريبية لقياس كلٍ  من الزاويتين  باستعمالأعطABC وACB. 
)على المستقيم  Aالمسقط القائم للنقطة  Hليكن  4. )BC. 
.a   أثبت أنH نقطةٌ من القطعة المستقيمة هيBC. 
.b احسب كلًا منAH  و مساحة المثلثABC. 

 
 
  

 .1 15 1
cos( )

5 6 2

AB AC
BAC

AB AC
ومنه  

3
BAC   

.a

.b

 الحل
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  .2  2 2 2

2 2

( ) 2

2

25 36 2(15) 31

BA AC BA AC BA AC

BA AC AB AC

 

2وبالتالي:  2( ) ( )BA AC BC  31ومنهBC 
  . .3a 2 2 22 2 2( ) ( ) ( ) 2 2u v u v u v u v u v u v 

  .b  
2 2 2 2

?

( ) ( ) ( ) ( ) 2

25 36 31 2

CA CB

BA CA CB CA CB CA CB

CA CB

 

21CAومنه  CB 
 

2 2 2 2

?

( ) ( ) ( ) ( ) 2

36 25 31 2

BA BC

CA BA BC BA BC BA BC

BA BC

     

10BAومنه  BC  

.c 10 2
cos( )

5 31 31

BA BC
ABC

BA BC
ABCومنه   

21 7
cos( )

6 31 2 31

CA CB
ACB

CA CB
 ABCومنه  

. .4a   بما أن
3

BAC  حادة فإن مسقطA  علىBC  هي نقطة من القطعة[ ]BC 

   .b  CA CB CH CB  21ومنه CH CB  21ومنه

31
CH 

 يكون  Hالقائم في   AHCحسب فيثاغورس في المثلث 
2

2 21 675
36

3131
1 1 675 15 3

( ) 31
2 2 231

AH

S ABC CB AH
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 بنشر ADتأم ل الشكل المجاور واحسب المقدار  

2( )AB BC CD. 

 
2

2 2 2

( )

( ) ( ) ( ) 2 2 2

1 1 1
16 9 4 2(4)(3) 2(4)(2) 2(3)(2)

2 2 2
29 12 8 6 39

AB BC CD

AB BC CD AB BC AB CD BC CD
 

2 2( ) ( ) 39AD AD  39ومنهAD 
 

 .4 يساوي  هما السلميءجدانفترض أن  ، و 3و 2 بالترتيبهما ي، نظيمvو uنتأم ل شعاعين  
.a 2 احسب( )u v  واستنتجu v ، 

2uاحسب   v . 
.a  احسب بدلالة العددx 2المقدار( )xu v. 
.b  واستنتج قيمx  6التي تُحقِ قxu v. 

 

 
.1 .a 

2 2 2( ) 2 . 4 9 8 5u v u v u v 
2أي 
5u v  5ومنهu v 

 
2 2 2(2 ) 4 4 . 4(4) 9 4( 4) 41u v u v u v 

2أي 
41u v  41ومنهu v 

 
.a    2 2 2 2 2( ) 2 . 4 8 9 0 :xu v x u v xu v x x x   

   
6xu v  2ومنه

6x u v 

.1

.b

.2

.b

.2

.b

20 
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24 8 9 6x x  24تكافئ 8 3 0x x  64ومنه 4(4)(3) 16 

8  للمعادلة حلان  4 1

8 2
x  8  و 4 3

8 2
x. 

 

 A وB وC ثلاث نقاط على استقامة واحدة، وB  تقع بينA و
C ٌأُخذت نقطة .O  على المستقيم المرسوم منA  عمودياً على

) تقيمالمس )AB  أثبت أن . 
2OB OC OA AB AC 

 .في الحالة الموافقة للشكل المرسوم جانباً، احسب الزاوية  تطبيق:

 
2

2 2

( ) ( )

0 0

OB OC OA AB OA AC OA OA AC AB OA AB AC

OA AB AC OA AB AC
 

 تطبيق:
900 (15)(8) 1020

900 225 1125 , 900 529 1429

1020
...

1125 1429

OB OC

OB OC

COS

 

 ....ومنه 
 
)نتأم ل في معلم متجانس     ; , )O i j(3,1) ، النقطةA، نيوالنقطت B وC  اللتين تجعلان كلًا من

u نضع .O متساوي الساقين وقائم الزاوية في COAو BOAالمثلثين  OA. 
والعمودية على  10ذات النظيم  nيؤول إلى إيجاد الأشعة  «Cو Bإيجاد إحداثيات  »أثبت أن  

u. هذه الأشعة  عي نn ثُم  استنتج إحداثيات ،B وC. 

 
        

 
   
 

22 

 الحل
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)نبحث عن الأشعة  , )n x y  10التي تحققn  2أي 2 10x y  : وبالتالي 
 2 2 10x y       

0uوبما أن  n        : 3فإن 0x y  3ومنهy x 
2فنجد :  في   نعوض   29 10x x   : 210ومنه 10x   : 1فيكون , 1x x 
1)وبالتالي النقطة    3yيكون   1xعندما:   , 3 )C  
)وبالتالي النقطة    3yيكون   1xعندما:   1 , 3 )B 
 
)نتأم ل في معلم متجانس  ; , )O i j3) ، النقطة, 4)A.  ونتأم ل على المستقيم المرسوم منA  ًعموديا

)على  )OAالنقطتين ،B وC  المتناظرتين بالنسبة إلىA  واللتين تجعلان المثلثBOC  متساوي
 الأضلاع.

.a احسبOA   5 وأثبت أن 3

3
AB.  

5ذات النظيم  nيؤول إلى إيجاد الأشعة  « Cو Bإيجاد إحداثيات »استنتج أن    3

3
والعمودية  

 .OAعلى
 .Cو B، ثُم  استنتج إحداثيات nعي ن الأشعة  2.

 
 
 
 
 

5OA OA.a ، بفرض طول الضلع a BC ،  : فيكون
3

2
a OA  : 10وبالتالي

3
a  . 

5 5 3

2 33

a
AB 

.b   بفرض

2 2

, : 3, 4

5 3

3
5 3

( 3) ( 4)
3

B x y n AB x y

n AB

x y

 

.1

.b

.1

24
4 
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2ومنه  2 25
( 3) ( 4)

3
x y  

.لكن   0n OA 

 3( 3) 4( 4) 0x y  4       ومنه
( 3) ( 4)

3
x y 

 فنجد :في  نعوض 
2 216 25

( 4) ( 4)
9 3
y y  225ومنه 25

( 4)
9 3
y  2أي( 4) 3y :وبالتالي 

 
4 3 4 3

4 3, 4 3, 3 , 3 , 4 3
3 3

y y x C 

 
) نتأم ل في معلمٍ متجانس  ; , )O i jو  ، مستقيمينd  3معادلتاهما على التوالي

2
3y x و

2 10y x ُيقطعُ المستقيم .d  محورَ التراتيب فيB ُويقطعُ المستقيم ،d  محورَ الفواصل
 BAC                 للزاوية  ارسمْ شكلًا. وأعطِ قياساً  . Aفي  dو d، ويتقاطعُ Cفي 

 

 
   dو  dبالحل المشترك بين معادلتي   Aلنجد إحداثيات النقطة  

)فنجد   2 , 6 )A   (5,0)ولدينا , (0,3)C B    : ومنه 

 

( 2 , 3), ( 3 , 6)

6 18 12

4 9 13 , 36 9 45 3 5

12

65

AB AC

AB AC

AB AC

AB AC
COS

AB AC
                                                       ومنه           

 
 

)في معلمٍ متجانس   ; , )O i j النقاط ،A وB وC  عة وفق ما يبيِ نه متوض 
 الشكل المجاور.

 .Cو Bو Aاحسب إحداثيات النقاط  1.

 .استنتج قياساً تقريبي اً للزاوية  2.

 

d 25 
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)  لدينا 1. 2 , 2 3 )A ،  5ومن الشكلOB   فنجد إحداثيات( 21 , 2) , ( 21 , 1)B C 

.2 (2 , 2 3) , ( 21 , 1)

2 21 2 3

22 , 4

OA OC

OA OC

OC OA

 

2ومنه  21 2 3
, ....., .....

3 3 34 22
COS 

 
 ABC  مثلثٌ قائم فيA،H  هي المسقط القائم للنقطةA  على( )BC وI  هي منتصف[ ]BC

 .J  المسقط القائم للنقطةH  على( )ABو ،K  المسقط القائم للنقطةH على ( )AC. 
2ABأثبت أن   1. JK AC JK AI JK. 
ABأن  أثبت  2. JK AB HA ،  وأنAC JK AC AH. 
) استنتج مما سبق أن  المستقيمين 3. )AI و( )JK .متعامدان 

 
( ) 2AB JK AC JK AB AC JK AI JK.1   

.2   AB JK AB JA AB HA

AC JK AC AK AC AH

 

.3  2 ( ) 0AI JK AB HA AC AH HA AB AC HA CB   
0ومنه   AI JK    أيAI JK 
 

 هي منتصف القطعة Iكما في الشكل. Dو Cو Bو A، وأربع نقاط xOyنتأم ل زاويةً قائمة  
AD .نريد إثبات أن  المستقيمين ( )BC و( )OI  .متعامدان 

 أولًا: حلٌّ تحليلي
)نختار معلماً متجانساً  , , )O i j  يكون فيه( , 0)A a 0)و, )D b حيث 

0a 0وb. 
عْ عليه هذا المعلم. 1.  ارسم شكلًا ووضِ 
 .Iو Cو Bإحداثيات النقاط  bو aاحسب بدلالة  2.
) استنتج أن  المستقيمين 3. )OI و( )BC .متعامدان 

 ثانياً: حلٌّ هندسي

27 

 الحل
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2OIتحق ق من أن   1. OA OD  واستنتج أن ، 
2OI CB OA OB OC OD 

) أثبت إذنْ أن  المستقيمين 2. )OI و( )BC .متعامدان 

 
 أولًا: حلٌّ تحليلي

.2 ( ,0) , ( , 0 ) , ( 0 , ) , ( 0 , ) , ,
2 2

a b
A a B b C a D b I           

 .3 ( , ) , ,
2 2

( ) ( ) 0
2 2

a b
BC b a OI

a b
BC OI b a

 

OIومنه  CB    
 ثانياً: حلٌّ هندسي

2OAإن     1. OD OI   . حسب قاعدة متوازي الأضلاع 
2 ( ) ( ) ( )

0 0

OI CB OA OD CB OA OD CO OB

OA CO OA OB OD CO OD OB

OA OB OD CO

 

OA,ولكن  2. OC OB OD   : 0فينتج OI CB  ومنهOI CB 

bثلاثةُ أعداد حقيقي ة ليست معدومة و cو ..و ..  c في معلمٍ متجانس .( , , )O i j تعطى ،
,0)النقاط  )A a و( , 0)B b و( , 0)C cنرمز إلى نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث . ABC بالرمز H ،
)عمودياً على  Bإلى المستقيم المرسوم من  dوبالرمز )BC وبالرمز d  إلى المستقيم المرسوم من
C عمودياً على ( )BCرُ من )المستقيم العمودي على  O . نمرِ  )AB  فيلتقيd  في النقطةP 

)والمستقيم العمودي على  )AC  في  ..فيلتقيQ. 
bcيساوي  Hأثبت أن  ترتيب  1.

a
0BHمساعدة : ) .  AC) 

 .cو bو aبدلالة  Qو Pاحسب تراتيب النقاط  2.

 تقع على استقامة واحدة. Hو Qو Pاستنتج مما سبق أن  النقاط  3.

 
..   
0BH AC  حيث( , ) , ( , )H HAC c a BH x b y   ومنه ( ) ( ) 0H Hc x b a y أي

0H Hcx cb ay  وبالتالي: 0H H
cb

y x
a

  

 الحل
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.2   
0OPلدينا  AB   وبما أن( , )pOP b y  و( , )AB b a  نجد

2
2 ( ) 0 ,P P

b
b a y y

a
  

   
 في المثلث Euler  مستقيم أولر 

 ان مستقلا ن.الآتيالسؤالان  أولًا: أسئلة تمهيدية.
A.1 وB وC  ثلاثُ نقاطٍ ليست على استقامة واحدة. أثبت أن  الشعاع الوحيدu  ق الذي يحقِ 
0u AB 0وu BC .هو الشعاع المعدوم 
OBC.2  مثلثٌ متساوي الساقين فيO  أثبت أن .( ) 0OB OC BC . 

هي نقطة تلاقي ارتفاعاته،  O،Hهي الدائرة المارة برؤوسه والتي مركزها  مثلثٌ ما،  ABC ثانياً.
 هي مركز ثقله.  Gو
HO، والعلاقةأولاً في  2. باستعمال 1. OA HA : أثبت ما يلي 
   إن( ) 0HO OA OB OC BC . 
 إن   وبالمثل( ) 0HO OA OB OC AB.  
 استنتج أن   ، أولاً في  1. باستعمالOH OA OB OC. 
0GAأن  الحسبان في نأخذ  2. GB GC .  
   3أثبت أنOA OB OC OG. 
   استنتج مما سبق أنO وH وG  .رُّ هو المستقيمُ الما «لريأو مستقيم »)تقع على استقامة واحدة

 .بهذه النقاط(

 
0لدينا   1.أولًا:  , 0u AB u BC    0بالجمع نجدu AB u BC   أي

( ) 0u AB BC 0ومنه نجدu AC 0وبالتاليAC  وهذا يعني أن النقط
, ,A B C  0إذن  ،وهذا يخالف الفرض  ،فهي على استقامة واحدة  ،تؤول إلى نقطتينAC 

ACأو  u . 
0uلدينا  AB  : 

ABفإن 0uعندما   u   فالنقط  ،ومنه, ,A B C   وهذا يخالف  ،تقع على استقامة واحدة
 وهي الحالة المقبولة .   0uأو    ،الفرض 
)أثبت أن   2. ) 0OB OC BC 

30 

 الحل
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2OBفيكون :  BCمنتصف  Iبفرض  OC OI  وOI BC  لأن ارتفاع نازل من الرأس
2في مثلث متساوي الساقين  وبالتالي :  0OI BC   

  1. ثانياً.
 ( ) ( )

( ) 0 0 0

HO OA OB OC BC HA OB OC BC

HA BC OB OC BC

 

)بإتباع طريقة الطلب السابق نحصل    ) 0HO OA OB OC AB 
أن :  1.وجدنا حسب  

 
( ) 0 ,( ) 0HO OA OB OC BC HO OA OB OC AB 

0HOوحسب أولًا يكون  OA OB OC  ومنهHO OA OB OC 
0GAبما أن   2. GB GC 

3OAحسب المبرهنة الخامسة في مركز الأبعاد المتناسبة نكتب :   OB OC OG 

بما أن   
3

HO OA OB OC

OG OA OB OC
3HOومنه   OG  ًفالشعاعان مرتبطان خطيا 

,فالنقط  ,O G H   . على استقامة واحدة  تسمى مستقيم أولر 
 

. نقرن، بكل dعلى  Oالمسقط القائم للنقطة  H، ولتكن O و نقطةً خارجه dنتأم ل مستقيماً  
على استقامة واحدة  و Mو Mو Oقُ الشرطين: تحق   M، نقطةً dمن  Mنقطة متغيرة 

2OM OM OH. 
.a   2تحق ق أنOM OH OH. 
.b   استنتج أنM  على  هي المسقط القائم للنقطة( )OM. 
 .dالمستقيم  Mعندما ترسمُ  Mللنقطة  نهدف إلى إيجاد المحل الهندسي  2.
.a  أن  أثبتM  محتوى في  يُطلبُ تعرُّفُها. بذا نكون قد أثبتنا أن   تنتمي إلى دائرة. 

؟ خذْ نقطةً هي نقطةٌ من  من  M: أكلُّ نقطةٍ الآتيتبقى الإجابةُ عن السؤال  ،بالعكس 
)، يقطعُ المستقيمُ Oتختلف عن  من  Mما  )OM  َالمستقيمd فيM  أثبت أن .
2OM OM OH . 
.c  للنقطة  عندما  استنتج المحل الهندسيM  ُعندما ترسمM  المستقيمd. 

 
.1 .a       2

2OM OH OH OH OH OH 

.1

H

.b
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 .b  ًلدينا فرضا OM OM OM OH   ومنهOM  مسقطOH علىOM  أيM المسقط
 .  OMعلى  Hالقائم للنقطة 

.a.2   بما أن المثلثH M O قائم فيM فإنM  تنتمي إلى دائرةC  قطرها[ ]OH 
 . محتوى في  Mالمحل الهندسي للنقطة Lإذن 
 :يجب أن تتحقق العلاقةأي هي نقطة من  من كل نقطة   

  
  يقطع المستقيم  ،وقطرها التي مركزها منتصف بفرض   

 ويكون : في  المستقيم 
  

 .محتوى في ومنه 
 إذن : 

 
 

ل يمر بالنقطة  ما، و مثلثٌ    ، ومختلف عن مستقيمٌ متحو 
هما المسقطان القائمان للنقطتين  و . و كلٍ  من 

على  هي المسقط القائم للنقطة  . النقطة على  و 
. أخيراً، على  هي المسقط القائم للنقطة  ، والنقطة 

 .في  و يتقاطع المستقيمان 
 ما العناصر الثابتة في الشكل؟ وما العناصر المتحولة؟ 

: لاستنتاج استعمل  ، ثم  تحققْ أن     أن 
 .و 

 .أثبت بالمثل أن  
  متعامدان. و  استنتج من الأسئلة السابقة أن  المستقيمين 

ل عليه  3. ل  ما الخط الثابت الذي تتحو   .عندما يتحو 

 
 

العناصر الثابتة : 
 

 .  العناصر المتحولة :      ، 
 لأن                     

C

.bM C
2

2OM OM OH OH  

.cM C [ ]OHOHOM 

dM
2 2

2( ) 0OM OM OH HM OH OH HM OH OH OH         

C

C L

ABCA

( )AB( )ACBC

BCPB

( )ACQC( )AB

( )B P( )CQM

.1

.2 .a0AB C MCM AM AC

AB AM AB ACAB AM AB AC

AC AM AC AB

.b( )AM( )BC

M

.1, ,A B C, , , ,M Q P B C 

.2 .a0AB C M AB C M
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   لنثبت أن  : 
   

.b    

 .  والعمودي على  تقع على المستقيم الثابت المار من   
 

 
 .و و النقاط   نتأم ل في معلمٍ متجانس 

 .و كلًا من ، و احسب، بدلالة  
 ، هي مستقيمٌ يطلبُ رسمه.التي تحقق  ، مجموعة النقاط أثبت أن   
 مستقيمٌ يطلبُ رسمه.، هي التي تحقق  ، مجموعة النقاط أثبت أن   
 يطلب إيجاد إحداثياتها. تحقق  أثبت وجود نقطة وحيدة  
 متعامدان. و  أثبت أن  المستقيمين 

 
   وبالتالي     

 وبالتالي:    
          

    
ومنه نجد  و تحقق المعادلتين :   وبالتالي  بفرض 

 أي  
       

 : وبالتالي أي  
 

  0AB AM AB AC C M AB AC AB AC           

AB AM AB AC AB AC      

AC AM AC AB   

   
0

AC AM AC AB B M AC AB AC AB AC ABAC B M


               

 0 0

0

AB AM AC AM AB AC AM

CB AM CB AM

       

   

.3 MABC

( ; , )O i j(3,2)A(0,6)B( , )M x y

.1xyOA OMOB OM

.2.a1M18OA OM

.b2M18OB OM

.3.aC18OA OC OB OC

.b( )OC( )AB

.1     3,2 , 0,6 , ,A B M x y6 , 18OB OM y OA OM   

. .2a3 2OA OM x y  1
:3 2 18x y  

.b 
1

6 , 18 6 18

: 3

OB OM y OB OM y

y

     



.c18OA OC OB OC   

C MC3 2 18x y 3y 

3 6 18x  4x 

.d

 
0

0

OA OC OB OC

OA OB OC

   

  

0BA OC AB OC
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 .و و ، النقاط نتأم ل في معلمٍ متجانسٍ   
 .أثبت أن   
 .التي تحققُ  ارسم مجموعةَ النقاط  2.

 
   

    

  

 

 .منتصف  ، وومركزه  مربعٌ طولُ ضلعه يساوي   

 .هي المستقيم  التي تحق ق  أثبت أن  مجموعة النقاط  
 . أثبت أن    

.b  وتمرُّ  هي الدائرة التي مركزها  التي تحقِ ق  استنتج أن  مجموعة النقاط
 .بالنقطة 

 
فنجد :  ولدينا  لدينا   

 
 . على  المسقط القائم للشعاع  ومنه الشعاع 

 .  تقع على المستقيم  إذن  ولكن 

( ; , )O i j( 3,1)A(1,5)B( , )M x y

.1
2 2 8 8 16MA MB x y

M2 2 8MA MB

.1     3,1 , 1,5 , ,A B M x y

   

   
 

 

        

2 2

3 ,1 , 1 ,5

2 2 ,6 2

4 , 4

4 2 2 6 2 4

8 8 24 8 8 8 16

MA x y MB x y

MA MB MA MB MA MB

MA MB x y

MA MB

MA MB MA MB x y

x y x y

    

   

    

   

        

      
2 2 8

8 8 16 8 8 8 8 0

1 0 1

MA MB

x y x y

x y y x

  

       

      

ABCD2OIAB

.1M2AB AM( )OI

.2.a2 1MA MB IM

M4MA MBI

C

.12AB AM 2AB AI AB AI   

AB AI AB AM  

AIAMAB

AB OIMOI
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 ومنه  أي  ومنه       
) حسب  وبما أن  ،ونصف قطرها  تقع على دائرة مركزها  وبالتالي 

 .  فيثاغورث( فإن الدائرة تمر من 
 يمكن حل المسألة تحليلياً باختيار معلم متجانس مركزه أحد رؤوس المربع .  طريقة ثانية:

 
 

  .منتصف  ، ومربعٌ طول ضلعه يساوي   
 ، كان:النقطة أثبت أنه أينما كانت  

 
التي  هي مجموعة النقاط  التي تحقق   استنتج أن  مجموعة النقاط 

 .تحقق
 .هي المستقيم  التي تحقِ ق  مجموعة النقاط أنَّ أثبت  

 
           

 
 وبالتالي :  فيكون  ، بما أن      
هو المستقيم  فيكون المحل الهندسي للنقطة  ،  هي النقطة  على  فيكون مسقط       

 
 يمكن حل المسألة تحليلياً باختيار معلم متجانس مركزه أحد رؤوس المربع . :  طريقة ثانية

 

من  النقطة  من  مختلفة  . نقرن بكلِ  نقطة مركزها  قطرٌ في دائرة   

عندما  للنقطة  . ما المحل  الهندسي التي تُحق ق  المستقيم 
 .محذوفاً منها النقطة  على الدائرة  تتحو ل 

 

. .2a
2

2 2

( ) ( )

0 0 1 1

MA MB MI IA MI IB

MI MI IB IA MI IA IB

MI MI

    

      

     

.b4MA MB 
2

1 4MI  
2

5MI 5MI 

MI5 5IC 

C

ABCD2IAB

.1 .aM

2 2 ( ) ( ) 2MA MB MA MB MA MB IM AB

.bM2 2 4MA MBM

2IM AB

.2M2 2 4MA MB( )BC

.1 .a
2 2 ( )( ) 2 2MA MB MA MB MA MB MI BA IM AB       

.b2 2 4MA MB 2 4IM AB 2IM AB 

MABBM

BC

ABOMAM

( )AM
2AM AM ABM

MA
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 تقع على المستقيم المار من   ومنه   على  المسقط القائم للشعاع  ومنه 
 .  والعمودي على 

يقطع  بحيث  من المستقيم  ولآن بقي علينا الإجابة عن السؤال الآتي: هل كل نقطة 
 ؟  تحقق  في نقطة  الدائرة 

  لدينا 
 . كاملًا هو المحل الهندسي للنقطة  العمودي على  و ومنه المستقيم المار من  
 

و الترتيب، المساقط القائمة للنقاط ب، و و . لتكن ومستقيماً  نتأم ل مثل ثاً  
 عمودياً على  هي نقطة تقاطع المستقيم المار بالنقطة  . النقطة على  و 

  متعامدان. و . أثبت أن  المستقيمين عمودياً على  مع المستقيم المار بالنقطة 
ه المستقيم  ليكن   و ميين ن السل  يْ . عب ر عن الجداءَ شعاع واحدة يوج 

 .و و بدلالة 

 

 

 

ومنه   نجد :  من  بطرح 
 

 وهو المطلوب .  وهذا يعني أن : 

2

2 2

0

2

( )

AM AM AB

AB BM AM AB AB AM BM AM AB

AB AM AB AB AM AB AB



 

         

     

ABAM ABM B

AB

M M A

CM2AM AM AB 

2AM AM AB AM AB AB AB      

BABM 

ABCABCA

BCOB( )AC

C( )AB( )OA( )BC

uOA ACOA AB

uABAC

( )OA AC OB B A AC B A AC B A A C

OA AC B A A C

                

       

( )OA AB OC C A AB C A AB C A A B

OA AB C A A B

                

       

0OA AB OA AC    

( ) 0OA AB AC OA BC     

BC OA 
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  108ص  تَدرَّب   

  ABC .ٌاحسب، في كل ٍّ من الحالات الآتية، أطوال الأضلاع وقياسات الزوايا الباقية. مثلث   

 2 3AB 1وAC 60وBAC. 
 120ABC 15وACB 2وBC. 
 2 3AB 6و 2BC 6و 2CA. 

 
 

2 2 2

2 2

2

2

2 3

1

60

2

1
1 (2 3) 2(1)(2 3)

2
1 4 4 3 3 2 3

6 3 3 3(2 3)

3 2 3

AB c

AC b

BAC A

a b c bcCosA

a

a

a

a

 

1

3 2 31

3

2
1

2 2 3

48

72

b a

SinB SinA
a

SinB SinA

SinB

SinB

B

C
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2

15

120

180 (120 15 ) 45

2

2 3

2 2
6

2

2 6 2

2 4
3 1

BC a

ACB C

ABC B

A

a b c

SinA SinB SinC
b

b

c

c
 

2 2 2

2 2

6 2

6 2

2 3

2

( 6 2) ( 6 2) 12 1

22( 6 2)( 6 2)

CA b

BC a

AB c

b a c
CosC

ba

CosC

 

 60Cما يلائم المثلث يكون 

2 3 6 2

3

2
6 2

4

c b

SinC SinB

SinB

SinB

 

 60Cمرفوض لأن 165Bأو  15Bيكون ومنه ما يلائم المثلث 
180 (15 60 )

105

A

A
 

 
A في حالة الشكل المرسوم جانباً، احسب: 

B C

603 4
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 .ABCمساحة المثلث 
 .ABCمحيط المثلث 

 
1

60
2
1 3
(3)(4)
2 2
3 3

S ABAC Sin

S

S

 

2 2 2

2

2

2

1
16 9 2(3)(4)

2
13

13

a b c bcCosA

a

a

a

 

 3 4 13 7  محيط المثلث13
 

 في حالة الشكل المرسوم جانباً، احسب: 
 .AI احسب طول المتوسط 
 احسب طولي المتوسطين الآخرين. 

 
2 2 2

2

2

2 4
81 64 100 95

2 4 2
95

2

a

a

a

b c a
m

m

m

 

 بنفس الأسلوب نحسب المتوسطين الآخرين  
 

5 همساحت ABCنتأم ل مثلثاً   ، واستنتج أنَّ AC. احسب 60BACو 4AB، وفيه3
21BC. 

 الحل 

 الحل

 الحل

A

B C

8 9

10
I



 

106 

2 2 2

2

2

5 3

4 , 60 , ?

1 3
5 3 (4)

2 2
5

2 cos

1
25 16 2(5)(4)

2
21

21

S

c A b

b

b

a b c bc A

a

a

a BC

 

 
 

 
  112ص  تَدرَّب   

شعاعٌ ناظمٌ عليه،  nوأن   Aمتَ أن ه يمر  بالنقطة إذا عل d، ارسم المستقيم يأتيفي كل ِّ حالةٍّ مما   
 ثمَّ أعطِّ معادلةً له.

 (1, 1)A 2)و, 3)n. 
 ( 1, 2)A (0,2)وn  . 
 ( 3,2)A (3,0)وn. 

 
 (1, 1) , (2, 3)A n 

 
2المعادلة من الشكل   3 0x y c  ولما كانت

,1)النقطة  1)A d فهي تحقق معادلته
2(1) 3( 1) 0c  5ومنهc  فمعادلة

2:المستقيم  3 5 0d x y. 
 
 

( 1, 2) , (0,2)A n 

 
: 2d y 

 
 

 الحل

x  O  

y  

A  

n  

x  O  

y  

A  
n
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x  O  

y  

A  n  
 ( 3,2) , (3,0)A n 

 
 
 

: 3d x 
 
 
3الذي معادلته  d عي ن شعاعاً ناظماً على المستقيمٌ    5 0x y  م معادلةً للمستقي اكتب. ثُم

 .dوالعمودي على  A(1,2)المار بالنقطة  

 
(3, 1)n شعاع ناظم على المستقيمd 

,3)المطلوب كتابة معادلته يقبل المتجه المستقيم    1)n متجه توجيه له فهو مرتبط خطياً مع المتجه
1

1,
3

v 

1والمعادلة من الشكل 
:

3
y x c 1)يمر بالنقطة ولما كان المستقيم , 2)A فهي تحقق معادلته

1
2 (1)

3
c ومنه

7

3
c

 
1ومنه 7

:
3 3

y x 
 

 عامدين أو غير متعامدين.مت dو dفي كل ٍّ من الحالات الآتية، بي ِّن إذا كان المستقيمان   
 : 2 4 0d x y    و: 6 3 7 0d x y. 
 : 2 5d y x    و: 2 1 0d x y. 
 : (1 2) 3 0d x y  و : ( 2 1) 0d x y. 

 
 ..هو dو  dشرط تعامد  سنحل فقط التمرين 

 تعامدان م dو  dومنه المستقيمان 
 

  في حالة الشكل المرسوم جانباً:   
)موازياً المستقيم  Aالمار بالنقطة  معادلةً للمستقيم  اكتب  )BC.  
عمودياً على المستقيم  Aالمار بالنقطة  معادلةً للمستقيم  اكتب 

 الحل

 الحل
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( )BC.  

 
(2,3) , ( 2, 1)

( 4, 4)

B C

BC

 

)مرتبط خطياً مع الشعاع  u(1,1)فالشعاع  4, 4)BC  من الشكل فمعادلة المستقيم
y x p (3,0)ولما كانت النقطةA 0فهي تحقق معادلته تنتمي إلى المستقيم 3 p ومنه

3p 3هي فمعادلة المستقيمy x 
( 4, 4)n BC 

4من الشكل فمعادلة المستقيم  4 0x y c  (3,0)ولما كانت النقطةA تنتمي إلى المستقيم
12فهي تحقق معادلته 0c 12ومنهc  3هي فمعادلة المستقيم 0x y 
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 .، في كل ٍّ من الحالات الآتية، معادلةً للدائرة اكتب 
) زهامرك  .2ونصف قطرها Oمركزها  1,1)I 3)وتمر بالنقطة, 2)A. 
,2) مركزها   3)I .مركزها  وتمسُّ محور التراتيب ( 3,2)I .وتمسُّ محور الفواصل 
,2)مع AB قطرها   1)A (4,9)وB.  تمسOx وOy .ويقع مركزها في الربع الأول 
 الحل: 

 
2 , (0,0)R O  
2 2 2x y 

)مركزها   1,1)I 3)وتمر بالنقطة, 2)A والمعادلة من الشكل                    
2 2 2( 1) ( 1)x y R 3)ولما كانت الدائرة تمر بالنقطة, 2)Aفهي تحقق معادلتها 
2 2 2(3 1) ( 2 1) R225ومنه R2فمعادلة الدائرة هي 2( 1) ( 1) 25x y 

)مركزها   3,2)I الفواصل وتمس محور 

                    0 2R x 2والمعادلة هي 2( 2) ( 3) 4x y 
,2)مركزها   3)I 0وتمس محور التراتيب 2R y 2والمعادلة هي 2( 3) ( 2) 4x y 
]قطرها  ]AB  2)مع, 1)A (4,9)وB 

 الحل

 الحل
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]مركز الدائرة هو منتصف القطعة المستقيمة ]AB  وليكنI 4فيكون 2 9 1
,

2 2
I (3,4)ومنهI 

2 2(4 2) (9 1) 104 2 26

26
2

AB

AB
R

 

2ومعادلة الدائرة هي  2( 3) ( 4) 26x y 
0oRويقع مركزها في الربع الأول  Oyو Oxتمس    x y 0لما كانت 0( , )x y تقع في الربع

0oRالأول كان  x y  2ومعادلة الدائرة هي 2 2( ) ( )x R y R R 
 

)أثبت، في كل ِّ حالةٍّ، أنَّ مجموعة النقاط   , )M x y  ُطلب التي تحق ق المعادلة المذكورة هي دائرة، ي
 تعيين مركزها ونصف قطرها.

  2 2 3 4 4 0x y x y.   

 ( 1)( 3) ( 1)( 2) 0x x y y. 

 

     
2 2

2 2

2
2

3 4 4 0

9 9
3 4 4 0

4 4
3 9

( 2)
2 4

x y x y

x x y y

x y

     

3مركزها         
, 2
2

I
  

3ونصف قطرها 

2
R 

2 2

2 2

2
2

( 1)( 3) ( 1)( 2) 0

4 3 2 0

1 1
4 4 4 1

4 4

1 13
( 2)

2 4

x x y y

x x y y

x x y y

x y

 

1مركزها         
2,

2
I

  
13ونصف قطرها 

2
R 

 اً.تأم ل الشكل المرسوم جانب 
 .BCوأخرى لمحور القطعة  ABمعادلةً لمحور القطعة  اكتب 
 .ABCبرؤوس المثلث  استنتج إحداثيتي مركز الدائرة المارة 
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 (1,5)A و( 2,3)B 
( 3, 2)AB  فمعادلة المستقيم

 
d  محور القطعة المستقيمة[ ]AB  من الشكل 

: 3 2 0d x y c المستقيمd  يمر بمنتصف[ ]AB  وليكنMفتكون إحداثيات النقطةM  هي
1
,4
2

M  وهي تحقق معادلةd
1

3 2(4) 0
2

c  13ومنه

2
c  فمعادلة المستقيم

 
d  محور القطعة المستقيمة[ ]AB 13هي

: 3 2 0
2

d x y 

]وبنفس الأسلوب نجد معادلة محور القطعة المستقيمة  ]BC 3فتكون
:5 2 0

2
d x y 

بالحل المشترك  dو  dيكون نقطة تقاطع المستقيمين  ABCمركز الدائرة المارة برؤوس المثلث
5نجد  dمن معادلة  dوبطرح معادلة 

8
x  نعوض في إحدى معادلتيd أوd  37فيكون

16
y 

5فمركز الدائرة هو  37
,
8 16

I 

 

)معلمٍّ متجانس نتأم ل في   ; , )O i j  المستقيمd  8ذا المعادلة 0x y 3)، والنقطة, 0)A. 
ع النقطة    في شكلٍّ واحد. dوارسم المستقيم  Aوض ِّ
 ومحور الفواصل. dنقطة تقاطع  Kو dعلى  Aالمسقط القائم للنقطة  Hلتكن 

.a  أثبت أنَّ المثلثAHK قائمٌ ومتساوي الساقين واحسبAH. 

.b  استنتج معادلةً للدائرةC  التي مركزهاA مَ وتمسُّ المستقيd. 

   
 

 
 .a  بافتراضB نقطة تقاطع المستقيمd مع محور

 التراتيب 
متشابهان لأنَّ فيهما  AHKو  BOKمثلثين إنَّ ال

90O H وK مشتركة 
قائم ومتساوي الساقين كان المثلث BOKولما كان المثلث 

AHKومتساوي الساقين ، لحساب  قائمAH  نضع نسب
 التشابه 

 الحل

x  

y  

O  A  

H  

K  

B  
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5

8 8 2
5

2

AHK AH AK
BOK BO BK

AH

AH

 

.b 
2 2

5

2
25

( 3)
2

R AH

x y

 

 
2دائرةً معادلتها  لتكن   2 2 2 8 0x y x y ولتكن .A وB  نقطتي تقاطعها مع محور

 إحداثيات هذه النقاط الأربع. احسبنقطتي تقاطعها مع محور التراتيب.  Dو Cالفواصل، و

   
   

 0yلإيجاد نقط التقاطع مع محور الفواصل نضع 
2 2 8 0

( 4)( 2) 0

4 , 2

x x

x x

x x

 

)ومنه     2,0) , (4,0)A B 
 0xلإيجاد نقط التقاطع مع محور التراتيب  نضع 

2 2 8 0

( 4)( 2) 0

4 , 2

y y

y y

y y

 

,0)ومنه     2) , (0,4)C D 
2المعادلة    2 6 2 0x y x y معادلةٌ للدائرة . 

,2)أثبت أنَّ   4)A  نقطةٌ من. 
عْ عليها   ارسم   .للدائرة  dالمماس  A، ثمَّ أنشئ من Aووض ِّ
 .dمعادلةً للمماس  اكتب 

    
,2)نعوض إحداثيات النقطة   4)A  في معادلة الدائرة 

2 2(2) (4) 6(2) 2(4) 20 20 A(2,4)ومنه 0 C 

 الحل

 الحل
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x 

y  

O  

A  

I  B 
 

 

  

    
2 2

2 2

6 9 9 2 1 1 0

( 3) ( 1) 10

x x y y

x y
 

,3)مركزها          1)I
  

 10Rونصف قطرها 
 
 
 

    ( 1, 3)IA هو شعاع ناظم على المماس للدائرةC 2)المرسوم من النقطة, 4)A  فمعادلة المماس
3من الشكل  0x y c 2)ولما كانت النقطة, 4)A   تنتمي إلى المماس فهي تحقق معادلته

2 12 0c  10ومنهc  3فمعادلة المماس هي 10 0x y 
 
,2) تأم ل النقطتين  3)A و( 1,1)B ، والمستقيمd  1ذا المعادلةy. 

عْ على شكلٍّ النقطتين    .dوارسم عليه المستقيم  Bو Aوض ِّ
 .dنقطةٌ من المستقيم  I، ومركزها Bو Aالمار ة بالنقطتين  أنشئ الدائرة  
 .، ثمَّ معادلةً للدائرة I. واستنتج إحداثيتي النقطة ABمعادلةً لمحور القطعة  اكتب 

 
 

 
 
 
 

هي مركز الدائرة المطلوبة Iفي نقطة  1yفيقطع المستقيم  ABنرسم محور القطعة المستقيمة  
  IAونصف قطرها 

 ( 3, 2)AB  وبافتراضM منتصف القطعة المستقيمةAB   فتكون إحداثيات النقطة
1
,2
2

M ومنه معادلة محور القطعة المستقيمةAB   3من الشكل 2 0x y c  ولما كانت

1النقطة 
,2
2

M معادلته   تنتمي إلى المحور فهي تحقق
1

3 2(2) 0
2

c  ومنه
11

2
c 

 الحل

x  

y  

O  

A  

 

I  
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هي فمعادلة المحور
11

3 2 0
2

x y  مركز الدائرةI  هو نقطة تقاطع محور القطعة المستقيمة
AB  1مع المستقيمy 

11بالحل المشترك نجد 
3 2 0

2
x  7ومنه

6
x 7وبالتالي

,1
6

I 
2

27
2 (3 1)
6

169 13

36 6

R IA

R

 

ومنه معادلة الدائرة هي  
2

27 169
( 1)

6 36
x y 

 

 

 
  119ص  تَدرَّب   

 :الآتيةأجب عن الأسئلة  
5تحق ق أنَّ  

12 6 4
5، ثمَّ احسب 

cos
12

5و 
sin
12

. 

11تحق ق  أنَّ   2

12 3 4
11ثمَّ احسب ، 

cos
12

11و 
sin
12

. 

3cos باستعمال 
6 2

2cos، احسب 
12

cosاستنتج و  
12

sinو  
12

. 

 
 5

12 6 4
 ومنه  

5

12 6 4 6 4 6 4

5 1 2 3 2

12 2 2 2 2
5 6 2

12 4

Sin Sin Sin Cos Cos Sin

Sin

Sin

 

5

12 6 4 6 4 6 4

5 3 2 1 2

12 2 2 2 2
5 6 2

12 4

Cos Cos Cos Cos Sin Sin

Cos

Cos

 

 رين السابق بنفس أسلوب التم 

 الحل
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2

2

31 2 112 2
12 2 2

2 3

12 4

2 3

12 2

Cos

Cos

Cos

Cos

 

2 2

2

2 3
1 1

12 12 4

2 3

12 4

2 3

12 2

Sin Cos

Sin

Sin

 

 في كل ٍّ من الحالات الآتية: ، sin2xاحسب  

 1sin
3

x  و  ,
2

x   3sin
5

x 3 و
,2
2

x.  

 4cos
5

x  و  , 0
2

x  5cos
12

x و ,
2

x. 

 
 1

, ,
3 2

Sinx x 

2 1 8
1
9 9

2 2
: ,

3 2

1 2 2 4 2
2 2

3 3 9

Cos x

Cosx x

Sin x

 

 اختزل كلًا من العبارات الآتية: 
 ( ) cos(7 )sin(6 ) sin(7 )cos(6 )A x x x x x. 
 ( ) cos cos(2 ) sin sin(2 )B x x x x x. 
 ( ) cos(3 )sin(2 ) cos(2 )sin(3 )C x x x x x. 

 
 ( ) 6 . 7 6 . 7

(6 7 ) ( )

A x Sin x Cos x Cos x Sin x

Sin x x Sin x Sinx
    

 الحل

 الحل
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 بنفس أسلوب التمرين السابق  و       
 

 .cosxأو  sinxمن العبارات الآتية بدلالة  عب ِّرْ عن كل ٍّ  

  2cos( )
3

x      2 co( )
4

x     2 sin( )
4

x 
 .إثبات تعامد مستقيمين 
 .البحث عن معادلة دائرة 

 
   2 2 . .

3 3 3

1 3
2 3
2 2

Cos x CosxCos Sinx Sin

Cosx Sinx Cosx Sinx

 

 .بنفس أسلوب التمرين السابق  و  
 

 أنشطة

 علاقات خاصة بالمساحات 

 علاقة هيرون  Heron 

1وجدنا فيما سبق مساحة المثلث بدلالة ضلعين والزاوية المحددة بهما: 
sin

2
S bc A .لحساب S 

 .cو bو aبدلالة  sinA، علينا حساب cو bو a أطوال الأضلاع بدلالة
2استناداً إلى مبرهنة الكاشي لدينا   1. 2 2 2 cosa b c ab A. 
.a   َّ2استنتج منها أن 2 2 2 2 2 2 2 2(4 )sin 4 ( )b c A b c b c a. 
.b  نرمز إلى محيط المثلثABC  2بالرمزp2 ، إذنp a b c. :  أثبت أنَّ

2 2 2sin 4 ( )( )( )b c A p p a p b p c 
 استنتج مما سبق أنَّ  2.

( )( )( )S p p a p b p c. 

 الحل 

 الحل

 1 نشاط
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.1 .a2 2 2 2 2 2
1

2 2 2 2 2

22 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2

(4 ) (4 )(1 )

4 4

4 4
2

4 ( )

l b c Sin A b c Cos A

b c b c Cos A

b c a
b c b c

bc

b c b c a l

 

.b    2وجدنا أن 2 2 2 2 2 2 2 2(4 ) 4 ( )b c Sin A b c b c a ومنه 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

(4 ) (2 ( )).(2 ( ))

( ( ) ).(( ) )

( )( )( )( )

b c Sin A bc b c a bc b c a

a b c b c a

a c b a b c b c a b c a

 

2pلدينا فرضاً  a b c 2بطرحaللطرفين نجد 
2 2 2

2( )

p a a b c a

p a b c a
 

 وبالمثل نجد 
2( )

2( )

p b a c b

p b a b c
 

نعوض 
2 2 2

2 2 2

(4 ) 2( )2( )2( )2

4 ( )( )( )

b c Sin A p b p c p a p

b c Sin A p p a p b p c
 

.2 
2 2 2 2

2

1

2
1

4
1
4 ( )( )( )
4
( )( )( )

S bcSinA

S b c Sin A

S p p a p b p c

S p p a p b p c

 

          
 

 مساحة المثلّث والدائرة المارةّ برؤوسه 

 .Rونصف قطرها  O، وليكن مركزها ABCالدائرة المارة برؤوس المثلث لتكن 
حالة  1. حادة : نعلم، استناداً إلى مبرهنة الزاوية المحيطية والزاوية  BACفي 

1المركزية، أنَّ 

2
BAC BOC َّأثبت أن .sin

2

a
R A. 

حالة 2. نَّ  BACفي  1منفرجة: نعلم أ

2
BAC BOC َّيضاً أن ثبت أ . أ

sin
2

a
R A. 

 استنتج أنَّ : 3.

A

B C

O
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2
sin sin sin

a b c
R

A B C
  و  

4

abc
S

R
. 

 
زاوية حادة BACفي حالة 1.

     
1

2

2

2

2

BAC BOC

BAC MOC

a

Sin BAC SinMOC
R

a
SinA

R
a

RSinA

              

  

 زاوية منفرجة BACفي حالة 2.  
 المجاور نلاحظ أن في الشكل 

1

2

( )

2
2

2

A A

A COB COM

A COM

SinA Sin COM SinCOM

a
a

SinA
R R
a

RSinA

 

 
 
 
2مما سبق وجدنا أن  3.

a
R

SinA

2وبنفس الأسلوب نجد أن 
b

R

SinB

2و  
c

R

SinC

ومنه  

2نستنتج 
a b c

R

SinA SinB SinC

 

 الحل

A

B C

O

M
  

A

M
  

A

B C

O
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1

2
1

2 2

4

S abSinC

c
S ab

R
abc

S
R

 

 

  مساحة المثلّث والدائرة المماسّة لأضلاعه داخلاا 

ونصف  Iداخلًا، وليكن مركزها  ABCالدائرة المماسة لأضلاع المثلث  لتكن
2p، أي ABCمحيط المثلث  2p. وليكن rقطرها  a b c . 

 IBCتساوي مجموع مساحات المثل ثات  ABCبملاحظة أن  مساحة المثلث 
S أثبت أن   IABو ICAو pr. 

 
 

( ) ( ) ( )

1 1 1

2 2 2
1
( )

2
1
(2 )

2
.

S S IBC S IAC S IAB

a r b r c r

r a b c

r p

S r p

 

 
 طول منصّف داخلي 
. لنرمز إلى Dفي النقطة  BCالضلعَ  A، يقطعُ المنصفُ الداخلي للزاوية ABCفي المثلث 

 . و و 2على التوالي بالرموز Cو Bو Aقياسات 
. .1a :تحقق مما يأتي 

sin sin sin

BD AD c

BDA
و  

sin sin sin

DC AD b

ADC
 

.b  َّاستنتج أنDB c

DC b
0bو   DB cDC .  

. .2a أنَّ  استنتجD  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( , )B b و( , )C c. 

.b  َّأثبت أن( )bAB cAC b c AD. 

.c  َّ2 استنتج أن 2 2 2( ) 2 (1 cos )b c AD b c A. 

 الحل

 2 نشاط

A

B C

L

H

K

I

A

B CD

bc

A  

L  
K

  

B  C  H
  

I  
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2أثبت، انطلاقاً مما سبق، أنَّ  3.
cos
2

bc A
AD

b c
. 

و 3.2cو 2.4bفي حالة  ADاحسب  تطبيق: 4.
3

A. 

 
. .1a  في المثلثABD نجدBD AD c

Sin Sin
SinBDA

 

DCنجد ADCفي المثلث      AD b

Sin Sin
SinADC

 

  .b  من العلاقة الأولى نجد أنBD Sin

c
SinBDA

 

      
DCمن العلاقة الثانية نجد أن Sin

b
SinADC

 

BDAولكن  ADC  أيSin BDA Sin ADC   ومنهBD DC

c b
BDأي  c

DC b
 

  
0

c
DB DC

b
bDB c DC

bDB c DC

 

 . .2a  0بما أنbDB cDC ومنهD   هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( , ),( , )C c B b 
 .b 1

0

2

( ) ( )

( )

( )

l bAB cAC

b AD DB c AD DC

bAD b DB cAD c DC

b C AD bDB cDc

b C AD l

 

.c   وجدنا أن
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

( )

( ) 2 .

( ) 2 ( ).( )

( ) 2 2

( ) 2 (1 )

b c AD bAB cAC

b c AD b AB C AC bcAB AC

b c AD b c c b bc c b CosA

b c AD b c b c CosA

b c AD b c CosA

 

                                

 الحل
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2وجدنا مما سبق  3. 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2
2 2

2

( ) 2 (1 )

( ) 2 2
2

4

2( )
2

2

b c AD b c CosA

A
b c AD b c Cos

b c A
AD Cos

b c
bc A

AD Cos
b c

 

                                      
3.2 تطبيق: 4. , 2.4,

3
2(2.4)(3.2)

.cos
(2.4) (3.2) 6

15.36 3
.

5.6 2
1.37 3 2.3

c b A

AD

AD

AD

 

 

 عن مستقيم بعُد نقطة 
0axلتكن  by c  مع( , ) (0, 0)a b  معادلة لمستقيمd ٍّفي معلم ،

)متجانس  ; , )O i j ولتكن .A  نقطةً إحداثيتاها( , هي المسقط القائم  Aو (
 و cو bو aبدلالة  AA. الغاية هي حساب المسافةdعلى  Aللنقطة 

 .و
)الشعاع  1. , )n a b  شعاعٌ ناظمٌ علىd َّأثبت أن . 

2 2n AA n AA a b AA  
.2 A  ٌمن المستقيم  نقطةd فإذا رمزنا إلى إحداثيتيها بالرمز ،( , )x y 0، كانax by c .

بتي الشعاع   : يأتيوأثبت  ما  AAاحسب مرك 

n AA a b c  و  
2 2

a b c
AA

a b
 

وجدنا في السؤال السابق صيغة تفيد في حساب بُعد نقطة عُلمت إحداثي اتها في معلم . تطبيقات 3.
)متجانس  ; , )O i j  نجد تطبيقين لهذه الصيغة. يأتيعن مستقيم عُلِّمت معادلةٌ له. فيما 

.a  3لتكن 4 12 0x y  معادلة لمستقيمd 5)التي مركزها  .أوجد معادلةً للدائرة, 3)A  وتمس
 .dالمستقيم 

.b  3لتكن 2 0x y  معادلة لمستقيمd أَيمس  المستقيم .d  التي مركزها  الدائرةO 
 ؟1 ونصف قطرها

 الحل 

 3 نشاط

A

A

d

O i

j

x

y
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)بفرض 1. , )

( , )

( , )

. cos ,

A x y

AA x y

n a b

n AA n AA n AA

 

 
AA,بما أن الشعاعين   n   ًمرتبطان خطيا 

فإن 
, 0

, 1 1

n AA

Cos n AA

و أ

و أ
 

n.ومنه  AA n AA    نأخذ القيمة المطلقة للطرفين   للتخلص  من 

2 2

2 2

.

( ) ( ) .

.

n AA n AA

a x b y a b AA

ax a by b a b AA

 

 
)بما أن  2. , )A x y   تنتمي إلى المستقيم فهي تحقق معادلته 

2 2

2 2

0ax by c

ax by c

c a b a b AA

a b c
AA

a b

 

.3 .a

2 2

3(5) 4(3) 12

9 16
15

3
5

( 5) ( 3) 9

R

R

x y

 

.b 1(0) 3(0) 2

1 3
1

l

l R

 

)مماس للدائرة  dفالمستقيم  Rيساوي  dومنه  بعد مركز الدائرة عن المستقيم  )c. 
 

 4 نشاط إنشاء مخمّس منتظم 
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إنشاء مخمس منتظم بالمسطرة والفرجار. نعلم أن قياس الزاوية المركزية المُقابلة  هو النشاط هدف هذا
2لأحد أضلاع مخمس منتظم يساوي 

5
2، فطبيعي إذن، أن يتطلب إنشاءُ هذا المخمس معرفةَ  

5
cos( ) 

2و 
5

sin(   سنسعى إليه في الفقرة الأولى. . هذا ما(

 تمهيد 

ABC  مثلث متساوي الساقين فيA فيه قياس الزاوية ،A  يساوي
5

 ،

 .Dفي  ACيقطع القطعة  ABC، منصف الزاوية 1BCو
2BCمتشابهان وأنَّ  CBDو BACأثبت أنَّ المثلثين 1. AB CD. 
ABنضع  2. x َّأثبت أن .( 1) 1x x واستنتج ،x. 

. .3a  َّ1أثبت أن

2
BA BC مستفيداً من المسقط القائم .H  للنقطةA على( )BC . 

.b  احسبBA BC  َّ2بأسلوب آخر، واستنتج أن 5 1
cos
5 4

. 

.c 4دساتير ضعفي زاوية، أثبت أنَّ  باستعمال 5 1
cos
5 4

. 

 
CBD,إن  المثلثين   1. BAC    متشابهان لأن

5
BAD CBD  والزاويةC مشتركة 

ومنه تشابه المثلثين نجد أن 
2 .

BAC BA BC
CBD CB CD

BC BA CD

 

 
1CDنلاحظ أن   2. x  ووجدنا في الطلب السابق 

                                

2

2

1 .( 1)

1 0

1 4(1)( 1) 5

5

1 5

2

BC AB CD

x x

x x

x

 

                                       1 5

2
x مرفوض 

 الحل

A

B

C
5

D

1
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   . .3a  .

1 1
. 1 .

2 2

BA BC

BC BH

    

   BCعلى    BAالمسقط القائم للشعاع     BHحيث 

 .b 2. .
5

1 2
. 1

2 5

1 5 1 2

2 2 5

2 1 5 1

5 45 1

BA BC BA BC Cos

x Cos

Cos

Cos

  

.c2

2

2
4 2 1
5 5

5 1 6 2 5 6 2 5 3 5
2 1 2 1 1 1

4 16 8 4

1 5
4
5 4

Cos Cos

Cos

 

 
 شاء مخمّس منتظمإن 

نصفا قطرين متعامدان  OAو R .OAونصف قطرها  Oدائرة مركزها  
4OPمعينة بالعلاقة  P. النقطة في OA والنقطة ،Q  هي منتصف

OA .  هي الدائرة التي مركزهاP  والمارة بالنقطةQرمز إلى نقطتي . ن
)والمستقيم  تقاطع الدائرة  )OA  بالرمزينI وJ المماسان في .I وJ 

 رؤوس مخمس منتظم Aفي أربع نقاط تؤل ف مع  يقطعان الدائرة  للدائرة 
ABCDE. 

2لماذا يكفي لإثبات صحة الإنشاء، إثبات أنَّ  1.

5
AOB 4و

5
AOC؟ 

. .2a  احسبPQ  بدلالةR  َّواستنتج أن( 5 1)
4

R
OI. 

.b  َّأثبت أنOA OB OA OI  ثمَّ احسبOA OB  بطريقة أخرى لتستنتج قيمةcosAOB. 

. .3a احسبOA OC بطريقتين واستنتج حساب cosAOC. 

.b  َّاستنتج أنABCDE .مخمَّسٌ منتظم 

 الحل 

O

D

A

B

C

E

P

Q

J I

A
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2نحن نعلم أن قياس الزاوية المركزية المقابلة لأحد أضلاع مخمس منتظم يساوي  1.

5
فيجب علينا    

2إثبات أن 

5
AOB   ونحن نعلم أن ،BC AB 4ثبات أن  وعلينا إ

5
AOC 

. .2a  4لدينا فرضاً من خلال الإنشاءOP OA 1ومنه

4
OP R  وبما أنQ   منتصف[ ]A O 

                                             فإن

1

2
1

2
1

2

OQ OA

OQ OA

OQ R

 

  OPQحسب فيثاغورس في المثلث                     
2 2 2

2 2 2
2 5

16 4 16
5

4
5

4

PQ PO OQ

R R R
PQ

R
PQ

R
PQ PI

 

5 1

4 4

( 5 1)
4

OI PI PO

R
OI R

R
OI

 

.b. .OA OB OA OI 
   OAعلى     OBالمسقط القائم للشعاع   OIلأن 

2

2

. .

. . ( 5 1)
4

1
. ( ) ( 5 1)

4
1

. ( ) ( 5 1)
4

( 5 1)
( )

4

OA OB OA OI

R
OA OB R

OA OB Cos AOB R

R RCos AOB R

Cos AOB 

ومنه 
2

5
AOB   

. .3a
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2

2 2

. .

. ( ) .

5
( )

4 4

5 1
( )

4

5 1
( )

4

OA OC OA OJ

OA OC Cos AOC OA OJ

R R
R Cos AOC R

R Cos AOC R

Cos AOC

 

ومنه 
4

5
AOC 

 

.b
4 2

,
5 5

AOC AOB 
 OAبالنسبة إلى      Bنظيرة   Eولما كانت       
                    D  نظيرةC     بة إلى بالنسOA  

4فإن  2

5 5
AOD AOEفالشكل    وABCDE .مخمس منتظم 

 

 جماعة مستقيمات ومحلٌّ هندسي 

 جماعتان من المستقيمات 
)في معلم متجانس , , )O i jحقيقي  ، نقرنُ، بكل عددm ًمستقيما ،mD  معادلته 

( 1) 2 0m x my m 
2الذي معادلته  2D، نحصل على المستقيم 2mفمثلًا، عند  4 0x yمات . نقول إنَّ المستقي

mD  جماعة مستقيمات تتبع الوسيطهي m. 
 
)عل ل كون الشعاع  1. 1, )mu m m  شعاعاً ناظماً على المستقيمmD؟ 
. .2a  0ارسمD 1وD 2وD في المعلم( , , )O i j ماذا تقول بشأن المستقيمات .mD؟ 

  .b  أثبت أنَّ جميع المستقيماتmD  تمرُّ بنقطة ثابتةA. 
 معادلته  m، مستقيماً mنقرن، بكل عدد حقيقي  3.

(1 ) 0mx m y m 
  .a  عل ل كون الشعاع( ,1 )mv m m  شعاعاً ناظماً على المستقيمm؟ 

 5 نشاط
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  .b  ماذا تقول بشأن المستقيمات2و 1و 0على الرسم السابق، ارسم .m؟ 
  .c  أثبت أنَّ جميع المستقيماتm  تمرُّ بنقطة ثابتةB. 

 
 (5حسب مبرهنة  )1.

0axفي معلم متجانس ، إذا كانت  by c      حيث( , ) (0, 0)a b  معادلة مستقيمd      كان
)الشعاع    , )n a b   شعاعاً ناظماً علىd   ومنه المستقيمmD  . الذي معادلته 

      ( 1) 2 0m x my m يقبل الشعاع( 1, )mu m m شعاعاً ناظماً عليه. 
 
 
      
 
 
 
 
 
 

      . .2a0 1 2: 2, : 3, : 2 4 0D x D y D x y 
 Aتتقاطع في نقطة ثابتة  mD    يمكن أن نقول بأن المستقيمات

.b 2نلاحظ أن 1 0, ,D D D  تتقاطع في نقطة ثابتة( 2, 3)A  لنعوض هذه النقطة فيmD 
       ( 1)( 2) (3) 2 0

2 2 3 2 0

m m m

m m m
 

)ومنه   2,3) mA D ت فجميع المستقيماmD  تمر بنقطة ثابتةA 
.3: (1 ) 0m mx m y m 
.a نجد أن  5حسب مبرهنة( ,1 )mv m m  شعاعاً ناظماً علىm 
.b

0

1

2

: (1 ) 0

: 0

: 1

: 2 2 0

m mx m y m

y

x

x y

 

 
تتقاطع في نقطة   mيمكن أن تقول بأن المستقيمات 

,1)ثابتة 0)B 

 الحل

O  

A  

x  

y  

x  

x  O  

y  
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,1)لنعوض النقطة   0)B   في معادلةm 
(1) (1 )(0) 0m m m m m  1)ومنه, 0)Bتنتمي إلىm  

 .   Bتمر بنقطة ثابتة    mفجميع المستقيمات  
 
  المحل الهندسي للنقاطMاط تقاطع ، نقm وmD. 
 متعامدين. mDو m، يكون mأثبت أنه، عند قيمة معطاة للوسيط  1.
0MA. بي ِّن أن  mDو mنقطة تقاطع المستقيمين Mتكن ل 2. MB. 
 .. وأعطِّ معادلةً للدائرة ABالتي قطرها  تنتمي إلى الدائرة  Mأثبت أن   3.
 

، ، ولكننا لم نثبت أن ه كامل الدائرة محتوى في الدائرة  Mلقد أثبتنا أن  المحل  الهندسي للنقاط 
عند  mDو mهي نقطة تقاطع مستقيمين  من  Mلأن  ذلك يتطلب أن نبرهن أن  كلَّ نقطة 

 هي الدائرة  Mيمكننا أن نثبت أن  المحل الهندسي للنقاط . في الحقيقة، mقيمة للعدد الحقيقي 
 .Bمحذوفاً منها النقطة 

 
 
  .1

2 2

( 1, ), ( 1, )

. ( 1) (1 )

0

m m

m m

u m m m m

u m m m m

m m m m

 

mومنه  mu  و منه,m mD   متعامدان عند قيمة معطاة للوسيطm . 

.2.......

.......

.......

m m

m m

m m

m m

m m

m m

m m

M D

AM A D

D

M D

BM B

D

D

 

AMنجد أن من  BM    ومنه. 0MA MB 
.بما أن     3. 0MA MB   8فإن حسب المبرهنة)) 

    M  تنتمي  إلى دائرة قطرها[ ]AB  

           ( 2,3)

(1,0)

A

B
 

 الحل
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2 1 3 0
,

2 2
I 

1 3
( , )
2 2

I  مركز الدائرة 
2 2( 2 1) (3 0) 18

18

2 2

AB

AB
R

 

فمعادلة الدائرة هي :
2 2
1 3 18 9

:
2 2 4 2

C x y  

 Cة ولكننا لم نثبت أنه كامل الدائر  Cمحتوى في الدائرة  Mلقد أثبتنا أن  المحل الهندسي للنقاط 
m,هي نقطة تقاطع مستقيمين  Cمن   Mوهذا يتطلب منا أن نبرهن أنه كل نقطة  mD           

 . mعند قيمة للعدد الحقيقي 
 : mDيمات  إن  جماعة المستق

                  ( 1) 2 0m x my m تمر بنقطة ثابتة هي( 2, 3)A 
 ؟mDولا ينتمي إلى   Aوالسؤال الآن هل يوجد مستقيم يمر بالنقطة 

               ( 1) 2 0

( 1) 2

m x my m

m x y x
 

1ومنه المستقيم     0x y    يمر بالنقطةA  ولكن لا ينتمي إلىmD  لأنه لا يوجد قيمة لـm    
............1تنُتج المستقيم  1 0L x y 

 :mوكذلك الأمر : إن جماعة المستقيمات  
(1 ) 0mx m y m   1)تمر بنقطة ثابتة هي, 0)B 

 ؟mولا ينتمي إلى  Bالسؤال الآن : هل يوجد مستقيم يمر بالنقطة 

                     0

( 1)

mx y my m

m x y y
 

1ومنه المستقيم   0x y    يمر بالنقطةB  ولكن لا ينتمي إلىm   لأنه لا يوجد قيمة لـm    
2تنُتج المستقيم  .......... 1 0L x y 

2)بالحل المشترك لـ    نجد أن     و1)

    
1 0

1 0

2 2 0

x y

x y

x

  

 0yومنه  1xومنه 
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,1)نلاحظ أن نقطة تقاطع هذين المستقيمين هو  0)B ي للنقاط ومنه المحل الهندسM  هي الدائرة
C  1)محذوفاً منها النقطة, 0)B  2نقطة تقاطع  المستقيمين 1,L L  المحذوفين من جماعتي  المستقيمين
,m mD . على الترتيب 
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 رينات  مساتل تم   

 ABC ،مثلثI منتصف BC وH  هي المسقط القائم للنقطة
A  علىBC4رض أنَّ . نفتAB 6وAC 8وBC. 
 ؟ أنجزْ هذا الحساب.AIأيةُ مبرهنة تفيد في حساب  1.
 .sinBAC؟ أنجزْ هذا الحساب واستنتجcosBAC أيةُ مبرهنة تفيد في حساب 2.
3واستنتج أنَّ  ABCاحسب مساحة المثلث 3.

15
4

AH. 

 
 ( تفيد في حساب المتوسط 2مبرهنة ) 1.  

                    

2 2 2
2 2

2

2

2 4
36 16 64

2 4
26 16 10

10

a
b c a

AI M

AI

AI

AI

 

Cos( )علاقة الكاشي( تفيد في حساب 1مبرهنة ) 2. BAC 

             

2 2 2

2 2

2
36 16 64

2(6)(4)
12 1

2(6)(4) 4
1 15

1 1
16 16

15
sin

4

b c a
CosA

bc

CosA

CosA

Sin A Cos A

A

 

 

      A,0ما يلائم المثلث 

 الحل

1A

B C
8

64

IH
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.3   

1
. .
2
1 15
(6)(4).
2 4
3 15

1
.

2
1

3 15 (8).
2
3 15

4

S b c SinA

S

S

S BC AH

AH

AH
 

 
 .  7BCو 3ACو 8ABهي  ABCأطوال أضلاع المثلث  
  .sinBACواستنتج cosBACاحسب 1.
 .ABCاحسب مساحة المثلث  2.

 
     بنفس الأسلوب     

 
 ABCD 7وازي أضلاع فيه متAB 8وAC 3وAD. 
3ABأثبت  1. AD. احسب  ثمAB AD قيم بطريقة ثانية واستنتج sin ,cosBAD BAD. 
 .ABCD واستنتج مساحة متوازي الأضلاع ABDاحسب مساحة المثلث  2.

 
.1  2 2 21

. ( )
2
1 1
(64 49 9) (6) 3
2 2

AB AD AC AB AD 

 
2

. . .

3 (7).(3)

1

7
1 48

( ) 1
49 49

4 3
( ) : ]0 , [

7

AB AD AB AD Cos BAD

Cos BAD

Cos BAD

Sin BAD

Sin BAD A

 

 الحل

 الحل

3

2



 

132 

.2

1
( ) . ( )

2
1 4 3
(7)(3) 6 3
2 7

( ) 2 ( ) 12 3

S ABD AB ADSin BAD

S ABCD S ABD

 

، ABCDصُم ِّم حوضٌ لتربية الأسماك على شاطئ بحيرة بشكل رباعي 
، كما في 700mABعلى أن تكون المسافة المشغولة من الشاطئ 

ADدار الشكل المجاور. ويمث ل المق DC CB  ل الشبكة طو
 داخل البحيرة. اللازمة للإحاطة بالحوض

 .DBو ADواستنتج  ADBاحسب  1.

 .BC، احسبABCالمثلث الباستعمبأسلوب مماثل، و  2.

  .، ثمَّ استنتج طول الشبكة CDمبرهنة الكاشي لحساب  عملاست 3.

 متر المربع.احسب مساحة الحوض بال 4.

 
.1 

      

180 80 40 60

700

sin 48 sin 60
700.sin 40

3

2
1400.sin 40

519,5
3

700

sin 44 sin 51
700.sin 44

625.7
sin 51

1400.sin 40
519,5

3

ADB

AD

AD

AD

BC

BC

AD

 

  ABCأولًا في المثلث      ACنحسب  

                             sin 85 sin 44
(672.7).sin 85

969
sin 44

AC BC

AC

 

 الحل

4

A B

C

D

4044

80 85

700m
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          .3  2 2 2

2 2 2

2

2 . 36

(519.5) (969) 2(519.5)(969). 36

394330.2

628

DC AD AC AD AC Cos

DC Cos

DC

DC

 

         519.5 628 625.7

1773.2
 

  .4 ( ) ( )S ADC S ABCمساحة الحوض 

  

1 1
. . 36 . 44

2 2
1

( 36 44 )
2
1
969((519.5) 36 700 44 )
2
383537.6

ADAC Sin AC BASin

AC ADSin BASin

Sin Sin

 

 
 كل ٍّ من الحالات الآتية: ، فيcos2xاحسب  

 3cos
2

x     3cos
5

x     
1

sin
3

x. 

 
22 2 1

3 1
2 2 1

4 2

Cos x Cos x

Cos x

  

   2 1
2 1 2

2
1 7

1 2
9 9

Cos x Sin x

 : يأتيتحق ق من صحة كل ٍّ مما   
22 4

3 3

3 3

cos cos( ) cos( ) 0 (cos sin ) 1 sin2

1 2cos cos2 2cos (1 cos ) sin( ) sin( ) sin

x x x x x x

x x x x x x x
 

 
2

2 2 2
1

1

(cos sin ) 1 sin2

(cos sin ) cos sin 2sin cos

1 sin2

x x x

x x x x x x

x

 

 
 

 الحل

 الحل

6

5



 

134 

1

1 2

2 4
cos cos cos 0

3 3
2 2 4 4

cos cos cos sin .sin cos cos sin .sin
3 3 3 3

1 3 1 3
cos cos . sin cos .sin 0

2 2 2 2

x x x

x x x x x

x x x x x

 

1

2

sin sin sin
3 3

sin cos cos sin sin cos cos sin
3 3 3 3

3 1 3 1
cos sin cos sin sin

2 2 2 2

x x x

x x x x

x x x x x

 

2
1

2

2

1 2cos cos2 2cos (1 cos )

1 2cos cos2 1 2cos 2cos 1

2cos 2cos

2cos (cos 1)

x x x x

x x x x

x x

x x
 

 

     لنتعلّم البحث معا  

  هم محيطشك  ربتعي  حاتب ساتحة  

ABCD  ب فيه  45BCDو 120ABCو 30mBCو 50mABرباعي محد 
 .ABCDمحيط ومساحة الرباعي  احسب .135BADوأخيراً 

 
 360مجموعة زوايا رباعي محدب =

      .1   
2

2

360 (135 120 45 ) 60

1
900 2500 2(30)(50)

2
4900

CDA

AC

AC

 

70CAومنه  m 

 الحل

7

A B

C

D
135

45

120

50

30



 

135 

ABC  :sinفي المثلث   2. sin120

50 70
5 3 5 3

sin .
7 2 14

sin sin120

30 70
3 3

sin
14

BCA

BCA

BAC

BAC

 

                                            

.3 5 3
sin

14
BCA

 
و  38BCAومنه 

3 3
sin( )

14
BAC  22ومنهBAC                     

 60ADCوجدنا في بداية الحل    
.422BAC  135ومنه 22 113DAC 

38BAC  45ومنه 38 7DCA 

sin( ) sin60

DC AC

DAC
أي   

70

0.92 3

2

DC
ومنه  

(140)(0.92)

3
DC  76ومنهDC 

70

sin7 3

2

DA
 10DAومنه  

10 76 30 50 166mمحيط الشكل 
( ) ( )S ABC S ADC مساحة الشكل 

          
1 1
(30)(50)sin120 (10)(76)sin60
2 2

3 3
750 380 375 3 190 3 565 3

2 2

 

 

 الدالرية المترّة بثلاث نقتطسعتدلة  

)نتأم ل في معلم متجانس  ; , )O i j  (4,1)النقاطA (0,6)وB و( 2,1)C. المار ة  معادلة  اكتب
 .ABCبرؤوس المثل ث 

 الحل 

8
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,لأن ها تمر بالنقاط  Iيكفي تعيين مركزها   Cلإنشاء الدائرة   1. ,C B A  ويكون مركز الدائرةI   هو
)تقاطع محوري ضلعين من المثلث نقطة )ABC  بفرضM  منتصف[ ]ADC  (1,1)فتكونM  

]ومعادلته محور القطعة المستقيمية   ]AC      1هوx  1نه   ومIx   
منتصف    Jبفرض 

]القطعة  المستقيمة   ]AB  7فتكون
2,
2

J 1)ولدينا, )I y 

  .2      

. 0

7
1,
2

( 4,5)

7
4 5 0

2
35

4 5 0
2
27

5
2
27

10

IJ AB

IJ y

AB

y

y

y

y

        
 

.3    
2

2

27
1 ,
10

27
(4 1) 1

10

289 1189
9
100 100

I

R IA

R

 

فمعادلة الدائرة :   
2

2 27 1189
( 1)

10 100
x y

 
 

 

 جمتعة دمالري 
)نتأم ل في معلم متجانس  ; , )O i j  (3,2)النقطتينA و( 1, 4)B  إلى مجموعة  ونرمز بالرمز

 .من  معادلة دائرة ما  اكتب .Bو Aالدوائر التي تمر  بالنقطتين 

 
 جماعة دوائر: 

]منتصف   Iبفرض  1.  ]AB      1)فتكون, 3)I    
)بفرض     , )M x y  مركز الدائرة المارة بالنقطتين,A B ه  ومنM   تقع على محور القطعة المستقيمة

AB        وتحقق. 0MI AB      حيث 

 الحل

9
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( 4, 2)

(1 ,3 )

4(1 ) 2(3 ) 0

4 4 6 2 0

2 1 0

2 1

AB

MI x y

x y

x y

x y

y x

 

Mxة    بفرض فاصلة مركز الدائر  2. m     2فيكون 1My m 
)ومنه مركز الدائرة من الشكل  ,2 1)M m m 

Rويكون نصف قطرها  AM 

               

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

( 3) (2 1 2)

( 3) (2 1)

6 9 4 4 1

5 10 10

R AM m m

R m m

R m m m m

R m m

 

 فمعادلة الدائرة المطلوبة هي :

  

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

( ) ( 2 1) 5 10 10

2 2(2 1) (2 1) 5 10 10

2 2(2 1) 4 4 1 5 10 10

2 2(2 1) 14 9 0

x m y m m m

x mx m y m y m m m

x y mx m y m m m m m

x y mx m y m

 

     M(1,3)يكون    1mفي حالة   3.
                      M I

R AM AI
 

Mالموافقة لحالة    1Cفالدائرة   I  الدائرة التي قطرها  هي[ ]AB . 
 

 ختصّة مميِّزة لمثلثّ  
 المثل ثات التي فيها متوسطان متعامدان بعلاقة تربط بين أطوال أضلاعها. زمي ِّ 

 
 خاصة مميزة لمثلث :

 الحل

10
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2 2 2
2

2 2 2
2

2 2

2 2 2
2

2 2

2 2 2
2

2 4

2 4
2

3
4

9
4

9 2 4
2

3
4

9
4

9 2 4

BC BA AC
BK

BC AC AB
CJ

CG CJ

CG CJ

BC AC AB
CG

BG BK

BG BK

BC BA AC
BG

 

 يكون  BGCحسب فيثاغورس في المثلث 

                     

2 2 2

2 2 2 2 2 2
2

2 2 2
2

2 2 2 2

2 2 2

4

9 2 4

4 4

9 4

4 9

5

BG CG BC

BC AC BC BA AB AC
BC

BC AC BA
BC

BC AC BA BC

AC BA BC

 

)لقد أثبتنا إذا كان المتوسطان   ),( )CJ BK  في المثلثABC    متعامدان كان
2 2 25AB AC BC   

2ولكن هل العكس صحيح أي إذا تحققت العلاقة   2 25AB AC BC   كان المتوسطان
( ),( )CJ BK   متعامدين 

]منتصف      Iليكن   ]BC    عندئذ 
           .1

2 2

2 2

2 2

. ( ).( )

( ).( )

1 1

3 2
1 1

9 4

GB GC GI IB GI IC

GI IC GI IC

GI IC

AI BC

AI BC

 

 A

B C

GJ K
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2 2

2 2

4 9

36 36
1
(4 9 )

36

AI BC

AI BC
 

.2

2 2 2
2

2 2 2 2
2 4

4 2 2

AC AB BC
AI

AI AC AB BC

 

2الفرض :   3. 2 25AB AC BC 
.الطلب :                 0GB GC 

 جدنا أن : الإثبات :  و  

                            

2 2

2 2 2 2

2 2

1
. (4 9 )

36
1

. (2 2 9 )
36

1
(10 10 ) 0

36

GB GC AI BC

GB GC AC AB BC BC

BC BC

GCومنه   GB 

 

 مجموعة نقتط تحليليتًّ تعيين  
)نتأم ل في معلم متجانس  ; , )O i j  النقطتين( 3, 1)A (5,3)وB. مجموعة النقاط   عي ن

( , )M x y  2التي يكون عندها الشعاعانMA MB 2وMA MB .متعامدين 
 

 
)بفرض  1.       , )M x y 

                 

( 3 , 1 )

2 ( 6 2 , 2 2 )

(5 ,3 )

2 (10 2 .6 2 )

2 (7 3 ,5 3 )

2 ( 1 3 ,1 3 )

MA x y

MA x y

MB x y

MB x y

MA MB x y

MA MB x y

 

2يتعامد الشعاعان     , 2MA MB MA MB    إذا كان جداؤهما السلمي معدوم أي 

 الحل

11
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2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

(7 3 )( 1 3 ) (5 3 )(1 3 ) 0

7 21 3 9 5 15 3 9 0

9 9 18 18 2 0 9

2
2 2 0

9
2

2 1 2 1 1 1
9

20
( 1) ( 1)

9

x x y y

x x x y y y

x y x y

x y x y

x x y y

x y

 

2ونصف قطرها   I(1,1)ا  هي مجموعة نقاط دائرة مركزه  ومنه    5

3
R 

)مركز الأبعاد المتناسبة للنفطتين المثقلتين  Iبفرض  :2طريقة  ,1),( ,2)B A 2ومنه 0IA IB 
2وبالتالي  3MA MB MIوبفرض  J   مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقلتين( ,2),( ,1)B A 
2ومنه    0JA JB   2وبالتالي 3MA MB MJ 

        (2 )( 2 ) 0MA MB MA MB 
 هذا يكافئ  

           3 . 3 0

. 0

MI MJ

MI MJ
 

]تقع على دائرة قطرها  Mومنه  ]IJ 
 

        قُدُما  ا لى الأمام

 التثليثسثتل على   

في موقع مرتفع  Bو A المسافة بين نقطتين نعرف بدقةنفترض أننا 
، ونريد الاستفادة من ذلك في حساب 40mوأن  هذه المسافة تساوي 

ف . لتحقيق ذلك نتبع الأسلوب المعرو Qو Pالمسافة بين نقطتين 
 :نقيس الزوايافباسم التثليث، 

1 ABP 2و APB 3و APQ 4و AQP. 
. .1a  َّ1أثبت أن

2

sin

sin
AP AB  َّ3وأن 4

4

sin( )

sin
PQ AP. 

. .1b  َّ1 استنتج أن 3 4

2 4

sin sin( )

sin sin
PQ AB . 

 :يكون فيهالأقرب متر في الحالة التي  PQاحسب . تطبيق 2.

12
P

A B

Q

40m

2

1

3

4

?
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1 2و 120 3و 4 4و 60 105 

 
. .1a في المثلثABP 

                  2 1

1

2

sin sin
sin

sin

AB AP

AP

AB

 

 :APQفي المثلث

                

4

3 4

3 4

3 4

4 3 4

3 4

4

sin
sin( )

( )

sin( ) sin( ( ))

sin( )

sin ( )
sin( )

.
sin

AP PQ

QAP

QAP

QAP

AP PQ

PQ AP

 

. .1b  1لدينا

4

sin
.

sin
AP AB نعوض 

                
3 4 1

4 2

1 3 4

2 4

sin( ) sin

sin sin
sin sin( )

.
sin . sin

PQ AB

PQ AB
 

  .تطبيق 2.
sin120 .sin165

.40
sin 4 .sin105

9.3

PQ

PQ m

 

 جانباً، حقلًا. المرسوم  ABCDيمث ِّلُ الشكلُ   
 ذا الحقل. طول محيط ه احسب 1.
 احسب مساحة سطحه. 2.

 
     

 الحل

 الحل

13

A B800m

45

120
C

D

660m
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  ABDفي المثلث 150Cومنه   360شكل رباعي محدب مجموع زوايا  ABCDنلاحظ أن   1.
 حسب علاقة الكاشي        BDنحسب 

                         
2 2 2

2

2

(660) (800) 2(660)(800)cos 45

435600 640000 746704.761

573.5

BD

BD

BD

 

 : DBAلنحسب 

                      

660 573.5

sin sin 45
660 sin 45

sin
573.5

sin 0.813758

54

180 (45 54 ) 81

90 54 36

39

DBA

DBA

DBA

DBA

BDA

CBD

BDC

 

:BCDفي المثلث  

  

     

                                

573.5

sin105 sin 36 sin 39
349

373.7

DC CB

DC

CB

 

             800 660 349 373.7  محيط الشكل 2182.7
                .2    ( ) ( )S ABD S BCDمساحة الشكل 

                   
1 1
(800)(600).sin 45 (349).(373.7).sin(105)
2 2
186.7 63 231.7

 

 
 ABC  13مثلثٌ، فيهAB ،14AC ،15BCو .H هي المسقط القائم للنقطةB 

)على  )AC. 
56أثبت أنَّ  1.

sin
65

B. 
 .HCو AHو BH، وكذلك الأطوال ABCاستنتج مساحة المثلث  2.

14
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.1 

        

2 2 2

2 2

2

(15) (13) (14)
cos

2(15)(13)
225 169 196

cos
390

198 33
cos

390 65
sin 1 cos

1089
1
4225

3136
sin

4225
56

sin : 0,
65

B

B

B

B B

B

B B

    

           .2 1 56
( ) 15 13 . 84

2 65
1

( ) .
2

1
84 (14)

2
84

12
7

S ABC

S ABC AC BH

BH

BH

 

 Hالقائم في AHBحسب فيثاغورس في المثلث 
                   2 2 2(13) (12) 25

5

AH

AH
    

14ومنه  5 9HC 

دلالة على قياس الزاوية  في حالة الشكل المرسوم جانباً، نكتب  
BCA1. وS  دلالة على مجموع مساحتي المربعينACFG 

. ABCوالمثلث  ABDEمجموع مساحتي المربع  2S، و BCKLو
)أثبت تكافؤ القضيتين  )و (  : الآتيتين (
1 2( ) : S S     و( ) : tan 4. 

 الحل 

 الحل

15

A

B

C

F G

D

E

K

L
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2 2 2

2 2 2

1
. sin

2
1

. .sin
2
1

. .sin 2 . cos
2
sin

4
cos
tan 4

AC BC AB AC BC

AC BC AC AB AB

AC BC AC BC    

 
,8) نيلنقطتانتأم ل    0)A (0,6)وBو ،I  منتصفABو ،H  المسقط القائم للنقطةO 

 ABعلى
)معادلةً للمستقيم  أعطِّ  1. )AB  ومعادلة للمستقيم( )OH،  ثمَّ استنتج إحداثيتي النقطةH. 
 Hالمسقط القائم للنقطة  Fوليكن  ،على محور الفواصل Hالمسقط القائم للنقطة  Eليكن  2.

)على محور التراتيب. أثبت أنَّ المستقيمين  )OI و( )EF .متعامدان 

   
   .1  

    

6 0 6 3

0 8 8 4
3

( 0) ( 8)
4
3

( ) : 6
4
1 4

3
3

( ) :
4

AB

OH
AB

m

y x

AB y x

m
m

OH y x  
OH,بالحل المشترك لمعادلتي المستقيمين  AB    نجد 

                         

3 4
6 0

4 3
25

6
12

72

25
4 72

3 25
96

25
72 96
,

25 25

x

x

x

y

y

H

 

 الحل

16
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.2 
72
,0

25
96
0,
25

4,3

72 96
,

25 25
72 96

. 4 3 0
25 25

E

F

OI

EF

OI EF

 

)ومنه  )OI ،( )EF .متعامدان 

 ساتقيم سيماون في المثلث 

,6)النقاط نُعطى 0)A (0,6)وB و( 2, 0)C. 
عْ هذه النقاط 1.  اكتب، ثمَّ ABCالمار ة برؤوس المثلث  في معلمٍّ متجانس وارسم الدائرة  وض ِّ

 معادلةً لها.
 Kو Jو I. ولتكن B، والمختلفة عن Bالتي لها ترتيب ، النقطة من  Mلتكن  2.

)على المستقيمات  Mالمساقط القائمة للنقطة  )AC و( )AB و( )CB بالترتيب. 
. .2a احسب فاصلة M. 
. .2b لكل ٍّ من المستقيمات  معادلةً  اكتب( )AB و( )BC و( )MJ و( )MK. 
. .2c  استنتج إحداثيات النقاطI وJ وK. 
 على مستقيم واحد، نسميه مستقيم سيمسون. Kو Jو Iأثبت وقوع النقاط  3.

ة السابقة صحيحة مهما كان موضع على الدائرة المار ة برؤوس  M النقطة في الحقيقة تبقى الخاص 
 .ABCالمثل ث 

 
 مسون في المثلث: مستقيم سي

]منتصف  القطعة المستقيمة  1. ]AC
      

     (2, 0) 
]فمعادلة محور القطعة المستقيمة    ]AC

      
     2x 

]منتصف    ]AB 3,3هي النقطةN   

 الحل

17
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2 2

2 2

. 0 : (2, )

(1,3 )

( 6,6)

. 0

(1)( 6) 6(3 ) 0

6 6 18 0

6 12

2

(2,2)

(6 2) (0 3) 2 5

( 2) ( 2) 20

O

O

O

O

O

O

O N AB O y

O N y

AB

O N AB

y

y

y

y

O

R O A

x y

 

.2. .2a    6My  نعوض في معادلة  الدائرة 
 

   
                  

2 2

2

( 2) (6 2) 20

( 2) 4

2 2 4

2 2 0

x

x

x x

x x

 

(0,6)B     (4,6)وهي نقطة متوقعةM 
. .2b  كتابة معادلة المستقيمAB 

 
6 0

1
0 6

( 0) 1( 6)

( ) : 6

ABm

y x

AB y x

 

 BCكتابة معادلة المستقيم 

       

6 0
3

0 ( 2)
( 0) 3( 2)

( ) : 3 6

BCm

y x

BC y x

 

 MJمعادلة المستقيم 

            

1
1

( 6) 1( 4)

( ) : 2

MJ
AB

m
m

y x

MJ y x

 

 MKمعادلة المستقيم 
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1 1

3
1

( 6) ( 4)
3
1 22

( ) :
3 3

MK
BC

m
m

y x

MK y x

 

. .2c(4, 0)I 
     J   نقطة تقاطع المستقيمين,AB MJ 

                        
6

2

2 8

4

y x

y x

y

y 
 2,4Jومنه  2xومنه 

k   نقطة تقاطع المستقيمين,BC MK 

                        

3 6

1 22

3 3
1 4

0 3
3 3

10 4

3 3
2

5
6 36
6

5 5
2 36
,
5 5

y x

y x

x

x

x

y

k

 

,إثبات أن النقاط  3. ,K J I  على مستقيم واحد . نسميه مستقيم سيمبسون 
 

                    
( 2,4)

18 36
,
8 5

IJ

IK
          

9نلاحظ أن 

5
IK IJ       فالشعاعان,IK IJ     مرتبطان خطياً  فالنقاط, ,I J K  تقع على

 مستقيم واحد .
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 سن خواص نقطة تلاقي الارتفتعت   

2لتكن  2 2 2 8 0x y x y  معادلةً للدائرة. 
 الدائرة واحسب نصف قطرها، ثمَّ ارسمها. مركز هذه I احسب إحداثيتي 1.
. ولقد اخترنا أن Dو Cومحور التراتيب في Bو Aمحورَ الفواصل في  تقطعُ الدائرةُ  2.

 سالباً.   Dيكون ترتيب 
. .2a  احسب إحداثيات النقاطA وB وC وD. 
. .2b َّصورة  أثبت أنD  وفق التناظر القائم الذي محوره( )AB ي نقطة تلاقي ارتفاعات هABC. 

 
ام، تقع نظائر نقطة تلاقي ارتفاعات مثل ث بالنسبة إلى أضلاعه، على الدائرة في الحقيقة، بوجه ع

 المار ة برؤوسه. 

 
 من خواص نقطة تلاقي الارتفاعات  

   .1  2 2

2 2

2 2

2 2 8 0

2 1 2 1 10

( 1) ( 1) 10

(1,1) , 10

x y x y

x x y y

x y

I R

 

      

    .2.a  

           

2

2

0

( 1) 9

1 3 4

1 3 2

(4,0)

( 2,0)

0

( 1) 9

4

2

(0, 2)

(0,4)

y

x

x x

x x

A

B

x

y

y

y

D

C

 

.b    صورةD  وفق التناظر القائم الذي محوره( )AB  هي النقطة 

 الحل

18

o  

y  

x  
B

  
A

  

C
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(0,2)

( 4,2)

(2,4)

. 8 8 0

(2,2)

( 4,4)

. 8 8 0

H

AH

BC

AH BC BC AH

BH

AC

BH AC AC BH

 

 .ABCهي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث    Hومنه  
 

2لتكن   2 6 2 15 0x y x y  4 كنتول ،معادلةً للدائرة 3 0x y  ًلمستقيم  معادلة
. 
. .1a  والمستقيم  ارسم كلاَّ من الدائرة. 
. .2b  الموازيَيْن للمستقيم  مماسي الدائرة  2و 1أنشئ. 
. .2a معادلةً للمستقيم اكتب d والعمودي على المستقيم  ، المار  بمركز الدائرة. 
. .2b  أثبت أنَّ المستقيمd  في نقطتين  يقطع الدائرةA وB  .تُطلب إحداثي اتهما 
. .2c  2و 1استنتج معادلةً لكل ٍّ من المُماسين . 

 
         . .1a 2 2

2 2

2 2

6 2 15 0

6 9 2 1 15 1 19

( 3) ( 1) 25

(3,1) , 5

x y x y

x x y y

x y

I R

 

              . .2b   2معادلة و1  من الشكل     أ
                  4 3 0x y h      بعدI  2عن و1  5Rيساوي    أ

                         

2

1

4(3) 3(1)
5

16 9
25 15

25 15

10

25 15

40

4 3 10 0

4 3 40 0

h

h

h

h

h

h

x y

x y

 

 الحل

19
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                   . .2a
1 1 3

4 4

3

dm m
 

3وميله     I(3,1)المار بالنقطة   dمعادلة المستقيم              

4dm 

                                   
3

( 1) ( 3)
4
3 5

:
4 4

y x

d y x
 

. .2b   تقاطعd   مع الدائرةC 

                

2
2

2
2

2
2

2

2

3 5
( 3) 1 25

4 4

3 9
( 3) 25

4 4

3
( 3) ( 3) 25

4
25
( 3) 25

16
( 3) 16

3 4 7
(7,4)3 5

(7) 4
4 4
3 4 1

( 1, 2)3 5
( 1) 2
4 4

x x

x x

x x

x

x

x
A

y

x
B

y

 

. .2c   (7,4)مار بالنقطة   المستقيمA     4وميله

3
m  

        
1

4
( 4) ( 7)

3
4 40

3 3
4 3 40 0

y x

y x

x y

 

)مار بالنقطة     2المستقيم    1, 2)B    4وميله

3
m 

                 

2

4
( 2) ( 1)

3
4 4

2
3 3
4 10

3 3
4 3 10 0

y x

y x

y x

x y
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 a وb  ل ن من المجا عددا
2
ن  ,0 3يُحق قا

cos
5

a 1وsin
2

b حسب المقادير   sina. ا
)cos قيم واستنتج cosbو )a b وsin( )a b. 

 
2 2

2

2 2

2

sin 1 cos

9 16
sin 1

25 25
4

sin : 0,
5 2

cos 1 sin

1 3
cos 1

4 4
3

cos : 0,
2 2

cos( ) cos cos sin sin

3 3 4 1
. .
5 2 5 2
3 3 4

10
sin( ) sin cos cos sin

4 3 3 1 4 3 3
. .
5 2 5 2 10

a

b b

b

b b

a b a b a b

a b a b a b

 

ن   ,6)لتكن النقطتا 0)A (0,3)وB حقيقي دٍّ  عد حالة   إلى مجموعة kبالرمز  k. نرمز في 
2التي تُحق ِّق :  Mالنقاط  2 2MO MA MB k. 
تين 1. M,»: أثبت تكافؤ الخاص  x y  نقطةٌ منk»   2»و 2 4 2 15

3

k
x y x y» 

 .kطبيعة  kناقش تبعاً لقيم  2.

 
.12 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

( 6) ( 0) ( 3)

12 36 6 9

2 3 12 6 45

MO MA MB K

x y x y x y K

x y x x y x y y K

x y x y k

     
 الحل

 الحل

21

20
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.22 2

2 2

2 4 4 2 1 15 5

( 2) ( 1) 10

x x y y k

x y k

 

0عندما     10k    10أيk  (2,1)المعادلة تمثل مجموعة نقاط دائرة مركزهاI  ونصف
10Rقطرها k 

 I(2,1)المعادلة تمثل مجموعة مكونة من نقطة وحيدة 10kعندما    
10ندما ع     0k10أيk . المعادلة تمثل مجموعة خالية من النقط 

 

 a وb  عددان من
2
1، يُحق قان ,0

sin
2

a 6و 2
sin

4
b. 

6، وتحقَّق أنَّ cosa احسب 1. 2
cos

4
b. 

)cosاحسب  2. )a b وsin( )a b واستنتج ،a b  َّثمb. 

 
.1 

2 2

2 2

2
2

2

1 3
cos 1 sin 1

4 4
3

cos : 0,
2 2

cos 1 sin

( 6 2) 16 (8 2 2) 6 2
cos 1

16 16 4

6 2
cos : 0,

4 2

a a

a a

b b

b

b b

 

.2cos( ) cos cos sin sin

3 6 3 1 6 2
. .

2 4 2 4
18 6 6 2

8
4 2 2

cos
8 2

a b a b a b

a b

 

2وبنفس الأسلوب نجد أن 
sin

2
a b

 
45aومنه  b 

1sin ولكن
2

a  30ومنهa 15ومنهb   
 
 x  عددٌ من المجال

2
 . أثبت أنَّ ,0

 الحل

23

22
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1 cos2
tan

sin2

x
x

x
 

tan استنتج قيمثُم  
8

tanو   
12

. 

 

    

2sin 2 sin 1 cos2
tan

cos 2 sin cos sin2
1

11 cos
4 2tan

8 1
sin
4 2

tan 2 1
8

1 3
1 cos 1

6 2tan
12 1

sin
6 2

tan 2 3
12

x x x
x

x x x

 

ة ما  أثبت   :يأتيصح 
 2 24 cos 2 sin 3 cos2x x x. 
 4 4cos sin cos2x x x. 
 sin( )cos( ) cos( )sin( ) sin2a b a b a b a b a. 

     
 2 2

1
2 2 2

2

2

4 cos 2 sin

2 cos 2(cos sin )

2 cos 2 1 (cos2 2)

3 cos2

x x

x x x

x x

x

 

 4 4 2

4 4
1

2 2 2 2

2

cos sin cos

cos sin

(cos sin )(cos sin )

cos2 (1) cos2

x x x

x x

x x x x

x x

 

 الحل

 الحل

24
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   1

2

sin( )cos( ) cos( ) sin( )

sin(( ) ( )) sin 2

a b a b a b a b

a b a b b

 

هما  و  .الشكل المجاورمرتبة كما في  وهي a ثلاثةُ مربعاتٍّ طول ضلع كل ٍّ منها يساوي  
 بالراديان. CBEو BAE الزاويتين قياسا
 .sinو cosو sinو cosاحسب  1.

استنتج أنَّ  2.
4

. 

 

.1 
2 2 2 2

2 2 2 2

9 10

10

4 5

5

3 3
cos

10 10

1
sin

10 10

2 2
cos

5 5

1
sin

5 5

AE a a a

AE a

BE a a a

BE a

a

a

a

a

a

a

a

a

 

.2cos( ) (cos cos sin sin )

3 2 1 1 5 5 1
. .

10 5 10 5 5 10 10 2

4

 

 ABCD المستقيم  رباعي وجوه فيه( )AB  عموديٌّ على المستوي( )ACD 1وCDنعرف . 
ACB  وBCD  وCDB 

. .1a  َّأثبت أنsin

sin( )
BC. 

 لالح

26

25

 

A

B

C

D

1
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. .2b  َّاستنتج أنsin sin

sin( )
AB. 

عندما  ABاحسب طول  2.
4

و 
3

. 

 
. .1a   في المثلث 

                             

sin sin
1

sin sin

( )

sin sin( )

1

sin( ) sin
sin

sin( )

BDC

CD BC

B
BC

B

B

B

BC

BC

   

   . .2b   

2
sin

sin
. sin

sin( )

sin . sin

sin( )

BCA

AB BC

AB

AB
 

.2 
sin . sin
3 4

sin
4 3

3 2
. 62 2
6 2 6 2

4
3

3 1
3( 3 1)

2

AB

AB

AB

AB

 

 .اً حقيقي اً عدد x ليكن 

 الحل

27
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 أثبت أنَّ  1.
8 sin cos cos2 cos4 sin 8x x x x x. 

8أثبت أنَّ  2.
sin sin
7 7

 ، واستنتج أنَّ  
2 4 1

cos cos cos
7 7 7 8

 
 أثبت بأسلوب مماثل أنَّ  3.

2 4 1
cos cos cos
9 9 9 8

. 

 
.1 

1 2

8 sin .cos .cos2 cos 4 sin 8

4 sin2 .cos2 .cos 4 2 sin 4 .cos 4 sin 8

x x x x x

x x x x x x

 
.2

8
sin sin sin
7 7 7

 

لنعوض في
    7

x 

                         

2 8
8 sin .cos .cos .cos sin

7 7 7 7 7
2 4

8 sin .cos .cos .cos sin
7 7 7 7 7

2 4 1
cos .cos .cos
7 7 7 8

 .3
8

sin sin sin
9 9 9

 

نعوض في 
9

x     فنجد أن 
2 4 8

8 sin .cos .cos .cos sin
9 9 9 9 9

2 4
8 sin .cos .cos .cos sin

9 9 9 9 9
2 4 1

cos .cos .cos
9 9 9 8

 

 
 القطع الزالد مالاشتقتق 

)متجانس معلم  في نتأم ل ; , )O i j  1للقطع الزائد المُمَث ِّل للتابع  الخط البياني
( )x f x

x
 .

1بالترتيب. ونفترض أن   2xو 1x فاصلتيهما  ن منينقطت Bو Aلتكن  20 x x يقطع .

 الحل

28
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)المستقيم العمودي على  )AB  فيA  داً في نقطة  القطع الزائد إلى فاصلتها  نرمز Cمجد 
 .3x بالرمز

)عمودي على  للقطع  Aالهدف من هذه المسألة هو إثبات أن  المماس في  )BC. 
2أثبت أن   1.

1 2 3 1 0x x x. 
. .2a  اكتب معادلةً للمستقيمd  المماس فيA  للقطع. 
. .2b  أثبت أن  المستقيمين( )BC وd متعامدان . 

 
.1  1( )x f x

x
 

            

2 1
2 1

3 1
3 1

2 1 3 1
2 1 3 1

2 1 2 1 3
2 3 2 1 1 3 1

1 2 1 3

2
2 3 2 1 1 3 1

1 1
,

1 1
,

. 0

1 1 1 1
( )( ) . 0

( ) ( )
. 0

. .

1

AB x x
x x

AC x x
x x

AB AC

x x x x
x x x x

x x x x
x x x x x x x

x x x x

x x x x x x x
2
1 2 3

2
1 2 3

1 2 1 3 2
1 2 3

1
0

1
( )( ) 0

x x x

x x x
x x x x

x x x

 

,متناقص تماماً على كل من المجالين   fبما أن  0 , 0   فإن ,

                                      
1 2

1 3
2
1 2 3 1 0

x x

x x

x x x

 

 . .2af   اشتقاقي على كل من المجالين, 0 , 0 , 

                
2

2
1

12
1 1

1
( )

1

1 1
: ( )

f x
x

m
x

d y x x
x x

 

 الحل
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. .2b3 2

3 2

2 3

2 3 3 2 2 3

2 2
2 3 1 1 2 3

1 1

0

1

. .

1 1 1
. .

. .

BC

BC

BC d

x x
m

x x
x x

m
x x x x x x

m m
x x x x x x

 متعامدانBCو dومنه  
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 الهدف العام: توظيف التحاكي وخواصه في حل المشكلات
 

دمة
لمق

ا
 

 الهدف 
يحدد الطالب أن هناك تحويل هندسي جديد 

 هو)التحاكي(.

 دور المدرس

 ودور الطالب

)دوران،  عرض صور عن تحويلات هندسية طبوقة
انسحاب، تناظر(. طرح أسئلة عن المقدمة ، يقرأ 

 الطالب المقدمة ويجيب عن أسئلة المدرس

 آلية التنفيذ

 يقرأ الطالب المقدمة  -

 يسأل المدرس: -

 ما هي التحويلات الهندسية التي درستها سابقاً؟

ت ثم تحويلا يعرض صوراً لتحويلات هندسية طبوقة -
 تعتمد على التصغير والتكبير )التشابه(.

يسمي التحويل الذي يعطينا أشكالًا متشابهة هو  -
 د 7التحاكي.

طة
نش

قة 
طلا

ان
 

 تعزيز المعارف السابقة حول التحويل الهندسي الدوران. الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب

حل مسألة الانطلاقة  عرض مسألة الانطلاقة النشطة ،
 النشطة.

 آلية التنفيذ

يطلب المدرس من الطلاب حل مسألة الانطلاقة  -
 دقائق 8النشطة. 

ملاحظة: لا تصحح إجابات الانطلاقة النشطة تترك 
للطالب ليتوصل إلى الإجابة الصحيحة في نهاية 

 الدرس.
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ي  و
ست

الم
ي 

ي ف
حاك

الت
 

  وفق تحاكٍ. إيجاد صورة نقطة الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب

 عرض التعريف والمبرهنة والنتائج

  الإجابة عن أسئلة المدرس. والخواص والأمثلة.

 آلية التنفيذ

يقدم المدرس تعريف التحاكي ويناقش الطلاب في  -
 نتائج التعريف.

 د 30ويناقش نتائجها.  1يعرض إثبات المبرهنة  -

فهم
اً لل

ريس
تك

 

 الهدف 

 الطالب علىقياس مدى قدرة 

التعبير الشعاعي عن صورة نقطة وفق تحاك، ووقوع 
 ثلاث نقاط على استقامة واحدة.

 دور المدرس

 ودور الطالب

 تغذية راجعة.

 الإجابة عن أسئلة المدرس.

 آلية التنفيذ

  يسأل المدرس:-

  كيف ننتقل من تحاك إلى مساواة شعاعية؟ . 1

 139ثم يعرض أمثلة صفحة 

 يسأل المدرس: -

أيوجد في حالة ثلاث نقاط مختلفة على استقامة . 2
(B)يحقق  Aمركزه  hتحاك  B,CA,واحدة ch  

 ؟

 يعرض مثال: طريقة لإنشاء صورة نقطة وفق تحاكٍ. -
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حة 
صف

ب 
تدر

14
0

+
14

1
 

 الهدف 
تقويمي لقياس قدرة الطالب على تحديد صورة نقطة وفق 

 كٍ.تحاكٍ أو رسم صورة نقطة وفق تحا

 دور المدرس

 ودور الطالب

 تغذية راجعة.

 حل المشكلات

 آلية التنفيذ
يختار المدرس من تمرينات تدرب ويطلب من الطلاب 

 حلها كواجب بيتي  ويناقش الحلول في الحصة التالية
 د45،

عة 
 قط

ورة
وص

م، 
تقي

مس
رة 

صو
رة.

 دائ
ورة

وص
ة، 

قيم
ست

م
 

 الهدف 
إيجاد صورة مستقيم، وصورة قطعة مستقيمة، وصورة دائرة 

 وفق تحاكٍ 

 دور المدرس

 ودور الطالب
 ، الإجابة عن أسئلة المدرس.  توجيه الطلاب ومناقشتهم

 آلية التنفيذ
والمثلثات  3والمبرهنة 2يعرض المدرس المبرهنة -

 المتحاكية وصورة دائرة. 
 د30يناقش الطلاب قي الإثبات.  -

فهم
اً لل

ريس
تك

 
 الهدف 

قياس مدى قدرة الطالب على تحديد صورة مستقيم وفق 
 تحاكٍ وعلى تحديد الصلة بين التحاكي ومبرهنة تالس.

 دور المدرس

 ودور الطالب

 تغذية راجعة.

  الإجابة عن أسئلة المدرس.

 آلية التنفيذ

 المدرس:يسأل  -
  ؟ 2كيف نستفيد من المبرهنة  .1
 ما الصلة بين التحاكي ومبرهنة تالس؟ .2

 يناقش الطلاب في الحل. -
 يوضح المدرس الصلة بين التحاكي ومبرهنة تالس. -

 يعرض المثال ويناقش الطلاب بالحل.
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حة 
صف

ب 
تدر

14
5

 

 الهدف 
تقويمي لقياس قدرة الطالب على تحديد صورة مستقيم  

 كٍ.ودائرة وفق تحاوقطعة مستقيمة 

 دور المدرس

 ودور الطالب
 .حل المشكلاتتغذية راجعة، 

 آلية التنفيذ
وما تبقى  145يطلب المدرس حل تمرينات تدرب صفحة 

من التدريبات تعطى كواجب بيتي ويتم مناقشة الحل 
 د10.  في الحصة التالية

ي 
حاك

 الت
ص

خوا
يه.

اعل
ومف

 

 في حل المسائل. تطبيق خواص التحاكي الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب

 توجيه الطلاب ومناقشتهم

 الإجابة عن أسئلة المدرس.

 آلية التنفيذ
والمثلثات المتحاكية  3والمبرهنة 2يعرض المدرس المبرهنة

 د30وصورة دائرة  ويناقش الطلاب قي الإثبات. 

فهم
اً لل

ريس
تك

 
 الهدف 

قياس مدى قدرة الطالب على تحديد فوائد خواص التحاكي 
  في حل المسائل.

 دور المدرس

 ودور الطالب

  الإجابة عن أسئلة المدرس. تغذية راجعة.

 

 آلية التنفيذ

  ما فائدة خواص التحاكي؟  يسأل المدرس:

 ويناقش الطلاب في الإجابة.

  ثم يعرض الأمثلة ويناقش الطلاب بالحل.

 



5 
 

ب 
تدر

حة 
صف

14
8

 

 الهدف 
تقويمي لقياس قدرة الطالب على استعمال خواص التحاكي 

 في حل المسائل.

 دور المدرس

 ودور الطالب
 حل المشكلات تغذية راجعة.

 آلية التنفيذ
وما تبقى  149يطلب المدرس حل تمرينات تدرب صفحة 

من التدريبات تعطى كواجب بيتي ويتم مناقشة الحل 
 د10 في الحصة التالية.

طة
نش

الأ
 

 الهدف 

 تحديد التحاكيات  بين قطعتين مستقيمتين.: 1نشاط

 تحديد المحلات الهندسية بالاستفادة من التحاكي.: 2نشاط

الاستفادة من التحاكي وخواصه في الإنشاء : 3نشاط
 الهندسي

 دور المدرس

 ودور الطالب

 ميسر وموجه.

 حل الأنشطة  تغذية راجعة

 آلية التنفيذ

يعرض المدرس النشاط ويطلب من الطلاب حله ثم 
 يناقش الحل معهم. حصتان درسيتان

 حصة للتمرينات ومسائل. ملاحظة : 

 .استنتاج العبارة التحليلية للتحاكي لم تعرض  

ث 
لبح

م ا
تعل

لن
 معاً 

 تزويد الطالب بمنهجية التفكير الاستقصائي  الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب

 ميسر وموجه.

 حل المشكلات  تغذية راجعة



6 
 

 آلية التنفيذ

يعرض المدرس مسائل لنتعلم البحث معاً ويناقشهم في 
الحل ويطلب من الطلاب حلها وفق الآلية المعروضة 

 في الكتاب، ثم صياغة الحل وكتابته بلغة سليمة.
 .ثلاث حصص درسية

مام
 الأ

إلى
ماً 

قد
 

 الناقد.تعزيز مهارات حل المسائل والتفكير  الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب

 ميسر وموجه.

 حل مسائل وتمارين قدماً إلى الأمام تغذية راجعة

 آلية التنفيذ

يطلب المدرس من الطلاب حل تمارين ومسائل قدماً إلى 
 الأمام 

 يمكن اختيار من مسائل قدماً إلى الأمام 
 حصتان درسيتان .23، 22، 19، 16، 14، 12

التمارين والمسائل التي لم تعالج يمكن أن ملاحظة : 
تعطى إلى الطالب كواجب منزلي يتابعها المدرس 

 خارج الحصص الدرسية.
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  140ص  تَدرَّب   

 عب ِّرْ عن كل ٍّ من المقولات الآتية باستخدام مساواة شعاعية: 

 B هي صورةA  وفق التحاكي الذي مركزهI  2ونسبته. 

 IوJ  اصورت بالترتيبهما A وB  1/3,وفق التحاكيOh. 

 

 2IB IA        

 1 1 1
, ,

3 3 3
IJ AB OI OAOJ OB 

 مفهوم التحاكي: عمالباست الآتيةالعلاقات الشعاعية  عب ِّرْ عن كل ٍّ من 

 2AB AC 

 2ON MO  

 0AB AB 

 

 2AB AC 
B  هي صورة النقطةC  وفق التحاكيh  الذي مركزهA  2ونسبته  

, 2 : ( )Ah h C B  

            2ON MO  2أيON OM 

N  هي صورة النقطةM  وفق التحاكيh  الذي مركزهO  2ونسبته  

,2 : ( )Oh h M N 

 الحل

 الحل
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             0AB AB

 
ABأي  AB 

B  هي صورة النقطةB  وفق التحاكيh  الذي مركزهA  1ونسبته  

, 1 : ( )Ah h B B 

؟ وما هي نسبته في حال Bإلى  Aينقل  Oمركزه  hفي كل ٍّ من الأشكال المرافقة، أَثمةَ تحاكٍّ  
 وجوده؟

   

 

       .  لا يوجد تحاكٍّ

    3

2
OB OA  فالشكل الثاني يمثل تحاكٍّ مركزهO  ينقلA  إلىB  

      3
,
2

: ( )
O
h h A B 

      .  لا يوجد تحاكٍّ

 .Dإلى  Bوينقل  Gالذي مركزه  hفي كل ٍّ من الأشكال الأربعة الآتية، عي ن نسبة التحاكي  

    

 

 

 الحل

 الحل

G

A

B
D G

A B

D C

O
G

B

D

D

A B

GK 2

3

O

A

B

O A B O

A

B
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 حسب المبرهنة الأساسية في التشابه: 

2 2 3
, ,

3 3 2

GD
GD DB DB DG

DB
  

,وبما أن  ,G B D :على استقامة واحدة فإن 

, 2

3

2
3

2
1

2
1

2
2

( )G

DB DG

DG GB DG

GB DG

GB GD

GD GB

h B D

 

 ( 2,0) , (0,2) , (1,3)G D B  

    (2,2) , (3, 3)GD GB  

2ومنه: 

3
GD GB 

2
,
3

( )
G
h B D  

 G  هي نقطة تلاقي المتوسطات في المثلثABC )مركز ثقل المثلث( 

]منتصف  Oبفرض  ]AC  
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, 2

2

3
2 1
( )
3 2
1
( )
3
1 1

3 3
2 1

3 3
2

( )G

BG BO

BG BD

BG BG GD

BG BG GD

BG GD

GD GB

h B D

 

 : ABGحسب فيثاغورس في المثلث 

2 2

2 2

2

2

2

GB GA

GB GD

GD GB

  

,بما أن  ,D B G :على استقامة واحدة 

, 2

2

( )
G

GD GB

h B D
  

 

 ABC  مثلثٌ وO  نقطةٌ من الضلعAC ارسمْ صورة .B  وفق التحاكيh  الذي مركزهO 
)ويحقق  )h A C. 

 

 ( )h B D   :حيث( )h A C  

 

 

   الحل
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 ABCD  متوازي أضلاع مركزهOو ،A  2هي نقطة تحق قOA OA ارسم صورَ النقاط .B 

 .Aإلى  Aالذي ينقل وفق التحاكي  Dو  Cو

 

    

 

 

 ABC مثلثٌ، مركز ثقله G. 

 f  ٍّهو التحويل الذي يقرن بكل ِّ نقطةM  ًمن المستوي، نقطةM تحق ق 

MM MA MB MC 

.a  َّ2أثبت أنGM GM. 

.b استنتج طبيعة التحويلf. 

 g  ٍّهو التحويل الذي يقرن بكل ِّ نقطةM  ًمن المستوي، نقطةM تحق ق 

2MM MA MB MC 

 متوازيَ أضلاع ABDCهي النقطة التي تجعل  Dو

.a  َّ2أثبت أنMA MB MC DA . 

.b  َّاستنتج أنg .انسحابٌ، يطلب إيجاد شعاعه 

 

 .a 0GA GB GC 

  

 الحل

 الحل
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 ومنه: 

3

3

3

2

2

MA MB MC MG

MM MG

MG GM MG

GM MG

GM GM

 

.b طبيعة التحويلf  هو تحاكٍّ مركزهG  2ونسبته  

 

 

 1

2

2L MA MB MC MA MB MA MC

BA CA BA DB DA L

.a 

.b  بما أنMM DA  ومنهg  يمثل انسحاباً متجههDA  

 

 
 145ص  تَدرَّب   

 ABCD  .متوازي أضلاعK  نقطةٌ على المستقيم( )DC  تختلف عن
). يقطعُ المستقيمُ Cو Dكل ٍّ من  )AK  َالمستقيم( )BD  فيI 

)والمستقيم  )BC  فيJ نرمز إلى التحاكي الذي مركزه .I  وينقلB 
 . hبالرمز  Dإلى 

. .1a  في تأكيد أنَّ صورة المستقيم  2لماذا تفيد المبرهنة( )AB  هي( )DC ؟ 

. .1b  َّاستنتج أن( )h A K؟ 

. .2a ما هي صورة المستقيم ( )BC  وفقh ؟ 

. .1b  َّاستنتج أن( )h J A. 

A B

CD

I J

K
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. .3a نرمز إلى نسبة التحاكيh  بالرمزk .  استنتج من الأسئلة السابقة أن 

IA kIJ    وIK kIA    2وIA IJ IK. 

 

. .1a إن صورة مستقيم( )AB  ٍّوفق تحاكh .هو مستقيم يوازيه 

  Iمركزه  hوفق تحاكٍّ  Dهي  Bصورة 

 DCفهو المستقيم  BAموازياً  Dهو مستقيم مار من  BAومنه صورة 

. .1b  A  نقطة تقاطع المستقيمين( ),( )AI BA  وبما أن صورة المستقيم( )BA   وفق التحاكيh  الذي

)هو المستقيم  Iمركزه  )DC   و صورة المستقيم( )AI  هو نفسه( )AI  فنقطة تقاطع المستقيمين
( ),( )DC AI وهيk  صورة النقطةA  وفق التحاكيh 

. .2a ( )h B D 

)فصورة المستقيم  )BC  وفقh  هو مستقيم مار منD  ويوازيBC  ومنه صورة المستقيم( )BC  هو
  DAالمستقيم 

. .1b J  نقطة تقاطع المستقيمين( ),( )AI BC اللذين صورتاهما وفقh  هما( ),( )AI AD  على

)الترتيب ومنه نقطة تقاطع المستقيمين  ),( )AI AD وهي النقطةA  صورةJ  ٍّوفق تحاكh  مركزهI  ،

( )h J A  

. .3a بما أن( )h J A IA k IJ  

)وبما أن     )h A k Ik k IA  

2ومنه: 
.k IA k IJ Ik  2ومنه .IA IJ Ik  

 الحل
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هو التحاكي  hمنها. و Bفي النقطة  مماسٌ للدائرة  dالمستقيم  
. ارسم النقطة Iإلى النقطة  من  I، وينقل النقطة Aالذي مركزه 

( )O h O وفق التحاكي  صورة  . وارسم الدائرةh ًوأخيرا .
 .hوفق  dصورة  dارسم المستقيم 

 

( )C  هي دائرة مركزهاO  ونصف قطرهاO I  

 

 

 ABCD  3شبه منحرف فيهAB DCو ،O  نقطة تلاقي قطريه. نرمز إلى التحاكي الذي مركزه
O  وينقلA  إلىC  بالرمزh. 

. .1a  ُلماذا يكون المستقيم( )AB  صورةَ المستقيم( )DC  وفقh؟ 

. .1b  لماذا نسبةُ التحاكيh  1تساوي
3

 ؟

. .2aيقطع المستقيم d  المرسوم منC  ًموازيا( )DA  َالمستقيم( )DB في I. 

. .1a  لماذا يكونd صورةَ المستقيم  ( )AD  وفقh؟ 

. .1b  َّاستنتج أن( )h D I. 

. .3a المستقيم المار بالنقطة  ليكنD  ًموازيا( )BC  ًوقاطعا( )AC  فيJ. 

. .1a  َّآخذاً بالحقائق التي توصلت إليها، أثبت أن( )h C J. 

. .1b  َّ1استنتج أن

3
IJ CD. 

 

 الحل

 الحل

A B

CD

I

d

O

A B

d

O

II
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. .1a ( )h A C    

)فصورة المستقيم  )AB  وفقh  هو مستقيم مار منC  موازياً لـAB  ومنه 

)صورة المستقيم  )AB  وفقh  هو المستقيم( )DC  

. .1b   ً3لدينا فرضاAB DC  

           1

3

DC OC

AB OA
  

1ومنه:  

3
OC OA  

1تساوي  hومنه نسبة التحاكي 

3
  

. .2a بما أن( )h A C  فصورة المستقيم( )AD  هو مستقيم مار منC  موازياً لـAD  وهو المستقيمd  

. .1b D  نقطة تقاطع المستقيمين( ),( )DB AD  صورتاهما وفق التحاكيh  المستقيمان( ),( )DB d 
)ومنه  Iعلى الترتيب اللذين يتقاطعان في  )h D I  

. .3a  من تشابه المثلثين,OAB ODC  1نجد أن

3
OD OB  

)ومنه:  )h B D  فصورة المستقيم( )CB  وفقh  المار من  هو المستقيمD  ًموازياBC  فتكون
)صورة  )C  وفقh  هي نقطة تقاطع( )CO  مع( )  Jفهي النقطة   ( )h C J  

. .1b    1

3
1

3
1
( )
3

OJ OC

OI OD

OJ OI OC OD

 

1

3
1

3

IJ DC

IJ CD
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  148ص  تَدرَّب   

وينقل  Oالذي مركزه  hوفق التحاكي  ABCDفي كل ٍّ من الحالات الآتية، ارسم صورة المربع   
 .Dإلى  Dالنقطة 

 

 

 

 

 

  ABCD وBEFG  عان كما في الشكل.2و 3 بالترتيبمربعان طولا ضلعيهما  ، ومتوض 

.a  احسب قياس كل ٍّ من الزاويتينBAC  وEBF. 

   .b  استنتج أنَّ المستقيمين( )AC و( )BF .متوازيان 

أثبت أن   .Bإلى  Aوينقل  Iالتحاكي الذي مركزه  hليكن  
( )h C F  نسبة التحاكي ، وأنh  2تساوي

3
. 

 على استقامة واحدة؟ Iو Gو Dلماذا تقع النقاط  

 

.a ,
4 4

BAC EBF   

 الحل

 الحل

D

A B

O

C

D

D

A B D

O

C

I

D

A B

O
C

D
D

A B

O
C D

D

A B

G

C
F

E I
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   .b  بما أنBAC EBF  وهما في وضع التناظر بالنسبة إلى المستقيمين( ) , ( )AC BF 
)فالمستقيمان  ) , ( )AC BF.متوازيان 

)بما أن   )h A B وAC BF  والنقاط, ,I F C :على استقامة واحدة فإن 

( )h C F

IB k IA
  

IAC,إن المثلثين  IBF :متشابهان 

2 2 2

32 3

2

3

IB BF

IA AC

IB IA

 

2ومنه نسبة التحاكي 

3
  

)بما أن   )h A B وBC AD  ومنه صورةD  وفقh  هي نقطة تقاطعBC  معID  ولتكنM  

( )h D M  2ومنه

3
IM ID  

Mبقي أن نثبت  G  

IDC,إن المثلثين  IFM متشابهان 

2

3
2

3

IM FM

ID CD

FM CD
 

2ولدينا فرضاً 

3
FG CD  ومنهM G 

( )h D G 

,فالنقاط  ,I G D .تقع على استقامة واحدة 
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هي الدائرة المار ة  ، وABCهو مركز ثقل المثلث  Gفي الشكل المقابل،  
وفق التحاكي  صورة  برؤوسه. أعدْ رسم الشكل، وارسم عليه الدائرة 

h  الذي مركزهG قل وينA  إلى منتصفBC. 

 
]منتصف  Aبفرض  ]BC  

1

2
( )

GA GA

h A A
 

]منتصف  Bوبفرض  ]AC  1يكون

2
GB GA  

( )h C C 

)ومنه الدائرة  )C  صورة( )C  وفقh  هي الدائرة المارة برؤوس المثلثABC  وليكن مركزهاO 

1يحقق 

2
GO GO 

 ABC مثلث، وM  1نقطة تحق ق
3

AM AB المستقيم المار بالنقطة .M  ًموازيا( )AC  يقطع
( )BC  فيN والمستقيم المار بالنقطة ،N  ًموازيا( )AB  يقطع( )AC  فيP ليكن .h  التحاكي

 .Mإلى  Aوينقل  Bالذي مركزه 

) وعي ن hاحسب نسبة التحاكي   )h C. 

1أثبت أنَّ  
3

CN CB واستنتج أنَّ مساحة المثل ث ،NPC  تساوي رُبع مساحة المثل ثMBN. 

 
 ( )

2

3

h A M

BM BA

  

     2

3
k نسبة التحاكي 

 الحل

 الحل

A

BC
G

O
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)بما أن  )h A M  وMN AC  فإن( )h C N  

 ( )h C N  2فإن

3
BN BC  1ومنه

3
CN CB  

)بما أن  ) M , ( ) , ( )h A h C N h B B  

4
( ) ( )

9
S MNB S ABC   1  

ABC,ولما كان المثلثان  CNP متشابهين 

1

3

PN

AB
 نسبة التشابه 

1
( ) ( )

9
S CNP S ABC   2  

 نجد أن: 2و1من 

1
( ) 19
( ) 4 4

9

S CNP

S MNP
1ومنه:   

( ) ( )
4

S CNP S MNP 

 

 أنشطة

 قطع مستقيمة متحاكية 

]و ABقطعتان مستقيمتان معلومتان  ]A B أَتوجد تحاكيات تنقل .AB  إلى[ ]A B ؟ عند
 .الإيجاب، تعرَّفْها

 حلّ المسألة 

 1 نشاط
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)ن ينفترض أنَّ المستقيم 1. )AB و( )A B  غير متوازيين. اشرح لماذا لا يوجد أي تحاك ينقلAB 
Aإلى  B. 

)نفترض أنَّ  2. )AB و( )A B وأنّ  متوازيانA A  وAB AB . عندئذ يتقاطع المستقيمان
( )AA و( )BB  في نقطةO كما يتقاطع .( )AB و( )A B  في نقطةI. 

.a  1من المثلثات المتحاكية، التي تظهر في الشكل، نتبي ن وجود تحاكيينh 2وh  ينقل كلٌّ منهما
AB  إلىA B.تعرَّفْ هذين التحاكيين . 

.b  ٍّالسؤال هو تبيان إذا كان هناك غيرهما. لنفترض وجود تحاكh  ينقلAB  إلىA B عل ِّل .
)لماذا ينبغي أن تكون  )h A  هيA  أوB َّ1، ثُم  أثبت أنh h  2أوh h. 

Aالمسألة عندما  حل   3. B AB وA A. 

 

)نفترض أن المستقيمين  1. )AB و( )A B  غير متوازيين، عندئذٍّ لا يوجد أي تحاكٍّ ينقل[ ]AB  إلى[ ]A B 
]لأن صورة قطعة مستقيمة  ]AB  وفق تحاكٍّ هي قطعة مستقيمة[ ]A B 

)نفترض أن  2. )AB و( )A B  متوازيان وأنA A وAB A B  عندئذ يتقاطع المستقيمان( )AA 
)و )BB  في نقطةO  كما يتقاطع ،( )AB و( )A B  في نقطةI  

.a  من المثلثين المتحاكيين,OA B OAB  ٍّ1نلاحظ أنه يوجد تحاكh  مركزهO  وينقلA  إلىA  

IA,ومن المثلثين المتحاكيين  B IAB  ٍّ2نلاحظ أنه يوجد تحاكh  مركزهI  وينقلA  إلىB  

 إذن عندئذ هنالك تحاكيان.

.b  .بقي أن نثبت أن هذين التحاكيين وحيدان 

]ينقل  hنفترض وجود تحاكٍّ  ]AB  إلى[ ]A B :عندئذ يكون 

   ( )h A A  1ومنهh h  

 الحل
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)أو  )h A B  2ومنهh h 

1وبالتالي  2,h h .وحيدان 

ABلنناقش حالة 3. A B وA B  

)نقطة تقاطع  Oمركزه  Aإلى  Bوينقل  Bإلى  Aينقل  hعندئذ هناك تحاكٍّ وحيد  )AB  و
( )A B  

( )

( )

h A B

h B A
  

 : من خواص شبه المنحرف تطبيق 

ABB A  شبه منحرف قاعدتاهAB و[ ]A B يتقاطع ،( )AA و( )BB  فيO ويتقاطع ،( )AB 
)و )A B  فيI نرمز إلى منتصفي .AB و[ ]A B بالرمزين  بالترتيبE وF .إحدى  بالاستفادة من

 .تقع على استقامة واحدة Fو Iو Eو Oخواص التحاكي، أثبت أنَّ النقاط 

 

]هنالك تحاكيين ينقلان  ]AB  إلى[ ]A B 

  Bإلى  Bو  Aإلى  Aوينقل  Oالتحاكي الأول الذي مركزه 

,

,

( )

( )
O k

O k

h A A

h B B
 

]منتصف  Eوبما أن  ]AB  أيE  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقلتين( ,1)A و( ,1)B   والتحاكي
,يحافظ على مركز الأبعاد المتناسبة فإن:  ( )O kh E F  حيثF  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,1)A و

( ,1)B   (F  منتصف[ ]A B ) 

,فالنقاط  ,F E O      .1على استقامة واحدة 

  Aإلى  Bوينقل  Bإلى  Aوينقل  Iالتحاكي الثاني: مركزه 

 الحل
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,k ,k( ) , ( )I Ih B A h A B  

E  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقلتين( ,1)A و( ,1)B والتحاكي يحافظ على مركز الأبعاد المتناسبة 

,k ( )Ih E F 

,فالنقاط  ,F E I      .2على استقامة واحدة 

,نجد أن النقاط  2و1من   , ,F E I O .على استقامة واحدة 

 

 

 محلات هندسيّة بالاستفادة من التحاكي  

A وB  مركزها  نقطتان من دائرةO ،M  عدا النقطتين  نقطةٌ ترسمA وB النقطة .I  هي
من هذا التمرين هي إيجاد المحل  . الغايةMABهي مركز ثقل المثلث  G، والنقطة ABمنتصف 
 .Bو Aعدا  الدائرة  Mعندما ترسم  Gللنقطة  الهندسي 

 تخمين المحل الهندسي  

هي عناصر ثابتة من الشكل. لتخمين  Iو  Bو Aوالنقاط  الدائرة 
الموافقة.  Gثُم  ننشئ النقاط  M، يمكن أن نختار عدداً من النقاط 

 فنحصل على نقاط تبدو وكأنها على دائرة أو على جزء من دائرة.

  إثبات صحّة التخمين 

على استقامة واحدة، وهذا  تقع Iو Gو Mوالنقاط الثابتة. النقاط  Mو Gلنبحث عن علاقات بين 
ر باست . عماليجعلنا نفك   تحاكٍّ

 يطلب حساب نسبة هذا التحاكي. Iمركزه  hوفق تحاكٍّ  Mهي صورة  Gأثبت أنَّ  1.

2 نشاط  

A BI
G

M

M

G

G

M

M

G

M

G
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ا h، وفق Bو A، عدا ، هو إذن إيجاد صورة الدائرة G، المحل الهندسي للنقطة إيجاد  2. . ولم 
 امنها صورتمحذوفٌ  هي الدائرة  ، كانت هي دائرة  hوفق  كانت صورة الدائرة 

). أوجد Bو  Aالنقطتين  )h O  ثمَّ ارسم. 

 

G.1  مركز ثقل المثلثAMB  1ومنه

3
IG IM  ومنه النقطةG  صورة النقطةM  ٍّوفق تحاك

1ونسبته تساوي  Iمركزه 

3
  

مركزها  Cترسم دائرة  Gفإن  Bو Aعدا النقطتين  Oالتي مركزها  Cترسم الدائرة  Mوبما أن 2.
( )O h O  عدا النقطتين( )A h A و( )B h B  

1تحقق:  Oالنقطة 

3
IO IO  ، 1بما أن

3
IG IM  فإنO  نقطة تقاطع المستقيم المرسوم منG 

)فتكون  OMموازياً  ) , ( )h A A h B B  هما نقطتي تقاطع الدائرةC  معAB . 

A,محذوفاً منها النقطتين  Cالدائرة  Gفيكون المحل الهندسي للنقطة  B . 

 

 مسائل إنشاء   

 الشرح بمثال  

d وd  مستقيمان متقاطعان. النقطةI  نقطة لا تقع على أي ٍّ من هذين المستقيمين. نريد إنشاء نقطة
A  علىd  ونقطةA  علىd  شرط أن تقعI  في منتصف[ ]AA. 

  تحليل المسألة : المرحلة الأولى 1.

ع النقاط  لنفترض أن  الإنشاء منجزٌ، ولندرس الشكل التقريبي بحثاً عن توضُّ
المفيدة في هذا الرسم. عموماً، نحاول إثبات وقوع هذه النقاط عند تقاطع 

 خط ين معلومين.

 الحل

3 نشاط  

O
d

I

A

A
d
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؟ في A، فهل يمكننا إيجاد خط ٍّ آخر تقع عليه النقطة dعلى المستقيم المعطى  Aفمثلًا، تقع النقطة 
)وفق التحاكي  Aهي صورة  Aالحقيقة، إن   , 1)h I  أي التناظر المركزي الذي مركزهI والنقطة .A 

 .hوفق  dستقيم الذي هو صورة الم على المستقيم  A، إذن، تقع dتقع على المستقيم 

  تركيب الحل : المرحلة الثانية 2.

ة هذا  رين صح  نبي ِّن في هذا الجزء طريقةً لإنشاء الشكل المطلوب، مبر ِّ
 الإنشاء.

.a  صورة المستقيم  المستقيم نرسمd  وفقh. مع   فيتقاطعd  فيA عل ِّل تقاطع هذين .
 المستقيمين.

.b  يتقاطع المستقيم( )A I  معd  في النقطةA فتكون .I  منتصف[ ]AA لماذا؟ . 

 

.a   صورة المستقيم   نرسم المستقيمd  وفق, 1Ih  مع  فيتقاطعd  في النقطةA  كون المستقيم
 القاطع أحد مستقيمين متوازيين قاطع للآخر.

.b  يتقاطع المستقيم( )A I  معd  في النقطةA  فيكون, 1( )Ih A A  ومنهI  منتصف[ ]AA  

 الاستفادة من انسحاب  

3هي نقطة تُحق ِّق  Bنقطة من هذه الدائرة، و A، وOدائرة مركزها 
2

OB OA نرمز بالرمز  .d 
)عمودي اً على  Bإلى المستقيم المار بالنقطة  )OA أنشئ على .d  نقطةM نقطة  ، وعلىN 

 متوازي أضلاع.  OAMNتجعلان من الرباعي 

وفق الانسحاب  Mهي صورة  N: مساعدة 
AO

. 

 
AMبحيث يكون  dعلى المستقيم  Mنعين النقطة  R OA  

 أو: بما أن

 الحل

 الحل

O
d

I

A

A d
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3

2
3

2
1

2
1

2

OB OA

OA AB OA

AB OA

AB OA

 

1ومنه 

2
AB AM   30فالزاويةAMB  60ومنهMAB 

وفق انسحاب  Mصورة النقطة  Nثم نرسم  60MABبحيث يكون  dعلى  Mفنعين النقطة 
  AOمتجهه 

 الاستفادة من تحاك    

ABC  مثل ثٌ حاد الزوايا. نريد إنشاء مرب عIJKL  داخل المثل ثABC على أن تقع النقطتان ،I وJ 
 .ABعلى الضلع  Lو ACعلى الضلع  K، وBCعلى 

  تحليل المسألة 1.

. نرمز بالرمز  إلى  hبافتراض الإنشاء مُنجزاً، نرى مثل ثين متحاكيين، مما يوحى بالاستفادة من تحاكٍّ
 .Bإلى  Lوينقل  Aالتحاكي الذي مركزه 

.a  عي ن( )h K و( )h I و( )h J. 

.b  عي ن المرب عBEDC  صورةIJKL  وفقh. 

إلى  hبافتراض الإنشاء منجزاً، نرى مثلثين متحاكيين، مما يوحي بالاستفادة من تحاكٍّ ، نرمز بالرمز 
)،  Bإلى  Lوينقل  Aالتحاكي الذي مركزه  )h L B 

 

 . .b a ( ) , ( ) , ( )h K C h I E h J D 

  تركيب الحل 2.

 الحل

B I

A

CJ

L K
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 .ABCنعود إلى المثل ث 

.a أنشئ المربعBEDC  راً أن )تقعان في جهتين مختلفتين من  Dو A، متذك  )BC. 

.b  المستقيم( )AE  يقطع( )BC  فيI والمستقيم ،( )AD  يقطع( )BC  فيJ والعمود على ،
( )BC  فيI  يقطع( )AB  فيL والعمود على ،( )BC  فيJ  يقطع( )AC  فيK  أثبت أن .
IJKL .مرب ع 

 

.a  ننشئ المربعBEDC 

.b  المستقيم( )AE  يقطع المستقيم( )BC  فيI  

)المستقيم  )AD  يقطع المستقيم( )BC  فيJ  

)والعمود على  )BC  فيI  يقطع( )AB  فيL  

)والعمود على  )BC  فيJ  يقطع( )AC  فيK  

والتحاكي يحافظ على التوازي والتعامد ويضرب   hوفق تحاكٍّ   LIJKصورة  BEDCوبما أن المربع 
 مربع. LIJKفالشكل   Kالأطوال بالعدد 

 

 

 تمرينات ومسائل

 d  2مستقيمٌ معادلته 3 0x y  ٍّفي معلم( ; , )O i j ُيقطع .d  محور التراتيب فيA .
 .hبالرمز  2ونسبته  Oنرمز إلى التحاكي الذي مركزه 

)إحداثيتي النقطة  اكتب 1.  )A h A. 

 الحل

1 
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 .hوفق  dصورة  dاستنتج معادلةً للمستقيم  2. 

 
:2 3 0d x y  

  0xمع محور التراتيب فنضع  dلنقاطع 

3 0y  3ومنهy 

(0, 3)A  

.1 
( )

2

(0, 6)

(0, 6)

h A A

OA OA

OA

A

 

d.2  صورةd  وفقh  

dحسب خواص التحاكي يكون  d   ويمر بالنقطةA  

2من الشكل  dمعادلة  0x y c 

A d :فهي تحقق معادلته 

0 6 0

6

:2 6 0

c

c

d x y

 

 

)في معلمٍّ   ; , )O i j. نتأمل مستقيمين d وd  3 بالترتيبمستقيمان معادلتاهما 0x y و
2 0x y يقطع المستقيمان .d وd  محور التراتيب فيA  وB بالترتيب. 

 .Bو Aإحداثيات  احسبمتوازيان و  dو dتحق ق أنَّ  1.

 الحل
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)ويحقق  Oالتحاكي الذي مركزه  hليكن  2. )h A B. 

.a  لماذاd  هو صورةd  وفقh؟ 

.b ما نسبة هذا التحاكي؟ 

 
: 3 0

: 2 0

d x y

d x y
 

.1 1d dm m   ومنهd d  

  2yفنجد:  0xمع محور التراتيب نضع   dنقطة تقاطع  Aلإيجاد إحداثيات 

(0, 2)B  

.2 ( )h A B  

.a لما كانd d  والمستقيمd  يمر بـA  والمستقيمd  يمر بـB و( )h A B  

  dهو المستقيم  hوفق   dفصورة المستقيم 

.b 
( )

(0, 2)

(0,3)

2

3

h A B

OB

OA

OB OA

 

2ومنه 

3
k ) نسبة التحاكي ( 

)نتأم ل، في معلمٍّ متجانس    ; , )O i jالترتيب باللتين معادلتاهما  و ن ي، الدائرت 

2 2 4x y  2و 2 6 8 0x y x. 

 الحل

3 
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 وتحقق أنهما متماستان. و ارسم الدائرتين   1.

,2) مركزه hوفق تحاكٍّ  هي صورة  أثبت أنَّ  2. 0)I؟. ما نسبة هذا التحاكي 

 
 

.1 2 2

2 2

2 2

2 2

( ) : 4, (0,0) , 2

( ) : 6 8 0

6 9 8 9

( 3) 1

(3,0) , 1

C x y O R

C x y x

x x y

x y

O R

    

3OO R R  .ًفالدائرتان متماستان خارجا 

.2 1

2
IO IO   ومنهO  صورةO  ٍّوفق تحاكh  مركزهI  1ونسبته

2
  

1
,
2

( ( ) )
I
h O O  

1

2
R R  

)ومنه  )C  صورة الدائرة( )C  وفقh   1نسبة التحاكي

2
h  

2دائرة معادلتها     2 6 2 6 0x y x y .في كلٍّ من الحالات الآتية، معادلةً عي ن ،
 .Tوفق التحويل  ، صورة للدائرة 

 T 2الذي شعاعه  هو الانسحابu i j. 

 T  هو التناظر الذي مركزهO. 

 T  هو التحاكي الذي مركزهO  2ونسبته . 

 T  1هو التناظر بالنسبة إلى المستقيم الذي معادلتهy. 

 الحل

4 
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2 2

2 2

2 2

( ) : 6 2 6 0

6 9 2 1 6 9 1

( 3) ( 1) 4

C x y x y

x x y y

x y

 

(3,1) , 2I R .مركز الدائرة 

 T  :2هو الانسحاب الذي شعاعهu i j  

(3 1,1 2)I 

(4,3)I  مركز الدائرة( )C  

2R R  

)فمعادلة الدائرة  )C  :2عندئذ 2( 4) ( 3) 4x y  

 T  هو التناظر الذي مركزهO  

2 2

( 3, 1)

2

( 3) ( 1) 4

I

R R

x y

  

 T  التحاكي الذي مركزهO  2ونسبته  

2

( 6, 2)

OI OI

OI
  

 ومنه:

 
2 2

( 6, 2)

2 4

( 6) ( 2) 16

I

R R

x y

  

 T  1هو التناظر بالنسبة إلى المستقيم الذي معادلتهy  

 الحل
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(3, 1)M  (3,1)هي المسقط القائم للنقطةI   1على المستقيمy 

]منتصف القطعة المستقيمة  Mفتكون  Mبالنسبة إلى  Iنظيرة النقطة  Iبفرض  ]I I  

2 2

3
3

2
3

1
1

2
2 1 3

(3, 3)

2

( ) :( 3) ( 3) 4

I

I

I

I

x

x

y

y

I

R R

C x y

 

)في معلم متجانس    ; , )O i j ، بالترتيبدائرتان، معادلتاهما  و  

2 2 6 8 0x y x y   2و 2 12 6 41 0x y x y 

 .إلى  إحداثيات مراكز التحاكيات الذي ينقل كلٌّ منها  احسب

 
 

2 2

2 2

2 2

( ) : 6 8 0

6 9 8 16 9 16

( 3) ( 4) 25

(3, 4)

5

C x y x y

x x y y

x y

I

R

 

2 2

2 2

2 2

( ) : 12 6 41 0

12 36 6 9 41 36 9

( 6) ( 3) 4

(6,3) , 2

5

C x y x y

x x y y

x y

I R

R

 

)هو النقطة  Iإلى  Iالذي ينقل  hبفرض مركز التحاكي  , )A a b  ونسبة التحاكيk :عندئذ يكون 

5 

 الحل
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.

AI k AI

R k R
 

2 .5

2

5

k

k
 

2إما 

5
k  2أو

5
k 

2في حالة 

5
k: 

2

5
AI AI  

2
(6 , 3 ) (3 , 4 )

5
6 2 8 2

(6 , 3 ) ( , )
5 5 5 5

6 2
6 a

5 5
6 3

6
5 5

24 3

5 5

a b a b

a b a b

a

a

a

 

  8aومنه 

8 2
3

5 5
8 3

3
5 5
23

3

b b

b

b

 

1فمركز التحاكي عندئذ يكون 
23

(8, )
3

A  

2في حالة 

5
k:2

5
AI AI 
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2
(6 , 3 ) (3 , 4 )

5
6 2 8 2

(6 , 3 ) ( , )
5 5 5 5

6 2
6 a

5 5
36 7

5 5
36

7

a b a b

a b a b

a

a

a

 

8 2
3

5 5
8 2

3
5 5

7 7

5 5
1

b b

b b

b

b

 

2فمركز التحاكي عندئذ يكون 
36
( ,1)
7

A  

)مما سبق نستنتج أن هنالك تحاكيان ينقلان  )C  إلى( )C 

الأول هو 
2,1 5

1
A

h  والثاني هو
2,2 5

2
A

h 

    لنتعلّم البحث معا  

 إثبات تلاقي مستقيمات في نقطة واحدة  

ABCD وMNPQ .أنَّ  أثبت مربعان أضلاعهما متوازية مثنى مثنى
)المستقيمات  )AM و( )BN و( )CP و( )DQ .تتلاقى في نقطة واحدة 

   ّنحو الحل 
   .تصغيرٌ للمربع الكبير، يمكننا إذن التفكير بأنهما متحاكيان.  «المربع الصغير»لنتأم ل الشكل

إثبات تلاقي أربعة مستقيمات. أحد مداخل البرهان هو إثبات أنَّ اثنين من هذه المستقيمات نريد 
 يمران بنقطة تقاطع الاثنين الآخرين.

6 
D

A B

P

C

NM

Q
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)ارسمْ، على سبيل المثال،  )DQ و( )AM  ولتكنO .نقطة تقاطعهما 

   يحثنا تحاكي المثلثينOAD  وOMQ الاستفادة من على  ،أعلاه، بالإضافة إلى ما توصلنا إليه 
)لإثبات أنَّ  .Mإلى Aوينقل النقطة  Oالذي مركزه  h التحاكي )CP  يمرُّ بالنقطةO يكفي ،

) من أنَّ  يقُّنالت )h C P . 

)لماذا تقع  1. )h C C  على المستقيم المار بالنقطةQ  ًموازيا( )CD؟ 

)على  Cلماذا تقع  2. )OC.؟ أكمل 

 تقع على استقامة واحدة. Bو Nو Oأثبت أنَّ النقاط  3.

 .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغة  سليمة

 
)إن المستقيمين  ) , ( )AM DQ  متقاطعان ولتكن نقطة تقاطعهماO  

AOD,نلاحظ تحاكي المثلثين  OMQ  ومنه يوجد تحاكٍّ مركزهO  ينقلA  إلىM  

( )h A M  

)بفرض  )h C C 

)ووجدنا  )h D Q 

)موازياً   Qهي نقطة تقاطع المستقيم المار من  hوفق   Cصورة   Cومنه  )DC   والمستقيم( )OC  

OC,ونلاحظ تحاكي المثلثين  Q ODC  :حيث( ) , ( )h D Q h C C 

C ومنه: Q  يوازيCD 

 C Q k CD  

QMحيث 
k

DA
 

 الحل
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 وبما أن:

 QP QM

DC AD
  

DC  يوازيQP 

PQفإن  k CD   ومنهC P   ومنه( )h C P 

  ABCDأصبح لدينا صور ثلاث نقاط من المربع 

( ) , ( ) , ( )h A M h D Q h C P  

هو   Oالذي مركزه  hوفق التحاكي  ABCDونحن نعلم أن صورة مربع وفق تحاكٍّ مربع ومنه صورة 
)ومنه  MNPQالمربع  )h B N  فالنقاط, ,O N B تقع على استقامة واحدة 

)فالمستقيمات  ) , ( ) , ( ) , ( )AM BN CP DQ .تتلاقى في نقطة واحدة 

 

 إثبات توازي مستقيمين  

ABCD  رباعي محدب، قطراهAC وBD  متقاطعان فيO .
)موازياً  Oالمستقيم المرسوم من  )DC  يقطعDA  فيI  ،
)موازياً  Oالمستقيم المرسوم من  )BC  يقطع( )AB  فيJ.  أثبت 

)أنَّ المستقيمين  )IJ و( )BD متوازيان. 

   ّنحو الحل 
   ،لنحل ِّلْ الشكل كي نستنبط النتائج. استناداً إلى الفرْض( )OI  يوازي( )CD و( )OJ  يوازي( )CB .

تحاكٍّ مركزه  استعمال، تحثنا على Aا مثلثاتٍّ متحاكيةً مشتركة بالرأس فإذا تفحصنا الشكل، تب ين  
 .Aالنقطة 

 دل  على زوجين من المثلثات المتحاكية.  1.

7 

A B

C

D
O

I

J
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 احسب نسبة التحاكي في كل ٍّ من حالتي التحاكي. 2.

    ْتحاكياً  استعملنايتعلق الأمر بإثبات توازي مستقيمين. فإنh كان إحدى طرائق الحل هو إثبات ،
 .hأنَّ أحد المستقيمين هو صورة الآخر وفق 

، أثبت أنَّ صورة المستقيم Cإلى  Oوينقل  Aالذي مركزه  hالتحاكي بالاستفادة مثلًا من  1.
( )IJ  هي المستقيم( )DB. 

 أنجز هذا الإثبات. 2.

 .البرهانَ واكتبهُ بلغة  سليمةأنجزِ 

 
ABC,نلاحظ تحاكي المثلثين  AJO  لأنOJ  يوازيCB  حيث هذا التحاكيh  ينقل النقطةB  إلى

J  ومركزهA  

]منتصف  ..ولما كانت  ]AB  1كانت نسبة التحاكي

2
k  

1حيث 

2
OJ CB  

ADC,ونلاحظ تحاكي المثلثين  AIO  لأنOI  يوازي DC  حيث هذا التحاكي هو نفسهh  الذي مركزه

A  1ونسبته

2
 حسب خواص التحاكي Iإلى  Dوينقل   Oإلى  Cوهو ينقل   

)وبما أن  ) , ( )h B J h D I  فإنIJ  يوازي BD 

 

 مستقيم متحوّل يمرّ بنقطة ثابتة  

، مع rو rونصفا قطريهما  Oو O، مركزاهما Iدائرتان متماستان خارجاً في  و 
r r ليكن .d  مستقيماً مار اً بنقطةٍّ معطاةA في  ، وقاطعاً الدائرةM وN  ُيقطعُ المستقيم .

 الحل

8 
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( )MI  في الدائرةM و يقطعها المستقيم ،( )NI في N. أنَّ المستقيم  أثبت( )M N  ُّيمر
 .Aحول  dبنقطةٍّ ثابتة عندما يدور المستقيم 

   ّنحو الحل 
   لنتأم ل الشكل كي نستنبط بعض النتائج، ونخم ن موضع النقطة

متحاكيان. أَيكون  IMNو IMNالثابتة. يبدو أنَّ المثلثين 
)المستقيم )M N  صورة( )MN  ٍّوفق تحاكh مركزه I ؟  لنقبل

 بوجود مثل هذا التحاكي ولنرَ ما يترتَّب على ذلك من نتائج.

ا كانت Aالنقطة الثابتة بموضع النقطة  يتعل ق موضع )تقع على  A، ولم  )MN وقعت صورتها ،
( )h A A  على( )M N َّفمن المعقول التفكير بأن .A   هي النقطة المنشودة. يبقى إذن

)وينقل  Iالذي مركزه  hإيجاد التحاكي  )MN  إلى( )M N ولكن تقع النقطتان .M وN  على
وينقل  I، نفك ِّرُ إذن بالتحاكي الذي مركزه على الدائرة  Nو M، وتقع صورتاهما ئرة الدا
 . إلى  

 . dولاحظ أنَّها لاتتعلق بالمستقيم  hاحسب نسبة التحاكي  1.

)عي ِّن  2. )h M و( )h N. 

 .البرهانَ واكتبهُ بلغة  سليمةأنجزِ 

 
)بما أن صورة دائرة وفق تحاكٍّ هو دائرة لنفكر بوجود تحاكٍّ ينقل الدائرة  )C  إلى( )C 

  Iنفترض أن مركز هذا التحاكي هو 

IO k IO

r k r

r
k

r

 

rومنه 
k

r
IO,لأن الشعاعين    IO  مختلفان بالجهة وبالتالي صورة أي نقطة من الدائرة( )C 

)وفق هذا التحاكي هو نقطة من الدائرة  )C 

 الحل

A
O I

O

M

N

N

M
d
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( )

( )

h M M

h N N
 

)وبما أن المستقيم  )MN  يمر بنقطة ثابتةA  فصورته المستقيم( )M N  يمر بنقطة ثابتة( )h A A  
 لأن صورة مستقيمات متلاقية بنقطة ثابتة هي مستقيمات متلاقية بنقطة ثابتة.

 

 مساواة شعاعيّة  

)، المستقيم 1نقطة ما من  Mمستقيمان متوازيان،  2و 1في الشكل المجاور )AM  يقطع
)والمستقيم  Pفي  2 )BM  في  2يقطعQأنَّ  . أثبت

I Q J P. 

   ّنحو الحل 
    يبي ِّن الشكل خمسة أزواج من المثل ثات المتحاكية، بعضها

المثل ثات المتحاكية عي ِّن أزواج  .Bوبعضها الآخر بالنسبة إلى الرأس  Aبالنسبة إلى الرأس 
 الظاهرة في الشكل.

   ة المطلوبة مباشرة، نفك ِّر إذن بالتعبير عن هذين الشعاعين بدلالة يبدو من الصعب إثبات الخاص 
ة وأن  الملاحظة السابقة تبي ِّن أن  الشعاع  Jشعاع ثالث، خاص  P  هو صورة الشعاعJM  وفق

I، وAتحاك مركزه  Q  هو صورة الشعاعJM  وفق تحاك مركزهBإذن . 

1J. أثبت أن  1k ، ونسبتهJإلى  Jوينقل  Aالتحاكي الذي مركزه  1hليكن  1. P k JM. 

2I. أثبت أن  2k ، ونسبتهIإلى  Jوينقل  Bالتحاكي الذي مركزه  2hليكن  2. Q k JM. 

    1لإنجاز المطلوب يكفي إذن إثبات أن 2k k ُرنا أننا لم نستعمل بعد . وليس هذا صعباً إذا تذك 
 متحاكيين، وكذلك الأمر بالنسبة إلى و جميع الفرضي ات، وبوجه خاص كون 

 .و

 .أثبت أن   1.

AIJAI JBIJ

BI J

1I J k IJ

9 

A

I

B

J

I JQ P

M 1

2

1d 2d
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 . أثبت أن   2.

 .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغة  سليمة

 
 إلى  وينقل  مركزه   متحاكيان حيث هذا التحاكي  نلاحظ أن المثلثين 

  ونسبته 

  

J....فيكون  P k JM  

 إلى  وينقل  مركزه  متحاكيان حيث هذا التحاكي  ونلاحظ أيضاً أن المثلثين 
  ونسبته   إلى  وينقل 

 

2فيكون  ....I Q k JM  

 ونسبته  الذي مركزه  متحاكيان وفق التحاكي  ونلاحظ أن المثلثين 

2فيكون  ....I J k IJ  

 ونسبته  الذي مركزه  متحاكيان وفق التحاكي  ونلاحظ أن المثلثين 

1فيكون  ....I J k IJ  

 نجد أن  و من 

  نجد أن  و  بتعويضه في 

 ومنه 

 

2I J k IJ

,AJP AJMhAMP

1k

( ) , ( )h M P h J J

,BI Q BJM1hBMQ

JI2k

1 1( ) , ( )h M I h J Q

,BI J BIJ1hB2k

,AI J AIJhA1k

1 2k k

2

2

J P k JM

I Q k JM

I Q J P

 الحل
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 البحث عن محلٍّ هندسي 

 نقطةٌ من  .هي نقطة تحق ق  أحدُ أقطارها.  ، ودائرةٌ مركزها  
هي نقطة تقاطع  ، وأخيراً هي النقطة المقابلة قطرياً للنقطة  ، وو مختلفة عن 
  المحل الهندسي للنقطة عي ن .و المستقيمين 

 .و  عدا النقطتين الدائرة  عندما ترسم 

   ّنحو الحل 
  علينا بدايةً الاهتمام بالنقاط الثابتة والنقاط المتحركة. 

   ثابتة. نقاط و و و النقاط 
  إذن كذلك الأمر و عدا  الدائرة  متحركة، ترسمُ نقاط  و و النقاط ،

 .بمواضع  ، وتتعلَّق مواضع النقطة بالنسبة إلى النقطة 
 من جهة والنقاط الثابتة من جهة أخرى. و لنبحث، في الشكل، عن الروابط بين النقطتين 

؟ استنتج ، ماذا تستنتج بشأن الشكل الرباعي قطران في الدائرة  و  1.
 متوازيان. و من ذلك أنَّ 

يُطلب معرفة  وفق تحاكٍّ  هي صورة  متحاكيان. استنتج أنَّ  و المثلثان  
 .على  مركزه ونسبته. لاحظ أنهما لا يتبعان موقع 

   هي صورتها وفق تحاكٍّ ثابت. المحل الهندسي للنقطة  مقرونة بنقطة   وهكذا فإنَّ كلَّ نقطة
من الدائرة  المرتبطة بجميع النقاط  هي، كما نعلم من تعريفه، مجموعة جميع النقاط  
 .  وفق التحاكي  و عدا  . فهي إذن صورة و عدا النقطتين  

 عي ِّن هذه الصورة. 

 .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغة  سليمة

 
 AMيولزي  BNمتناصفان فالشكل متوازي أضلاع. ومنه  نلاحظ أن قطري الشكل 
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  إلى  وأيضاً ينقل  إلى  وينقل  مركزه  متحاكيان هذا التحاكي  فالمثلثان 

  

  ولدينا فرضاً 

  

  ومنه 

عدا  ونصف قطرها  التي مركزها  ترسم الدائرة  وبما أن  ونسبته  مركزه  فالتحاكي 
عدا  ونصف قطرها  مركزها  ترسم دائرة  فإن  النقطتين 
 ( حيث:في الدائرة  النقطة المقابلة قطرياً للنقطة  ) و  النقطتين 

 

 لة وجودأمس  

 : بالترتيب، اللتين معادلتاهما و ، الدائرتين نتأم ل، في معلم متجانس 

 و 

 . وتعيينها في حال وجودها.إلى وجود تحاكيات تنقل  المطلوب هو تبيان

   ّنحو الحل 

   ٍّإلى مركزي  و فماذا نستنتج ؟ إذا رمزنا بالرمزين  إلى ، ينقل لنفترض وجود تحاك
 .و إلى نصفي قطريهما كان و على التوالي. وبالرمزين  و 

 . و واحسب  و احسب إحداثيات  1.

 . في المعلم  و ارسم  
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 .و هما  ومن ثمَّ وجود قيمتين ممكنتين للعدد  استنتج أنَّ  

  ذلك الذي نسبته  ، و النقطة ومركزه ذلك الذي نسبته  يوجد إذن تحاكيان ممكنان. ليكن
 .النقطة ومركزه 

هو مركز  ، وأنَّ و  هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  أثبت أنَّ  1.
 . و  الأبعاد المتناسبة للنقطتين 

 .و أنشئ على الشكل النقطتين  

   ولكن لم و هو واحدٌ من بين التحاكيين  إلى  ينقل  إذن لقد أثبتنا أن  أي تحاك .
 نثبت بعدُ أن  هذين التحاكيين يجيبان فعلًا عن هذه المسألة.

 .هي الدائرة  أو  وفق  أثبت أنَّ صورة 

 .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغة  سليمة
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): فيكون  إلى  ينقل  نفترض وجود تحاكٍّ   )

3 . 2

h A A

r k r

k

 

1
3

2
k  2أو

3

2
k 

 يوجد إذن تحاكيان ممكنان

  ومركزه النقطة  ذلك الذي نسبته  ليكن 

  ومركزه النقطة  ذلك الذي نسبته  و   

 لأن ذلك يحقق: هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  إن 

  

 

1: ( )h A A   ونسبته  تحاكٍّ مركزه 

 ومنه:

  

 لأن ذلك يحقق: هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  و إن 

  

 

2 2: ( )h h A A   ونسبته  تحاكٍّ مركزه 
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 ومنه:

  

ولكن لم نثبت بعد أن  هو واحد من بين التحاكيين  إلى  ينقل  لقد أثبتنا أن أي تحاكٍّ 
 هذين التحاكيين يجيبان فعلًا عن هذه المسألة.

 ونسبته  الذي مركزه  وفق لنوجد صورة 

 أولًا: لنوجد إحداثيات 

  

        

        

  

 ومنه  

 ومنه    
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        الأمامقُدُما  ا لى 

ب،    . المستقيم المرسوم من و هي نقطة تقاطع قطريه   رباعي محدَّ
 يقطع  موازياً  ، والمستقيم المرسوم من في  يقطع  موازياً  
 .في

، . أثبت أنَّ ويحق ق  ونسبته  التحاكي الذي مركزه  ليكن  
 .و واستنتج أنَّ 

 أثبت أنَّ  .ويحق ق  ونسبته  التحاكي الذي مركزه  ليكن  
 .و واستنتج أنَّ 

 .و  استنتج من الأسئلة السابقة أنَّ  

 متوازيان. و أثبت أنَّ المستقيمين  

 

1ومنه: ،  ونسبته  التحاكي الذي مركزه  ليكن   ...OF k OA  

1ومنه: متحاكيان ومنه  فالمثلثان  لما كان  ....OB k OD  

2ومنه: ويحقق  ونسبته  التحاكي الذي مركزه  ليكن   ....OA k OC  

2ومنه: متحاكيان ومنه  فالمثلثان  لما كان  ....OE k OB  

2نستنتج أن:  و  من    1 ....OE k k OD  

1نستنتج أن:  و  من        2 ....OF k k OC  

  إلى  وينقل  إلى  ينقل  ونسبته  مركزه  نستنتج أنه يوجد تحاكٍّ  و  من   

  هو المستقيم  وفق التحاكي  ومنه صورة المستقيم 
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 متوازيان. و  وحسب خواص التحاكي يكون المستقيمان 

 

شبه المنحرف. المستقيم  «خارج  »نقطة  نقطة تقاطع قطريه. و شبه منحرف، و  
 . ليكن في  موازياً  يقطع المستقيم المرسوم من  موازياً  المرسوم من 

 و ، أنَّ النقاط التحاكي  مستفيداً من. أثبت، ويحقق  التحاكي الذي مركزه 
 تقع على استقامة واحدة. و

 

  

  هو المستقيم  وفق  ، صورة المستقيم  CNيوازي  AMوبما أن 

 متحاكيان( )المثلثان  فإن  و DCيوازي  ABولما كان 

 هو المستقيم  وفق  ، صورة المستقيم NDيوازي  BMوبما أن 

 متقاطعان في  فصورتاهما  متقاطعان في  ولما كان 

 على استقامة واحدة. فالنقاط 

 

الدائرتين  و  . لتكننقطة منها تحقق  ، وقطعة مستقيمة طولها    

،  ، مختلفٌ عنمستقيمٌ  . يمرُّ والمارتين بالنقطة  و بالترتيب اللتين مركزاهما 
 على التوالي. و في  و ويقطع  بالنقطة 

 ؟ونسبته  مركزه الذي  وفق التحاكي  ما صورة  

 متوازيان. و أثبت أنَّ المستقيمين  
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و نقطة تقاطع  ، وعلى الدائرة  النقطة المقابلة قطري اً للنقطة   لتكن 
. 

 .الذي يحقق  احسب العدد  

ل المستقيم  استنتج أنَّ النقطة    .حول  ثابتةٌ عندما يتحو 

 .و هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  تحق ق أنَّ  

 

  كان   لما كان  

  

  

  هو الدائرة  ونسبته  الذي مركزه  وفق التحاكي  ومنه صورة الدائرة 

 OMيوازي  ONكان  لما كان     

 ON  يوازيOM  ومنهO N  يوازي  OM 

  نلاحظ وجود مثلثين متحاكيين هما 

  إلى  وينقل  إن هذا التحاكي مركزه 

  

 الأخيرين نجد أن:ومن تشابه المثلثين 

  

  ومنه: 
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 نقطة ثابتة. ثابتتين فإن  و  لما كان  

 لما كان   

 

  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ومنه 

 

من المستوي، نقطةً  إلى التحويل الذي يقرنُ بكل نقطةٍّ  fنقطتان، نرمز بالرمز  و   

M  و مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ، وليكن تحق ق

 .fاستنتج طبيعة التحويل ثُم   .وأثبت أنَّ  ارسمْ النقطة  .

 

  :  لتعيين 

  

  فإن  ومنه أياً كانت 

  

  

  ونسبته  مركزه  إلى  ومنه نلاحظ أن هنالك تحاكٍّ ينقل النقطة 

  

 ونسبته  هو تحاكٍّ مركزه  ومنه طبيعة التحويل 
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هي على التوالي منتصفات  و و مثلث، النقاط    
هو  ، ونقطة في المستوي  . و و 

هو المستقيم المار  ، وموازياً  المستقيم المار بالنقطة 
موازياً  هو المستقيم المار بالنقطة  ، وموازياً  بالنقطة 

التحاكي الذي مركزه  ، ومركز ثقل المثلث  . نضع 
 .ونسبته  

 ؟وفق  هي صورة  لماذا   

 ؟وفق  و ما صورة كل ٍّ من  

 و و وأنَّ النقاط  تتلاقى في نقطة واحدة  و و المستقيمات  استنتج أنَّ  
 تقع على استقامة واحدة.

في  ، ولنأخذ النقطة المثلث  المارة برؤوسمركز الدائرة  كن يل . لريأو مستقيم  
. 

 .في المثلث  هي الارتفاع المرسوم من  وفق  أثبت أنَّ صورة  

نقطة تلاقي أي  النقطة على  انطبقت  على  استنتج أنه إذا انطبقت  
 .ارتفاعات المثلث 

 .لريمستقيم أو واقعة على مستقيم واحد، يسمى  و و  النقاط استنتج أنَّ  

 
.1 .a  G  ونسبته  التحاكي الذي مركزه   مركز ثقل المثلث و 

 ومنه  

حسب  وفق  هو المستقيم  إذن صورة المستقيم  و بما أن 
 خواص التحاكي.
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هو  و صورة المستقيم  وفق  هو المستقيم  بالمثل نجد أن صورة المستقيم  
 وفق  المستقيم 

التي هي  فصورها وفق  تتلاقى في نقطة واحدة  و و بما أن المستقيمات 
 تتلاقى في نقطة واحدة هي  و  و  

 تقع على استقامة واحدة. فالنقاط  وبما أن 

  

  فيكون  وليكن  لنرسم الارتفاع النازل من 

مع  هي نقطة تقاطع  وفق  ومنه صورة  وبما أن التحاكي يحافظ على التوازي و 
 .هو الارتفاع المرسوم من  وفق  ومنه صورة المستقيم  ولتكن  

  هو الارتفاع المرسوم من  وفق  بالمثل نجد أن صورة 

 هو الارتفاع المرسوم من  وفق  وصورة 

 فصورها الارتفاعات المرسومة من   تتلاقى في النقطة  وبما أن 
 تتلاقى في نقطة واحدة هي 

 وفق  تنطبق على  فرضاً فصورتها  انطبقت على  وبما أن 

 تقع على استقامة واحدة يسمى مستقيم أولر. فالنقاط  بما أن 

 

 . ونسبته  التحاكي الذي مركزه  ليكن   

 اكتب، و  وفق ، صورة . ارسم الدائرة والمارة بالنقطة  Oالتي مركزها  هي الدائرة  
 معادلةً لها.
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،  وفق ، صورة . ارسم المستقيم هو المستقيم الذي معادلته   
 معادلةً له. واكتب

 
  تمر بالنقطة  ومنه   1.

 

  بفرض 

  

  ومنه   

 ومنه:  

   

                                    

  نصف قطر الدائرة  

هي: ومنه معادلة الدائرة  ومنه: 
 

  

  

  لرسم 
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  فيكون  ولتكن  وفق  ولنوجد صورة  بفرض 

 وفق  صورة المستقيم  فيكون هو المستقيم  مستقيماً يوازي  ونرسم من  لننشئ النقطة 
 حسب خواص التحاكي.

 : لنوجد إحداثيات 

 بفرض 

  

  ومنه  

  ومنه  

 

 فهي تحقق معادلته وبما أن  معادلته من الشكل:  

  ومنه   

: 3 20 0d x y 

 

. هي النقطة التي تحقق  ، عددٌ حقيقي من  مثلث، و   
موازياً  والمستقيم المرسوم من  في  يقطع  موازياً  المستقيم المرسوم من 

 و ويحق ق  التحاكي الذي مركزه  . ليكن في  يقطع  
 .ويحق ق  التحاكي الذي مركزه 
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 .و  نسبة كل ٍّ من التحاكيين  احسب بدلالة  

 .بمساحة المثلث  تساوي جداء ضرب العدد  استنتج أنَّ مساحة المثلث  

 
.1   

 

  

  ومنه  ولدينا فرضاً 

 هي  ومنه نسبة التحاكي 

  

  ونسبته  الذي مركزه  متحاكيان وفق التحاكي  ونلاحظ أن المثلثين 

  

2k k  

 ومنه الذي نسبته  متحاكيان وفق التحاكي  نلاحظ أن المثلثين 
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 ونسبته  الذي مركزه  متحاكيان وفق التحاكي  ونلاحظ أن المثلثين 
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نجد أن: و  من 
2

2

( )

( ) 1

( ) ( )
1

S CNP k

S BMN k

k
S CNP S BMN

k

 
 

 

ه الشكل المجاور. ليكن    التحاكي الذي  نتأم ل في المستوي الموج 
 .وزاويته  الدوران الذي مركزه  . وليكن ونسبته  مركزه 

ع على الشكل النقطة    .وض ِّ

 متعامدان. و وأنَّ  لإثبات أنَّ  الدوران  فدْ مناست 

 متعامدان. و  وأنَّ المستقيمين  استنتج أنَّ  

 

ه الشكل المجاور الذي فيه   مرب ع. ليكن  نتأم ل في المستوي الموج 
أثبت أنَّ المستقيمات  . بالاستفادة من الانسحاب الذي شعاعه  

 تتلاقى في نقطة واحدة. و و 

 

. و مختلفة عن كل ٍّ من  نقطةٌ من  . ومركزها  نقطتان من دائرة  و  
 .منتصف  ،  ومركز ثقل المثلث  ليكن 

 ؟و ما عدا  الدائرة  عندما ترسمُ  ما هو المحل الهندسي للنقطة  

 ؟و  ما عدا  الدائرة  عندما ترسمُ  ما هو المحل الهندسي للنقطة  
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 و ، نصفا قطريهما دائرتان متمركزتان في النقطة  و  

نقطة متحولة منها مختلفة عن  و نقطة ثابتة من  . بالترتيب
 يقطع الدائرة  عمودياً على  . المستقيم المار بالنقطة 

 .مركز ثقل المثلث  . وليكن و في النقطتين 

 ما هي العناصر المتحركة في الشكل؟ 

 متناصفتان. و أثبت أنَّ القطعتين   

 . وأنَّ  الدائرة  ثابتة عندما ترسم  استنتج أنَّ النقطة   

 ؟محذوفاً منها  الدائرة  عندما ترسمُ  ما المحل الهندسي لمنتصف القطعة  

منتصف القطعة  ، ومنتصف القطعة  ، ومنتصف القطعة  ليكن  
 .ونصفُ قطرها  هو الدائرة التي مركزها  . أثبت أنَّ المحل الهندسي للنقطة 

 .المحل الهندسي للنقطة  عي ن 

 

، لا تنتمي إلى أي نقطة ثابتة في المستوي  ، مستقيمان متقاطعان في  و  
. كم حلًا تجد لهذه و على أنْ تمس  . أنشئ دائرة مارة بالنقطة و من المستقيمين 

 المسألة؟
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  167ص  تَدرَّب   

. نهتمّ برقم 6إلى  1في تجربة إلقاء حجر نرد مكعّب الشكل وجوهه مرقّمة من   
  الوجه الظاهر في الأعلى.

  .اكتب فضاء العينة 

 عبّر بعبارة نصية عن كلّ من الأحداث الآتية : 
{1,3,5} {1,2,3}

{5,6} {2,4,6}
 

 اكتب بصيغة مجموعة جزئية من فضاء العينة كلًا من الأحداث الآتية : 
 ”الحصول على عدد أوّلي“. 

 ”الحصول على عدد فردي“. 

 ” 3“أو 2الحصول على عدد يقبل القسمة على. 

 ”الحصول على مربّع كامل“. 

  

  1,2,3,4,5,6  

   يعبرّ عن الحدث : 1,2,3إن الحدث A  3أو  2أو  1حدث ظهور الرقم 

 : حدث ظهور عدد فردي Bالحدث  يعبرّ عن 1,3,5إن الحدث   

 : حدث ظهور عدد زوجي Cيعبرّ عن الحدث  2,4,6إنّ الحدث                   

 6أو  5: حدث ظهور العدد Dيعبرّ عن الحدث 5,6إنّ الحدث                   

 E: 2,3,5 : حدث الحصول على عدد أوليE  

                 B:  : 1,3,5حدث الحصول على عدد فرديB 

                 F:    2,3,6إذن      3أو  2حدث الحصول على عدد يقبل القسمة علىF 

                 G :1: حدث الحصول على مربع كامل , 4G 
نهتمّ مرّتين متتاليتين،  4إلى  1في تجربة إلقاء حجر نرد رباعي الوجوه متوازن تماماً مرقّم من  

  بمجموع الرقمين الناتجين.
 ؟{8,7,6,5,4,3,2}فضاء العينة: علّل لماذا يكون  
ماً الجدول الآتي:   اكتب قانون الاحتمال مُتمِّّ

 8 7 6 5 4 3 2 ةالنتيج

  احتمال وقوعها
 

      

 الحل
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 .3,5,7Sاحتمال وقوع الحدث احسب  
 .6,7,8Tاحسب احتمال وقوع الحدث  

 
     لإيجاد مجموعة النتائج الممكنةلنضع جدول عدد بمدخلين   

4 3 2 1  

5 4 3 2 1 

6 5 4 3 2 

7 6 5 4 3 

8 7 6 5 4 

      2,3,4,5,6,7 ,8 

            
 8 7 6 5 4 3 2 النتيجة

1 احتمال وقوعها

16
 

2

16
 

3

16
 

4

16
 

3

16
 

2

16
 

1

16
 

                

       

( ) 3,5,7

(3) (5) (v)

2 4 2 8 1

16 16 16 16 2

P S P

P P P 

           

3 2 1 6 3
( ) 6,7,8 (6) (7) (8)

16 16 16 16 8
P T P P P P 

 

 
  182ص    تَدرَّب   

متساوية، وأنّ  ، ، ،  وجوهال نرد غير مثاليّ، نعلم أنّ احتمالات ظهورحجر لدينا   
1هو السابقة وأنّ احتمال ظهور  الوجوههو نصف احتمال ظهور أحد   احتمال ظهور

2
 .
اكتب علاقات تربط الاحتمالات السابقة، واستنتج قانون الاحتمالات المعرّف على 

1,2,3,4,5,6. 
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6 

                             

(2) (3) (4) (5)

1
(6)

2
1

(1)
2

(1) (2) (3) (4) (5) (6) 1

1 1
1

2 2
1 1

4
2 2

9 1

2 2
1

9

P P P P K

P K

P

P P P P P P

k k k k k

k k

k

k

   

 6 5 4 3 2 1 النتيجة
احتمال 

 وقوعها
1

2
 

1

9
 

1

9
 

1

9
 

1

9
 

1

18
 

 

. نسجّل الرقم المخفيّ منن الننرد. 4 إلى 1وجوه منتظم، وجوهه مرقّمة من النرد رباعيّ  حجر نلقي  
 .ون احتمال هذه التجربة مع العلم أنّ النرد مثاليّ قان اكتب

اا
 

 4 3 2 1 النتيجة

 احتمال وقوعها
1

4
 

1

4
 

1

4
 

1

4
 

 

مرّةً واحدةً. ونتأمّل  ه. نلقي3,2,2,1,1,1الأرقام  الشكل نرد مثالي مكعّبحجر تحمل وجوه    
 ة:الآتيالأحداث 
 A :«1الظاهر هو  الرقم» 
 B :« 2الرقم الظاهر هو» ، 
 C :« 3الرقم الظاهر مختلف عن» 

 .Cو Bو Aاحسب احتمالات   

   

                                         ( ) 3
( )

( ) 6

n A
P A

n
 ،( ) 2

( )
( ) 6

n B
P B

n
 ،( ) 5

( )
( ) 6

n C
P C

n
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 178ص  تَدرَّب   
  ل الآتي يبين عدد الكتب المباعة يومياً في مكتبة.الجدو  

 المجموع اللغة الانكليزية اللغة الفرنسية اللغة العربية 
 40 15 5 20 الكتب العلمية
 55 12 10 33 الكتب الثقافية
  95 27 15 53 المجموع

 المطلوب: ،ه المكتبةاً من هذكتاب ترى شوادخل زبون   
 علمي؟كتاب أنه رائه لكتاب باللغة العربية علماً ما احتمال ش 
  باللغة الانكليزية؟علماً أنه ما احتمال شرائه لكتاب ثقافي 

 
            الحدث المعلومB  . الكتاب علمي : 

 : شراء كتاب باللغة العربية .  Aمطلوب : الحدث ال         

                
( ) 20 1

( ) ( )
( ) 40 2B

n A B
P A B P A

n B
 

         : الحدث المعلومC . الكتاب باللغة الإنكليزية : 

 ثقافي .: شراء كتاب  Dالحدث المطلوب:          

                
( ) 12 4

( ) ( )
( ) 27 9C

n D C
P D C P D

n C
 

 
سحب ن 0,1,1,1,2,2سجل على كل منها أحد الأعداد الآتية: بطاقات متماثلة  6مغلف يحتوي   

 . وبةإعادة البطاقة المسح بدون من المغلف بطاقتين بالتتالي 
إحنندى مننا احتمننال أن تحمننل  ،2البطنناقتين يسنناوي  العننددين المسننجلين علننىإذا علمننت أن مجمننوع   

 ؟ 1 العددالبطاقتين المسحوبتين 

 .  2مجموع العددين المسجلين على البطاقتين يساوي  : Bالحدث المعلوم      -1      

 .  1  : أن تحمل إحدى البطاقتين المسحوبتين العدد A الحدث المطلوب           

                
( )

( ) ( )
( )B

P A B
P A B P A

P B
 

 

                      
( ) 6 5 30

( ) ?

n

n B
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6 

نلاحظ أن                                                       

(0,2) , (2,0) , (1,1)

( ) 1 2 2 1 3 2 2 2 6 10

B

n B
 

                                                                  
(1,1)

( ) 3 2 6

A B

n A B
     

              ومنه                      

6
( )

30
6 3

( ) ( )
10 5B

P A B

P A B P A
 

 
ئياً بالتتنالي نسنحب منن المغلنف بطناقتين عشنوا ،7 إلى 1بطاقات مرقمة من  7يحتوي مغلف على  

 إحنداها تحمنل، منا احتمنال أن فنردي   تينمسنحوبتين الالبطناق رقميجموع إذا علمت أن م ،دون إعادة
 ؟ 4 الرقم

 : مجموع رقمي البطاقتين فردي . B  الحدث المعلوم      
 4ن تحمل إحداها الرقم أ : Aالحدث المطلوب      

                                                                
( )

( ) ( )
( )

( ) 7 6 42

B
n A B

P A B P A
n B

n

 

        يقع إذا كان إحدى البطاقتين فردية والأخرى زوجية   Bالحدث                    
                  ( ) 4 3 3 4 24n B 

Aالحدث                     B  والأخرى فردية  4يقع إذا كان إحدى البطاقتين تحمل الرقم 

                                           

( ) 4 1 1 4 8

8 1
( ) ( )

24 3B

n A B

P A B P A
 

ما  من الصّندوق كرتان معاً. عشوائياً  حبسوداء( سُ  3بيضاء و 5كرات )  8يحوي صندوق   
 ؟كانتا من لون واحد همااحتمال أنّ تكون الكرتان المسحوبتان حمراوين إذا علمت أنّ 

 
 : الكرتان المسحوبتان من لون واحد . Bالحدث المعلوم      
 : أن تكون الكرتان المسحوبتان بيضاويين Aالحدث المطلوب            

                        
( )

( )
( )

P A B
P A B

P B
 

  سوداوين أو بيضاوينالمسحوبتان يقع إذا كانت الكرتان  B الحدث  

  Bلنعد أولاً الثنائيات المرتبة التي تشكل الحدث       

3 2 5 4 26 

ومنه      
26

( ) 13
2

n B 

A الحدث         B  يقع إذا كانت الكرتان المسحوبتان بيضاوين 
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Aلنعد أولاً الثنائيات المرتبة التي تشكل الحدث        B 

                            4 5 20 

ومنه      
20

( ) 10
2

n A B 

                          
10

( )
13

P A B
   

 

 
واحتمال وصوله  1Mأمام اللاعب خياران: إما أن يتسلق الجبل  ةفي إحدى مراحل لعبة إلكتروني  

1 يساوي  إلى القمة عندئذ
3

1 يساوي  واحتمال وصوله إلى القمة عندئذ 2M، أو أن يتسلق الجبل 
4

 ،
 ونتأمّل الأحداث: .2Mيساوي احتمال أن يتسلق الجبل  1Mاحتمال أن يتسلق الجبل  نفترض أنّ 
  الحدثA  :«1ب الجبل يتسلق اللاعM» 
  الحدثB  :« 2يتسلق اللاعب الجبلM»  
  الحدثG  :«وصول اللاعب إلى قمة جبل»  

)احسب الاحتمالات الآتية   )A G  و( )B G. 
) قيمةاستنتج   )G. 

    

A

1
2

G

1
3

G'

2
3

B

1
2

G

1
4

G'

3
4

 

                     
1 1 1

( ) ( ) . ( ) .
2 3 6
1 1 1

( ) ( ) . ( ) .
2 4 8

P A G P A P G A

P B G P B P G B
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6 

M

53
100

C

31
100

C'

69
100

F

47
100

C

21
100

C'

79
100

 ياً ناد ون منهم يرتاد %31و ،ممن يمارسون الرياضة رجال   %53في دراسة إحصائية تبين أن   
نتأمّل  من النساء اللواتي يمارسن الرياضة يرتدن نادياً رياضياً.  %21 وفي الوقت ذاته ،اً رياضيّ 

 الأحداث الآتية:
  الحدثM  :«يمارس الرياضة رجل الشخص الذي»   
  الحدثF  :«  يمارس الرياضة امرأةالشخص الذي»   
  الحدثC  :«  يمارس الرياضة يرتاد نادياً رياضياً الشخص الذي»  

 ميزات الاحتمال.اكتب معطيات المسألة مستعملًا تر  
 اً رياضياً.احتمال أن يكون من يمارس الرياضة رجلًا يرتاد نادياحسب  
 اً رياضياً.نادي ترتاد امرأةاحتمال أن يكون من يمارس الرياضة احسب  
)احسب   )C. 
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P C F
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.

100 100 10000

P M C P M P C M 
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.
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 تَدرَّب   
3 م طالبان إلى امتحان اللغة الإنكليزية. احتمال نجاح الأولتقدّ   

4
4،  واحتمال نجاح الثاني 

5
 . 

  ما احتمال نجاحهما معاً؟ 
  ما احتمال نجاح أحدهما على الأقل؟ 

 
        بفرض  A:   . حدث نجاح الأول في اللغة الإنكليزية 

                   B  .حدث نجاح الثاني في اللغة الإنكليزية : 

3
( )

4
4

( )
5

P A

P B
 

( ) ?P A B 

 مستقلان احتمالياً   Bو  Aاح الأول لا يؤثر على نجاح الثاني فالحدثان بما أنّ نج     

3 4 3
( ) ( ) . ( ) .

4 5 5
P A B P A P B 

 ( ) ( ) ( ) ( )

3 4 3 3 1 19

4 5 5 4 5 20

P A B P A P B P A B 

من  %30من المرضى يعانون من ارتفاع ضغط الدم، وأن  %50في أحد المشافي أن  د  جِّ وُ  
يعانون من المرضين معاً. هل ارتفاع ضغط  %20المرضى مصابون بمرض التهاب الكبد وأن 

 ؟ احتمالياً  الدم ومرض التهاب الكبد مستقلان

 يعاني من ارتفاع ضغط الدم. مريض حدث أن ال  : A فرضب       
                 B  .حدث أن المريض مصاب بالتهاب الكبد : 

50
( )

100
30

( )
100
20

( )
100
50 30 15

( ) ( ) .
100 100 100

P A

P B

P A B

P A P B

 

)نلاحظ أن     ) ( ). ( )P A B P A P B    فالحدثانA  وB  ً  غير مستقلين احتماليا
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6 

 تمرينات ومسائل   

 لتجربة العشوائيّة، وعدد النتائج الممكنة.ل العينة ة، حدّد فضاءالآتيفي التجارب    
  والوجوه المتبقّية عليها الرقم  2، ووجهان عليهما الرقم 1نلقي نرداً مكعّباً فيه وجه عليه الرقم

3. 
  يُحدّد رقم الآتينلقي نردين: الأوّل أزرق والثاني أحمر. نسجّل العدد الذي يتكوّن على النحو :

 جه العلوي للنرد الأزرق.الآحاد بالوجه العلوي للنرد الأحمر، ورقم العشرات بالو 

  نسجّل الوجوه الثلاثة الظاهرة على شكل ثلاثيّة، 3و 2و 1نلقي ثلاث قطع نقديّة مرقّمة .
في  H في القطعة الأولى وعلى الوجه Tجه تعني أنّنا حصلنا على الو  THHالثلاثيّة  فمثلاً 

 القطعتين الباقيتين.

 نلقي قطعة نقود واحدة ثلاث مرّات متتالية. ونسجّل بالترتيب الوجه التي يظهر في كلّ رمية. 

 
 

1

1

1 , 2 , 2 ,3 , 3 ,3

1,2,3

( ) (1) (2) (3) 1 2 3 6n n n n

 

 
 

                                      

 

 
 
 

 

 

 
 

( ) 36n 

 3

3
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, , ,

( ) 8

HHH HHT THH HTH

TTT TTH HTT THT

n

 

        4 3

4 3( ) ( ) 8n n
  

 

6 5 4 3 2 1  

61 51 41 31 21 11 1 

62 52 42 32 22 12 2 

63 53 43 33 23 13 3 

64 54 44 34 24 14 4 

65 55 45 35 25 15 5 

66 56 46 36 26 16 6 
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,1,2يحننوي صننندوق سننبع كنننرات ثننلاث، منهننا سننوداء ومرقّمنننة   ,1,2,3 ، وأربننع حمننراء مرقّمنننة3 4 .
 نسحب عشوائيّاً كرة من الصندوق.

  ة:الآتياحسب احتمالات الأحداث 

A :« الكرة المسحوبة سوداء ». 
B :« الكرة المسحوبة حمراء ». 

C :«  ًتحمل الكرة المسحوبة رقماً زوجيّا ». 

  احسب احتمالات الأحداثA B وA C وB C وA B وA C وB C. 

 

  3( )
7

P A ،
4

( )
7

P B  ،
3

( )
7

P C. 

  

   

0

A B

P A B

 

     
      A C

 
 ً  : حدث أن تكون الكرة المسحوبة سوداء وتحمل رقماً زوجيا

                              
1

( )
7

P A C 

            B C
 

ً  : حدث أن تكون الكرة المسحوبة  حمراء وتحمل رقماً زوجيا

                                    
2

( )
7

P B C 

 منفصلان ومنه  Bو  Aإن ّ الحدثين                 

                              

( ) ( ) ( )

3 4
1

7 7
( ) ( ) ( ) ( )

3 3 1 5

7 7 7 7
( ) ( ) ( ) ( )

4 3 2 5

7 7 7 7

P A B P A P B

P A C P A P C P A C

P B C P B P C P B C

 

 حدثان يحقّقان Bو Aفي تجربة عشوائيّة،  
( ) 0.44A  و( ) 0.63B  و(( ) ) 0.32A B. 

)احسب  )A B. 

 

 الحل

 الحل

3

2

1

2
31

4

2 3
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( ) 1 ( )

0.44 1 ( )

( ) 1 0.44 0.56

( ) 1 ( )

( ) 1 0.63 0.27

( ) 1 ( )

0.32 1 ( )

( ) 1 0.32 0.68

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0.56 0.27 0.68 0.15

P A P A

P A

P A

P B P B

P B

P A B P A B

P A B

P A B

P A B P A P B P A B

P A B P A P B P A B

 

 

)صندوقان متماثلان فيهما كرات متماثلة.  الصندوق   )I  يحوي ثلاث كرات مرقمة بالأرقام
1,2, )ويحوي الصندوق  3 )II  2أربع كرات مرقمة بالأرقام, 3, نسحب عشوائياً كرة من . 4,5

)الصندوق  )I  ثم نسحب كرة من الصندوق( )IIنتأمّل الحدثين .: 
A  3: إحدى الكرتين على الأقل تحمل الرقم.  
B  5: مجموع رقمي الكرتين أكبر تماماً من. 

 مستقلان احتمالياً؟ Bو Aهل الحدثان  

 
 لنضع مجموعة النتائج الممكنة : 

                               

(1,2),(1,3),(1,4),(1,5)

(2,2),(2,3),(2,4),(2,5)

(3,2),(3,3),(3,4),(3,5)

 

 نلاحظ أن     

1 1 1
1,2 .

3 4 12
1 1 1

1,3 .
3 4 12

P

P
 

 وهكذا نستنتج أن التجربة متساوية الاحتمال  

(1,3),(2,3),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5)A 

( ) 6 1
( )

( ) 12 2

n A
P A

n
 

(1,5),(2,4),(2,5),(3,3),(3,4),(3,5)B        ومنه
( ) 6 1

( )
( ) 12 2

n B
P B

n
 

(3,3),(3,4),(3,5)A B ومنه 

 الحل

4
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( ) ( ). ( )

1 1 1

4 2 2

P A B P A P B
 

ً  Bو  Aمحققة فالحدثان   مستقلان احتماليا
 

  لنتعلّم البحث معا  
 

 

  ياحتمال الحصول على العدد السر 

. 9و 0ت بنين عدد سرّي مؤلّنف منن ثنلاث خاننا معرفةيتطلّب فتح حقيبة، 
 لنشكّل عشوائيّاً عدداً مؤلّفاً من ثلاث خانات. ولنتأمّل الأحداث:

A :« العدد المختار هو العدد السري الصحيح». 
B :« أرقام مختلفة العدد المختار مؤلّف من ثلاثة». 
C :« في العدد المختار رقمان متساويان فقط». 

) احسب  )A و( )B و( )C. 

 

                                         

( ) 10 10 10 1000

( ) 1 1 1 1

1
( )

1000

( ) 10 9 8 720

720 72
( )

1000 100

( ) 10 1 9 3 720

a b c

a b c

a b c

a a c

n

n A

p A

n

n B

n C 

270 27
( )

1000 100
P c 

 الحل

5

 
1 35
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 عدةّ مرّات  نقودإلقاء قطعة  

بيّن أيُّ الحدثين  .Tأو Hنلقي قطعة نقديّة متوازنة ستّ مرّات ونسجّل بالترتيب الجهة الظاهرة 
 الأكثر احتمالاً:الآتيين هو 

A :«  ظهور ثلاثة وجوهT فقط». 
B :«  وجوه  4ظهورT  فقط ، أو ظهور وجهينH فقط». 
 

    
                              6( ) 2 64n 

                               

6!
( ) 20

3! 3!

20 5
( ) 0.3125

64 16

n A

P A

 

الشكل المرسوم لمخطط شجري لرمي قطعة نقود أربعة مرات متتالية ، ويمكن للمدرس أن 

 رسم فروع الرمية الخامسة والسادسة يتابع 

 الحل

6

 عدد طرق اختيار أول رقم

عدد طرق اختيار رقم 

مشابه للرقم الأول 

 الأول

عدد طرق اختيار 

الرقم الثالث مختلف 

 عن الرقم الأول
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H

1
2

H

1
2

H
0,5

H
0,5

T
0,5

T
0,5 H0,5

T
0,5

T

1
2

H
0,5

H
0,5

T
0,5

T
0,5 H

0,5

T
0,5

T

1
2

H

1
2

H
0,5

H0,5

T0,5

T
0,5 H

0,5

T
0,5

T

1
2

H
0,5

H0,5

T
0,5

T
0,5 H

0,5

T
0,5

 
    فقط Tوجوه  4ظهور   Cلنفرض الحدث           

      فقط Tظهور وجهين   Dالحدث                     

B  فيكون    D C     ومنه  ( ) ( ) ( ) ( )P B P D C P D P C   لأنّ الحدثينC وD  

 منفصلان 

6!
( ) 15

4! 2!

15
( )

64
6!

( ) 15
4! 2!

15
( )

64

n D

P D

n C

P C

 

فيكون 
30

( ) ( ) ( ) ( ) 0.46875
64

P B P D C P D P C 

)نلاحظ أن   ) ( )P B P A 

         

 

7  سحب عناصر في آن معاً 
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لتصوير مشهد إعلانيّ لحليب أطفال، على المخرج اختيار طفلين من سبعة أطفال: ثلاثة صبية 
 ؟اثنتين احتمال أن يختار بنتين ما وأربع بنات.

 
7لثنائيات المرتبة  أولاً المكونة من طفلين  لنوجد عدد ا 6 1وبما  أن      42 2 2 1, ,B G G B  

 مثلاً 

                 
42

( ) 2
2

n
  

 

             A  : حدث أن يختار بنتين : 

12تتألف من بنتين = عدد الثنايات المرتبة التي 4 3 

1بما أن        2 2 1, ,G G G G 

فإن              

12
( ) 6

2
6 2

( )
21 7

n A

p A
 

 
 

 باقة من الأزهار 
الحمراء  الأزهارنصف عدد  اللون. منها حمراء اللون والباقي أصفر %60 الأزهارمجموعة من 

حمراء احتمال أن تكون  ما من القرنفل. اخترنا من المجموعة زهرة عشوائياً. من الصفراء %80و
 . اللون علماً أنها قرنفلة

 
Pالطلب:           R C 

 الحل

 الحل

8
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R

60
100

C

50
100

C

50
100

Y

40
100

C

80
100

C

20
100

 

                               

( ) ( ) ( )

( ). ( | ) ( ). ( | )

60 50 40 80
. .

100 100 100 100
30 32 62

100 100 100
30

( )
100

30
30 15100( )

62 62 31

100

P C P R C P Y C

p R p C R pY p C Y

p R C

p R C

 
 

     قُدُما  ا لى الأمام

 ريزوسقصةّ عامل   

. وأيّاً كانت الزمرة، فإمّا أن تملك Oو ABو Bو Aيُصنّف الدم البشري في أربع زمر منفصلة 
ونرمز (أو لا تملك هذا العامل  Rh)ونرمز إلى ذلك بالرمز( Rhesus factor ريزوسعامل 

 Aمنهم زمرتهم الدمويّة  %40، هناك البلدانان إحدى . من بين سكّ Rh)إلى ذلك بالرمز
 . نعلم بالإضافة إلى ذلك أنّ:O زمرتهم %45و AB زمرتهم %5و B زمرتهم %10و

O AB B A 

80% 83% 81% 82% Rh 

20% 17% 19% 18% Rh 

9
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سلبي إنّه متبرّع مطلق. نختار شخصاً  ريزوس لديهوعامل  Oنقول عن شخص زمرته الدمويّة 
  ؟سلبياً  وما احتمال أن يكون عامل ريزوس لديه ؟متبرعاً مطلقاً  :عشوائياً، ما احتمال أن يكون 

 
40

( )
100
10

( )
100
5

( )
100
45

( )
100

p A

p B

p AB

p O

 

A

40
100

Rh-18
100

Rh+

82
100

B

10
100

Rh-19
100

Rh+

81
100

AB

5
100

Rh-17
100

Rh+

83
100

0

45
100

Rh-20
100

Rh+

80
100

 
        : D صي متبرعاً مطلقاً  : : حدث أن يكون الشخ 

 الحل
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( ) ( )

( ). ( )

45 20 90
.

100 100 1000
9

( )
100

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

40 18 10 19 5 17 45 20

100 100 100 100 100 100 100 100
72 19 8.5 90

0.1895
1000 1000 1000 1000

P D p O Rh

p O p Rh O

p D

p Rh p A Rh p B Rh p AB Rh p O Rh

 

 

 نمذجة التجربة 

يربح الأرنب، أمّا  6نمثّل سباقاً بين الأرنب والسلحفاة بتجربة إلقاء نرد مثاليّ. عندما نحصل على 
 .سلحفاة خانة واحدة وتربح عندما تقطع ستّ خاناتفي الحالات الأخرى فتتقدّم ال

. المطلوب «تربح السلحفاة» :Tو «يربح الأرنب»: Rمن نتيجتين هما  العينةيتكوّن فضاء 
)حساب أحد الاحتمالين  )R أو( )T ) ّلأن ( ( ) ( ) 1R Tلنتأمّل الحدث . T يتحقّق .

طريقة لإلقاء  66. هناك 6 هذا الحدث إذا كانت نتيجة إلقاء النرد ستّ مرّات متتابعة مختلفة عن
النتائج التي تؤدّي  حساب عددستّ مرّات متتابعة. والنتائج هنا متساوية الاحتمال. علينا إذن  النرد

 .R. واستنتج احتمال T احسب احتمال إلى ربح السلحفاة.

 

6

6

5
( )

6

5
( ) 1

6

p T

p R

 

 

 صحّ أم خطأ 

 ة.الآتيمن الخطأ في الاستنتاجات  بيّن، مُعلّلًا إجابتك، الصحيح

   لتكنa وb وc متوالية في متتالية  ب حدود  بهذا الترتي ي، وه[0,1] ثلاثة أعداد من المجال
تجربة عشوائيّة نفترض أنّ العينة لفضاء  1,2,3,4,5,6هندسيّة. وليكن 
(1) (2) a ،(3) (4) b(5)، و (6) c 1. إذن

6
b. 

 الحل

10

9
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  عشر مرّات. إنّ احتمال أن نحصل على الوجه  نلقي قطعة نقديّة متوازنةF  في المرّات
 .0.001العشر أقلّ من

  إذا كانA وB حدثين في تجربة عشوائيّة، كان ( ) 1 ( )A B A B. 

  رداً مثاليّاً مرّتين، ونسجّل الرقمين الناتجيننلقي ن a وb  بالترتيب. إنّ احتمال أن يكون
2للمعادلة  0x ax b  1جذر حقيقيّ على الأقلّ هو

2
. 

 
   

               

3

2

1,2,3,4,5,6

(1) (2)

(3) (4)

(5) (6)

2 2 2 1 ..............

..............

p p a

p p b

p p c

a b c

b ac

 

,كون                              ,a b c  حدود متعاقبة في متتالية هندسية 

لنعوض      
1

6
b  في المعادلتين السابقتين فنحصل على 

1
.

36
1

3

a c

a c
 

 ترك نجد أن : بالحل المش         

                                   

2

2

2

1 1

3 36
1 1

3 36
1 1

0
3 36
1

0
6
1

6
1

6

c c

c c

c c

c

c

a

 

 فالمتتالية الهندسية ثابتة. 

فالجواب  
1

6
b     1عندما تكون المتتالية الهندسية أساسها      . 

 بفرضA :   تحصل على الوجه حدث أنH   . في المرات العشر 

 الحل
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10

1
( ) 0.001

2
P A    . فالجواب صحيح 

  

                          
( )

( ) ( ) 1 ( )

A B A B

P A B P A B P A B
 

 فالإجابة المعطاة خاطئة .         

   2يكون للمعادلة 0x a x b   جذر حقيقي عندما يكون
2

2

4 0

4

a b

a b
 

 يكون للمعادلة جذر حقيقي على الأقل .حدث أن   :Aبفرض

: 2 , 3 , 4 , 5 , 6

1 , 1 2 , 1 2 3 4 , 1......6 , 1......6

a

b
 

                                          
( ) 19

19 1
( )

36 2

n A

p A
 فالعلاقة خاطئة        

سينما فيها أربع قاعات. يختار كلّ واحد منهم قاعةً عشوائيّاً دار لليذهب أربعة أصدقاء إلى  
 ة:الآتيوبشكلٍ مستقلّ عن الآخرين. احسب احتمالات الأحداث 

 A :«أن يختاروا أربع قاعات مختلفة». 
B :«اثنان على الأقلّ منهم في قاعة واحدة». 
C :«جميعهم في قاعة واحدة». 

 
                      

4 3

( ) 4 4 4 4 256

( ) 4 3 2 1 24

24
( )

256
( ) ( ) 1 ( )

24 232
1
256 256

( ) 4 1 1 1

4 1 1
( )

644 4

n

n A

p A

P B P A P A

n c

p c

 

. نفترض أنّ الاختيارات متساوية الاحتمال. ما هو 1000و 1نختار عشوائيّاً عدداً طبيعيّاً بين  
 احتمال أن يكون العدد:

   .ّمربّع عدد طبيعي .ّمكعّب عدد طبيعي   .ّلا مربّع ولا مكعّب عدد طبيعي 

 الحل

12

11
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2

2

2

2

1 1

2 4

3 9

:

:

(31) 961

           

 عدد   31التي هي مربع لعدد طبيعي هي  1000, 1ومنه عدد الأعداد بين 

: حدث الحصول على مربع عدد طبيعي:       Aبفرض 
31

( )
1000

p A  

    

 

  
3

3

3

3

3

1 1

1 1

2 8

3 27

:

:

(10) 1000

 

 أعداد  .      10التي هي مكعب لعدد طبيعي هي    1000  ,  1ومنه عدد الأعداد بين      

حدث الحصول على مكعب عدد طبيعي فيكون  Bبفرض 
10 1

( )
1000 100

P B 

 

               

( ) ( )

( ) 1 ( )

1 ( ( ) ( ) ( ))

31 10 1
1

1000 1000 1000
960 96

1000 1000

p A B p A B

P A B P A B

P A p B p A B         

رباعيّ وجوه منتظماً. تتنقّل خنفساء على أحرف هذا الرباعيّ وِّفق القواعد  ABCDليكن  
عندما تكون على أحد الرؤوس،  الزمن اللازم لقطع أحد الأحرف دقيقة واحدة.   ة:الآتي

احسب احتمالات . A تنطلق الخنفساء من الرأس تختار الحرف الذي ستمشي عليه عشوائيّاً. 
 الأحداث الآتية.

A :«  تعود الخنفساء إلىA بعد ثلاث دقائق». 

 الحل

13
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B :« لا تمرّ الخنفساء بالرأسC ىفي الدقائق الثلاث الأول». 
   

 
  

A

B

C

D

 
                  

                        

B

A

C

D

C

A

B

C

D

A

B

C 
 أو نحل بطريقة ملء الخانات :     

                                    

1 2 3

1 2 3

( ) 3 2 1 6

( ) 3 3 3 27

6
( )

27

( ) 2 2 2 8

8
( )

27

m m m

m m m

n A

n

p A

n B

p B

 

. نسحب عشوائيّاً ثلاث كرات تباعاً ودون إعادة. 19 إلى 1قّمة من كرة مر  19يحوي صندوق  
16،3و 3عدداً طبيعيّاً بين  kليكن  16kين:الآتيمّل الحدثين . ولنتأ 

kA :«k هو أصغر الأرقام المسحوبة».   kB :«k هو أكبر الأرقام المسحوبة». 
kما هي قيم 

 

)التي تجعل  ) ( )k kp A p B؟ 

 
 أصغر الأرقام المسحوبة   kحدث    kAبفرض  

 الحل

 حلال

14

A 
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:1بفرض   D    ً3حدث أن الكرة  المسحوبة أولاً تحمل رقما 16k 

        2: D     16حدث أن الكرة  المسحوبة ثانياً تحمل رقماً أكبر تماماً من  

         3: D    3ثالثاً تحمل رقماً أصغر تماماً من  حدث أن الكرة  المسحوبة  

                        

1 2 3( ) 3

( ) 14 3 2 3 27

( ) 19 18 17 8

14 3 2 3 14
( )

19 18 17 503

k

k

k

n A n D D D

n A

n

p A
 

 

    kB           حدث   :k  . أكبر الأرقام المسحوبة 

                   
1 3 3( ) ( ) 3

( ) 14 2 1 3 27

14 2 1 3 14
( )

19 18 17 1509

k

k

k

n B n D D D

n B

p B

 

)التي تجعل   kإن قيم  ) ( )k kp B p A  هي قيمk   يساوي  16التي تجعل عدد العناصر الأكبر تماماً من

4وهذا يتحقق مثلاً عندما تكون    3عدد العناصر التي هي أصغر تماماً  من   16k 
 

 

 
. نسحب الكرات «ر»، «ب»، «ح»يحوي صندوق ثلاث كرات متماثلة كتب عليها الأحرف  

مجموعة الكلمات  Eكن تالثلاث على التوالي دون إعادة، ونسجّل الأحرف التي نحصل عليها. ل
 : سب احتماليّ الحدثين الآتيينالتي نحصل عليها في هذه التجربة. اح

A« :حصلنا على كلمة بحر.» 

      

                    3عددهم                2عددهم               14عددهم 

  

 الحل

15

3<k<16    
17   ,  18, 19 

19 

1         ،2   
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( ) 3 2 1 6

( ) 1 1 1 1

1
( )

6
( ) 1 2 1 2

2 1
( )

6 3

n

n A

p A

n B

p B

 

لا فإنها  6تستقل كل منهما قطار الساعة ، عملهما معاً  Bو Aتنهي الجارتان   إن أمكنها وا 
كل منهما غير متعلق بالأخرى. إذا عمل . لنفترض أن وقت انتهاء 6:30تستقل قطار الساعة 

. ما 0.8يساوي  Bواحتمال ان تستقله  0.9يساوي  6قطار الساعة  Aكان احتمال أن تستقل 
  ؟احتمال ان تلتقي الجارتان في القطار نفسه

 
8 9

( ) , ( )
10 10
2 1

( ) , ( )
10 10

p B p A

p B p A

 

        

 

B,إن الحدثين     A  . ًمستقلان احتماليا 

 حدث أن تلتقي الجارتان في القطار نفسه .   Cبفرض    

                          

( ) ( ) ( )

( ). ( ) ( ). ( )

9 8 1 2
. .

10 10 10 10
72 2 74

100 100 100

P C P A B P A B

p A p B p A p B

 
 

  نسحب بطاقة عشوائياً. ،24 إلى 1قمة من بطاقة مر  24يحتوي كيس على  
 الحدث T  :« 3مضاعفات العدد  منبطاقة  رقم البطاقة المسحوبة». 
 الحدث F  :« 15أصغر تماماً من حوبة رقم البطاقة المس». 
 الحدث E  :«  زوجيرقم البطاقة المسحوبة». 
)احسب   )T  ،( )F، ( )F Tهل الحدثان ،T

 
 مستقلان احتمالياً؟ Fو 

)احسب   | )T E  هل الحدثان ،T
 

 مستقلان احتمالياً؟ Eو 

 
 الحل

 الحل
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16

WWW.NCCD.GOV.SY



 

185 

6 

           
8

( )
24

8 1
( )

24 3

n T

P T

ف ضاع برم أك

ف ضاع غرم ص أ
 

1,2,............14

( ) 14

14 7
( )

24 12
12

( ) 4
3
4 1

( )
24 6

F

n F

p F

n F T

p F T

 

)نلاحظ أن                        ) ( ). ( )p F T p F p T 

T,فالحدثان                         F       ًغير مستقلين احتماليا 

          
( )

( )
( )

( ) 12

6,12,18,24

( ) 4

4 1
( ) ( )

12 3

n T E
p T E

n E
n E

T E

n T E

p T E p T

 

E,فالحدثان            T   ً  .مستقلان احتماليا

 

في أحد المستوصفات تم تسجيل معلومات عن عينات الدم المسحوبة من المرضى وملاحظة  
بي( وكانت نسب الزمر الدموية للعينات كما في زمرهم الدموية وعامل الريزوس )إيجابي أو سل

 الجدول:

 A B AB O الزمرة

 36 4.15 8.1 32.8 عامل ريزوس إيجابي

 9 0.85 1.9 7.2 عامل ريزوس سلبي

 ما احتمال أن يكون عامل الريزوس سلبي؟   Oاحسب احتمال إذا كانت زمرة الدم  
 ؟  Oاحسب احتمال إذا كان عامل الريزوس سلبي ما احتمال أن تكون زمرة الدم  

 
 الحل
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    ( )
( )

( )
9

9 1100
45 45 5

100

p Rh O
p Rh O

p O
    

   
9

( ) 9100( )
( ) 18.95 18.95

100

p Rh O
p O Rh

p Rh
    

 
يحبون  %40يحبون الرياضة و  %75من الطلاب يحبون المطالعة و %50في أحد الصفوف  

 نختار عشوائياً طالباً، ونتأمّل الحثين الأتيين: لعة معاً.الرياضة والمطا
L:  « يحب المطالعة لطالبا »   S :«  يحب الرياضةالطالب ».  

 أكمل المخطّطين الشجريين الآتيين: 

 
 إذا كان الطالب يحب الرياضة ما احتمال أن يحب المطالعة. 
 إذا كان الطالب يحب المطالعة ما احتمال أن يحب الرياضة. 
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100
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75
p L S 

 
80

( )
100

p S L 

 
الاحتمالات أن يعطي الحظ فرصته في نجاح الطلاب. فصنع عدداً  مادةقرر أستاذ لطيف في  

100n  إلى 1من البطاقات المتماثلة ورقّمها من n  الآتيةووضع قاعدة النجاح: 
  1يختار الطالب عشوائياً ورقة ويسجل رقمهاR ثُم يعيدها ، ويُعد ناجحاً إذ كان الرقم الذي ،

 .50pحصل عليه أكبر تماماً من 
 2عشوائياً ورقة ويسجّل رقمها  ، يذهب إلى امتحان الإكمال، فيختارإذا لم ينجحR ،ثُّم يعيدها ،

1ويُعدّ ناجحاً إذ كان مجموع النتيجتين  2R R  60أكبر تماماً منq.  
 احسب احتمال أن ينجح الطالب في مقرر الاحتمالات  
 إذا نجح طالب  فما احتمال أن يكون قد نجح دون المرور بالإكمال؟  

 
 الحل

20

WWW.NCCD.GOV.SY



 

189 

6 

عدد  1مجموع متتالية حسابية أساسها يساوي 

 41وحدها الأول = 50حدودها =

 حدث نجاح الطالب في مقرر الاحتمالات :  Aبفرض       

 1Rبه البطاقة التي تحمل الرقم : حدث نجاح الطالب عند سح1Aبفرض      

  2A  1: حدث نجاح الطالب في الإكمال  )أي مجموع رقمي البطاقتين 260 R R) 

2نلاحظ أن الحدثيين  1,A A  منفصلان 

                                   
1 2

1

( ) ( ) ( )

50 1
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100 2

p A p A p A
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 1من الكرات. يوجد في الصندوق  عدديحتوي كلٌّ منهما على  2و 1لنتأمّل صندوقين 
ثلاث كرات بيضاء وأربع  2كرتان بيضاوان وثلاث كرات زرقاء، في حين يوجد في الصندوق 

ونضعها في  1باً عشوائياً كرة من الصندوق : نسحب سح الآتيةالتجربة  ي كرات زرقاء. نُجر 
ونتفحّص لونها، ما هو احتمال أن  2ثُمّ نسحب عشوائياً كرة من الصندوق  2 الصندوق 

الكرة » : Bو  «زرقاء 2الكرة المسحوبة من » : A : عرّف الحدثينمساعدة  ؟تكون زرقاء
 .«زرقاء 1من  المسحوبة

 

B

3
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A
5
8

A'

3
8
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2
5

A
4
8

A'

4
8

 

                 

( ) ( ) ( )

( ). ( ) ( ). ( )

3 5 2 4
.
5 8 5 8
15 8 23

40 40

p A p B A p B A

p B p A B p B p A B

  

 

يوجد في مدينة م صْنعان للمصابيح. 
1
5

1معطوبة و Iمن المصابيح التي ينتجها المصنع  

20
من  

ينتج في أسبوع  Iنفترض أن المصنع الأوّل . معطوبة أيضاً  IIصابيح التي ينتجها المصنع الم
واحد ضعفي عدد المصابيح التي ينتجها المصنع الثاني في أسبوع. ما هو احتمال أن يكون 

 : عرّف الحدثيندةمساع صالحاً ؟أحد الأسابيع  المصنعين في عشوائياً من إنتاج مسحوب   مصباح  
A:« و  «المصباح المسحوب صالحB:«  المصباح المسحوب مصنوع في المصنعI». 

 الحل 

 الحل
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2 4 1 19 51
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3 5 3 20 60

p A p B A p B A
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، تُكرّر سعاد التجربة عدداً من ول سعاد إدخال حلقات تُلقيها في وتدتحا 
في إدخال حلقة يصبح احتمال نجاحها في سعاد  تنجح عندما المرات.

1إدخال الحلقة اللاحقة 

3
، وعندما تفشل في إدخال حلقة يصبح احتمال 

4فشلها في إدخال الحلقة اللاحقة 

5
. نفترض أنّ احتمال نجاح سعاد في إدخال الحلقة في المرة 

 ، الحدثين الآتيين:nالأولى يساوي احتمال فشلها. نتأمّل، أياً كان العدد الطبيعي الموجب تماماً 
 nA  :«  نجحت سعاد في إدخال الحلقة عند الرميةn». 
nB  :«  فشلت سعاد في إدخال الحلقة عند الرميةn». 
)ونعرّف   )n np A.  

   1عيّنp  ّ2وبرهن أن
4

15
p. 

 2اً كانت أثبت أنّه أيn  1كان
2 1

15 5n np p. 

   1نعرّف في حالةn  المقدارnu  3بالعلاقة

13n nu p   1أثبت أنّ المتتالية( )n nu 

 .qوأساسها   1uحدها الأوّل متتالية هندسية وعيّن 
  استنتج قيمةnu  ّثُمnp  بدلالةn ثُمّ احسب ،lim n

n
p. 
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دمة
لمق

ا
 

 إثارة مشكلات لربط الاحتمالات بالواقع الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب
 طرح المشكلة و إثارة التفكير و الواقعية 

 لية التنفيذآ

  طرح المشكلة وفق أسئلة موجهة لتحفيز الطالب على
 د10ضرورة بحث الاحتمالات في الحياة الواقعية.

لتفسير كيفية الحصول على لا داعي ملاحظة: 
 النسب التي في المقدمة

لاقة
انط

 
طة

نش
 

 الهدف 
 التعرّف على قانون الأعداد الكبيرة.

 التعرف على دراسة تجربة عشوائياً.

 دور المدرس

 ودور الطالب

توضيح أنّ التكرار الكبير للتجربة يعطي قيم أقرب 
 للاحتمالات توضيح و أسئلة موجهة

 لية التنفيذآ

* يطلب  * إجراء تجربة )إلقاء قطعة نقود ، حجر نرد(
  المدرس من الطلاب تحديد فضاء العينة.

* يطرح المعلم أسئلة حول توقع نسبة المر الدموية لدى 
 د 10 السكان في بلدنا.

صر
عنا

 
مال

لاحت
ا

 

 الهدف 

التعرف على التجربة العشوائية ، الأحداث البسيطة ، 
فضاء العينة ، قانون الاحتمال ، التجارب العشوائية 

 متساوية الاحتمال ، احتمال حدث

 دور المدرس

 ودور الطالب
 ، طرح الأسئلة توضيح الأفكار الجديدة
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 لية التنفيذآ

 التمييز بينهما.*  * تحديد عناصر التعريف.

 .164* مناقشة المثال ص

  * يحل الطالب المثال ويقوم المدرس بالتوجيه و التقويم.

 د 40بنفس الأسلوب.  166* مناقشة المثال ص

 Aملاحظة : التاكيد على أن حساب احتمال أي حدث 
 ))منته(( يعطى بالعلاقة:

P(A) = n(A)/n(Ω) 

رب
تد

 
ص

16
7

 

 تدريبيةحالة تقويمية و  الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب
 حل التمارين تغذية راجعة

 د 30 .167كاملًا ص   ،* يجب حل  لية التنفيذآ

ات
ملي

ع
 

 على
اث

حد
الأ

 
 التعرف على العمليات على الأحداث. الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب

الإجابة على أسئلة المدرس و حل تطبيق  ،توجيه أسئلة
 مباشر

 التنفيذلية آ

يتذكر الطالب المجموعات  4* من خلال تعريف
* يتم ربط خبرة الطالب السابقة  والعمليات عليها.

 بالمجموعات بالتعرف على الأحداث والعمليات عليها.
كتقويم مرحلي.  168* يتم مناقشة حل المثال ص

 د 25
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ص
خوا

 
لات

تما
اح

 
اث

حد
الأ

 

 إيجاد قانون احتمال اجتماع حدثين. الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب
 الإجابة عن الأسئلة،  طرح أسئلة

 لية التنفيذآ

من خلال رسم الحالتين على  1* يتم برهان المبرهنة
 السبورة و مناقشة الطلاب بالبرهان.

 

 * * إكمال البرهان بنفس الآلية الموجودة في الكتاب.
حسب الآلية  170في ص 2،  1مناقشة حل المثالين 

 د 20الموجودة في الكتاب. 

سا  
كري

ت
 

فهم
لل

 

 كيفية عد النتائج الممكنة و الموافقة لحدث ما. الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب
 طرح مشكلة مع التوجيه للحل ، الإجابة عن الأسئلة

 لية التنفيذآ

لتوضيح طريقة إنشاء شجرة  171* مناقشة المثال ص
* مناقشة  من أجل عد النتائج الممكنة لتجربة.

لتوضيح طريقة ملئ  172،173المثالين ص
 د 25الخانات. 

ص 
رب 

تد
17

3
 

 حالة تقويمية و تدريبية الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب
 حل التمارين،  تغذية راجعة

 د 20 * حل التمارين كلها. لية التنفيذآ
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لات
تما

لاح
ا

 
طة

رو
مش

ال
 

 الهدف 

 * إيجاد احتمال حدث ما بشرط وقوع حدث آخر.

 استخدام التمثيل الشجري للتجارب الاحتمالية المركبة.

 إيجاد احتمال أي حدث بدلالة الاحتمال الشرطي.

 

 دور المدرس

 ودور الطالب

 التغذية الراجعة في حل الأمثلة

 توجيه

 توجيه أسئلة ، حل الأمثلة

 إلى برهان المبرهنة الوصول

 لية التنفيذآ

  * إعطاء التعريف مع توضيح الرموز الموجودة.

وفق  175 -174* مناقشة حل الأمثلة التطبيقية ص
* توضيح التمثيل الشجري للتجارب  آلية الكتاب.

الاحتمالية المركبة من خلال رسم المخطط ومناقشة 
 الأفرع من أجل ربطها بالمبرهن التالية.

 

 د 25مناقشة برهان المبرهنة من خلال المخطط. * 

ويتم  173ملاحظة : تبدأ الفقرة بعد نهاية حل تدرب ص
 إكمالها في الحصة القادمة.
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سا  
كري

ت
 

فهم
لل

 

 الهدف 
لى التعرف ع تنمية مهارات التفكير الناقد لدى الطالب.

 سبب تسمية الاحتمال المشروط )بالاحتمال(

 دور المدرس

 ودور الطالب

طرح أسئلة حول  طرح المشكلة مع الإضاءة لحلها.
 خواص الاحتمال

 د 20* آلية التنفيذ حسب الطريقة الموجودة في الكتاب.  لية التنفيذآ

رب
تد

 
ص

17
6

 

 حالة تقويمية و تدريبية الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب
 حل التمارين،  تغذية راجعة

 لية التنفيذآ
على أن تترك الأسئلة  178* حل كامل التمارين ص

 د 45المتبقية كواجب منزلي تحل في الحصة القادمة. 

لال
ستق

الا
 

الي
حتم

الا
 

 الهدف 

دراسة العلاقات الاحتمالية بين الأحداث التي لا يتعلق 
 احدهما بوقوع الآخر.

 تحديد الأحداث المستقلة.

 إثبات أن استقلال حدثين. 

 دور المدرس

 ودور الطالب
 الإجابة عن الأسئلة،  توجيه أسئلة

 لية التنفيذآ

 * طرح أسئلة حول الأحداث المستقلة.

 * كتابة التعريف. 

 * تطبيق التعريف حول الحدث الشرطي.
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و يقوم به الطالب على  180* حل المثال التطبيقي ص
 السبورة ومناقشة زملائه.

* مناقشة برهان المبرهنة حسب الكتاب ويمكن إضافة 
 رسم توضيحي.

 مناقشة النتيجة. *

حسب الآلية المعروضة  181* يحل الطالب المثال ص
في الكتاب كحالة تقويمية ويعطي المدرس تغذية 

 د 25راجعة. 

رب
تد

  
 ص

18
2

 

 حالة تقويمية و تدريبية الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب
 حل التمارين،  تغذية راجعة

 د 20،  182حل كامل التدريب ص لية التنفيذآ

ات
رين

تم
 و 

ائل
مس

 + 
علم

لنت
 

حث
الب

 
 +

دما  
ق

 
 إلى

لأم
ا

ام
 

 الهدف 
آلية توظيف الاحتمالات في حل المشكلات و المسائل 

 المطروحة.

 دور المدرس

 ودور الطالب

تحديد المسائل التي سيقوم الطالب بحلها كواجبات 
 منزلية+ متابعة حل هذه المسائل+ ليس موجه

 لية التنفيذآ

يختار المدرس تمرين من كل مجموعة من المسائل التي 
تحقق نفس الهدف وتعتبر بقية المسائل إثرائيه يمكن 

للطالب أن يحلها و تصحح خارج وقت الحصص 
 الدراسية.

* في الجدول التالي سيجد المدرس تصنيف للمسائل 
 حصة 10المتشابهة في الأهداف. 
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 جدول تصنيف المسائل حسب الهدف

 رقم المسألة الهدف

 تطبيق لقوانين الاحتمالات
       17 10 3 2 رقم المسألة

       190 189 185 185 الصفحة

العينة، عدد النتائج الممكنة تحديد فضاء  
          1 رقم المسألة

          185 الصفحة

 استقلال الأحداث
          4 رقم المسألة

          185 الصفحة

 تطبيقات واقعية لبحث الاحتمال
م9+  9 8 7 5 رقم المسألة  11 13 15 16 18 23 

 192 191 190 190 190 189 189 187 187 186 الصفحة

 إلقاء قطعة نقود عدة مرات
          6 رقم المسألة

          186 الصفحة

 ربط بحث المتتاليات بالاحتمالات
         20 10 رقم المسألة

         191 189 الصفحة

 ربط نظرية الأعداد بالاحتمالات
         14 12 رقم المسألة

         190 189 الصفحة

تجربتين منفصلتينمسألة عن وجود   
         22 21 رقم المسألة

         192 192 الصفحة
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