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 الجُمْهىريَّت العَربيَّت السُّىريَّت 

 توزارة التّربيَ 

 المركس الىطني لتطىير المناهج التربىيت

             

 دليل المدرس
 الجزء الأول 

 

 انوي العلمياني الثّف الثّالصّ

العام الدراسي
 

 

 

 

 

 

 

 

 م ۲۰١٦ - ۲۰١٥

 ھ ۱٤٣٧ - ۱٤٣٦

 المؤسسة العامة للطباعة
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 محفىظتٌ شرِوالنَّ حقىقُ التأليفِ

 تىريّت السّت العربيّفي الجمهىريّ ربيتِالتّ لىزارةِ

 

 

 محفىظتٌ لتىزيعِوا الطبعِحقىقُ 

 للطباعتِ العامتِ للمؤسستِ

 

 م ۰۲٥١ - ۰۲٥١ ة للعام الدراسيل مرَّع أوَّبِطُ
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 إعــداد
 عيسىحبيب   أيشوع اسحق ميكائيل الحمود
 محمد خلدون شماع  عيسى عثمان  وفاء حمشو

                                           

 

 المراجعة والتدقيق العلمي

 الأستاذ الدكتور عمران قوبا
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  خطة توزيع منهاج الرياضيات

 من الجزء الثاني  وحدة الإحصاء إضافة إلى الأوليخصص ثلاث حصص أسبوعياً لكتاب الرياضيات الجزء 

 الرابع الأس بوع الأس بوع الثالث الأس بوع الثاني الأس بوع الأول الشهر

 اطراد تابع    أأيلول
 التوابع المرجعية  

 عمليات على التوابع  
 جهة اطراد تابع 

 أأول تشرين
 دراسة جهة اطراد تابع 

 كثيرات الحدود 
لنتعلم  مسائلأنشطة +

 البحث
 العدد المشتق  ماً إلى لأمامد  مسائل: ق  

 تطبيقات الاشتقاق 

 ثاني تشرين
 مشتقات التوابع المألوفة 
العمليات على التوابع  

 الاشتقاقية 
المشتق والاطراد والقيم الحدية   ماً إلى لأمامد  مسائل: ق   لنتعلم البحث أنشطة+

 محلياً 

 ولالأ  كانون
المشتق والاطراد والقيم  

 الحدية محلياً 
حل المعادلة  

( ) 0f x 
 لنتعلم مسائل+أنشطة
 ماً إلى لأمامد  مسائل: ق   البحث

  نهاية تابع في   الانتصافية العطلة - الأول الفصل امتحان ثانيكانون ال 
 نهاية تابع في  

 ش باط
 نهاية تابع عند نقطة 
 مبرهنات النهايات  

التوابع كثيرات الحدود  
  وبعض التوابع الكسرية

 لنتعلممسائل + أنشطة
 ماً إلى لأمامد  مسائل: ق   البحث

 أ ذار

 تعريف المتتالية  
المتتاليات المتزايدة،  

 والمتتاليات المتناقصة 
 المتتاليات الهندسية   المتتاليات الحسابية

 مجموع عدود متوالية لمتتالية 
 تقارب المتتاليات 

المتوسط الحسابي   ماً إلى لأمامد  مسائل: ق   البحث لنتعلم مسائل+أنشطة نيسان
 والانحراف المعياري 

 التغاير ومعامل الارتباط 
 مستقيم الارتجاع 

   ماً إلى لأمامد  مسائل: ق   البحث لنتعلم مسائل+أنشطة أأيار
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 مُقدّمة

 

 
 

وظيف المعمومات  التي ينمي قدرة الطالب عمى ت اً لما كان منياج الرياضيات لمثاني الثانوي يعتمد أسموب
اساسياً في بناء معارفو ، كانت الأنشطة والتمارين والمسائل لتضعو  خلال دراستو وجعمو محوراً اكتسبيا 

في مواقف تعميمية مختمفة ،بعضيا لتوظيف مكتسباتو ، وبعضيا لمبحث والمعرفة وبعضيا تحثو عمى 
 بمغة سميمة . برىان الرياضياتي وصياغتوتطبيق ما تعممو أو لتمكينو من التعود عمى ال

كتاب حمول التمارين تمماً لانوي العممي مُ اني الثّ ف الثّ صّ لم الرياضياتِ  اجُ منيكتاب حمول تمارين يأتي 
 المناسبة واعتماد بالتبريراتمدعّمة و متنوعة طرائق سيمة  في الصف الأول الثانوي حيث جرى استعمال

 .عن الرموز أثناء صياغة البراىينمنطقية  بعيداً لفظية عبارات 

 . ونجدُ في الجزء الأول خمس حمول التدريبات والتمرينات والمسائل لموحدات ال الكتاب عمى  يشتملُ 
 يا فيما يأتي: مُ مِ جْ التي نُ  زةِ الممي   تمرينات والمسائلالو لأنشطة لمتدريبات واحمولًا 

 تدريبات الدروس كانت عبارة عن تطبيقات مباشرة لمدساتير والمبرىنات الواردة في الدرس  -1
كل وحدة لأنيا غالبا ما تتضمن أفكاراً يمكن لمطالب أن يستعمميا  الأنشطة في نياية -2

 ويوظفيا أثنا حل التمارين والمسائل في نفس الوحدة وفي وحدات لاحقة
 .أو إنشاء ىندسيقطع مامماس لمسائل مميزة تتضمن خاصة ىندسية عامة   -3
وات حل المسألة تمرينات ومسائل لنتعمم البحث حيث تم التقيد بالإرشادات الواردة  وبخط -4

 ومن ثم صياغتيا بمغة رياضياتية سميمة.
 مسائل قدماً إلى الأمام وخاصة التي تتضمن تعيين محل ىندسي أو خاصة عامة. -5
في بعض التمارين لإيجاد نتائج دقيقة أو لمحصول عمى تقريب  تم استعمال الحاسبة  -6

  وبزمن أقل.أفضل 
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أمثمة جرى إعدادىا وفق إستراتيجية واحدة وأن الطالب كتاب أن جميع وحدات وعمى المدرس أن يدرك ب
ىي في أغمب الأحيان تعرض حمولًا نموذجية جرى صوغيا صياغة لغوية سميمة وبأسموب  الكتاب

 .الأنشطة والتدريبات والمسائل عند حل   إتباعيا يجبُ  منيجي عممي لتكوّن نماذجَ 

يقع فييا الطلاب عادة، أو المفاىيم التي الأخطاء الشائعة التي  كثير منإلى ال كما انو جرت الإشارة
 التنويوُ وجرى .يابَ تجن   يجبُ  أخطاءٌ تحت أسم  منقوص أسموبفي غير مكانيا، أو ب يستعمميا الطلاب

 نة إرشاداتٍ متضم   طٍ ومبس   مختصرٍ  يا بأسموبٍ صياغتُ حيث تُعادُ ة في الوحدة أساسيّ  قضايا ومفاىيمَ إلى 
ولابد من التنويو إلى بقية .ياامتلاكَ  يجبُ  منعكساتٌ في فقرة  ةأمثمة توضيحيّ  فيعمى كيفية استعماليا 

 الفقرات وىي 

حيث كل وحدة من الوحدات انتيت بنشاط عمى الأقل وعمى زملائنا المدرسين   وىي ىادفة : نشطةالأ
  داخل الغرفة الصفية .ة مع الطالب  أن يخصصوا الوقت المناسب لمناقشة ىذه الأنشط

م التعم   عُ المشكلات وتشجّ  عمى طرائق حل   ب المتعمّمَ ر  دَ ىي فقرة تُ و : البحثَ  مِ لنتعمّ تمرينات ومسائل 
و يطرح عمى نفسو الأسئمة مِ عْ بمنيجية التفكير الاستقصائي وجَ  الطالب عن طريق تزويد الذاتي  

 بمغة سميمة. ة ىذه الحمولصياغثمُّ الصحيحة بيدف الوصول إلى حمول المسائل 

تمارين ومسائل متنوعة ومتدرجة في صعوبتيا تشمل في  وىي :ماً إلى الأمامِ دُ قُ  تمرينات ومسائل   
 ص تعمم كثيرة وتعزز ميارات حل المسائل والتفكير الناقدرَ م فُ عم  تَ لممُ  تتُيحُ بعض الأحيان مواقف حياتية 

 . لديو

تحقيق الأىداف المرجوة من الكتاب في تنمية ميارات التفكير المختمفة وىنا نريد التأكيد عمى أنّ 
موجّو المُيسر و الدور أن يؤدي المدرّس  يتطمّب منالتفكير الإبداعي، و وخاصة ميارات التفكير الناقد 

اً، نطقيّ لمعممية التعم مية، فيطرح التساؤلات المُناسبة، ويختار المناسب من الأمثمة، ويرتب الأفكار ترتيباً م
 ورة.الحمول صياغة لغوية سميمة عمى السبّ مع طلابو ويوجو مميداً الطريق لحل المسائل، ويصوغ 

الإسيام معنا في إنجاح ىذه التجربة الجديدة وتزويدنا المدرّسين  وأخيراً نأمل من زملائنا
 ي باستمرار.الكتاب المدرس يذا الكتاب متعاونين معاً لتطويربمقترحاتيم البنّاءة المتعمقة ب

 

  المُعدّون 
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 المحتويات
 1 ............................................................................... التوابع عموميات  الأولى الوحدة

 2 ......................................................................................... تحليل المحتوى  

 
ب     9 ......................................................................................................... 16ص تَدرَّ

 
ب     11 ....................................................................................................... 19ص تَدرَّ

 
ب     13 ....................................................................................................... 23ص تَدرَّ

ب      15 ....................................................................................................... 27ص تَدرَّ

 
ب     16 ....................................................................................................... 31ص تَدرَّ

 18 .......................................................................................... 36ص ومسائل تمرينات

   .......................................................................................................... الاش تقاق الثانية الوحدة

 47 .............................................................................................................. تحليل المحتوى

 
ب    47 ....................................................................................................... 48 ص تَدرَّ

 
ب    48خطأ! الإشارة المرجعية غير معرّفة. ............................................................... 51 ص تَدرَّ

 
ب    خطأ! الإشارة المرجعية غير معرّفة.49 ................................................................ 54ص تَدرَّ

ب     خطأ! الإشارة المرجعية غير معرّفة. ................................................................... 66 ص تَدرَّ

 50 .......................................................................................... 66ص ومسائل تمرينات

 خطأ! الإشارة المرجعية غير معرّفة. ...................................... الاش تقاق تطبيقات الثالثة الوحدة

 
ب    خطأ! الإشارة المرجعية غير معرّفة. ................................................................ 82 صفحة تَدرَّ
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 لوحدة الأولىلتحليل المحتوى 
 عموميات عن التوابع 

 
 تعريف العمميات عمى التوابع وجية اطرادىا  الهدف العام:

مة
مقد

ال
 

 اليدف
 الرياضيات نحو إيجابية اتجاىات تنمية إلى تيدف تاريخية مقدمة

 .المختمفة العموم ميادين في إسيامات من العمماء قدمو ما واحترام

 دور المدرس

 ودور الطالب

  تعميم يمكن ىل  والسؤال – المقدمة قراءة عمى الطلاب تشجيع
 ما وىذا الجديد الرياضي الكائن ىذا عمى  الأربع بيةساالح العمميات

 الوحدة ىذه في سنتعممو

 الية التنفيذ
  الطلاب قبل من المقدمة وقراءة وطلابو المدرس بين حوار

 (دقيقية  7)

لاقة
انط

 
طة

نش
 

 .المرجعية التوابع صفات ببعض التذكير اليدف

 دور المدرس

 ودور الطالب
 المرجعية التوابع بعض خواص ذكر

 الية التنفيذ

 

 الطلاب قبل من المقدمة وقراءة وطلابو المدرس بين حوار

 ىذين خواص نفس عمى جدائيما أو تابعين مجموع يحتفظ ىلوالسؤال 
  ؟ التابعين

 (دقيقة 47)
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طراد
ا

 
ابع

ت
 

 اليدف 
 الثانوي الأول الصف في تعممو بما الطالب تذكير

 لتابع الممثل البياني الخط،  كسري ، جذري  ، تابع تعريف مجموعة

 دور المدرس

 ودور الطالب

 من ويطمب التوابع من مجموعة ويعطي التعريف بشروط المدرس يذكر
 التعريف مجموعة ايجاد الطلاب

 الية التنفيذ
 35ص الصورة يعرض أن ويمكن البسيطة الربط قواعد ذوات التوابع
  ومجموعة التعريف مجموعة عمى الطلاب ليتعرف بياني لخط الممثمة

 (دقيقة 42) القيم

هة
ج

 
طراد

ا
 

ابع
ت

 

   المتناقص والتابع المتزايد التابع تعريف اليدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب

 اىمية اعطاء مع 36 ص الفقرة ومناقشة السبورة عمى الرسم باستعمال
 المفيوم لمتوضيح لمرسم

 الية التنفيذ

 عمى مطرد) متناقص أو متزايد يكون ألا لتابع يمكن كيف توضيح
 المحمول المثال ومناقشة البياني التمثيل من بالاستفادة(. ما مجال

 عمى متناقص تابع ،  مجال عمى متزايد تابع لدينا>  توضيح،  36ص
 . متناقص ليس أو متزايد ليس تابع ، مجال

 (دقيقة 42) 38 ص تدرب وظيفة

سا  
كري

ت
 

فهم
لم

 
 ص

81 
جية

زو
 

ابع
ت

   

 

  الزوجي والتابع الفردي التابع بين التمييز اليدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب

 يكون التي الحالة مناقشة – الفردي – الزوجي التابع شرطي مناقشة
 .فردياً  وليس زوجيا ليس التابع فييا

 الية التنفيذ

 – لممبدأ بالنسبة التناظر – لمستقيم التناظر – التناظر بمحور التذكير
 بيانية خطوط رسم مع – الفردي وكذلك – الزوجي التابع شرطي ذكر

 ;3 ص تدرب الصفحة نياية في للاضاءة التنويو – منيا كل تمثل
   وظيفة
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وابع
الت

 
عية

مرج
ال

 

 اليدف 
تكتب عمى السبورة من قبل الطلاب لأىميتيا  –ذكر التوابع المرجعية 

 وخصوصاً عند دراسة خواص التوابع الناتجة عن تركيب تابعين .

 دور المدرس

 ودور الطالب
 البيانية الخطوط وملاحظة  39 ص الكتاب فتح المدرس يطمب

 الية التنفيذ

 الخطوط ىذه شكل معرفة إلى والتنويو المرسومة البيانية الخطوط عرض
  الاطراد وجية –  ربطيا وقواعد

   

 (دقيقة 42)

ات
ممي

الع
 

 عمى
وابع

الت
   

 اليدف 
 قسمة – ضرب – طرح – جمع)  العمميات  ثم ومن – تابعين تساوي

 (.  التركيب –

 دور المدرس

 ودور الطالب

 قواعد جمع  الطالب من ويطمب التوابع من مجموعة المدرس يكتب
 خواص ومعرفة العمميات اجراء امكانية حول النقاش يثير ثم ومن ربطيا

 اكثر

 الية التنفيذ
يعيد المدرس سؤال الطلاب عه السؤال الذي كان قد ط رحه في بداية الدرس 

 عه العمليات ويستنتج مع الطلاب مجمىعة التعزيف وقاعدة ربط كل منها  

 دقيقة ( 02)  
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ابع
د ت

طرا
ة ا

جه
سة 

درا
 

 اليدف 
تركيب  –ضرب تابع بعدد حقيقي  –استعمال المبرىنات لدراسة جية اطراد مجموع تابعين 

 تابعين

دور 
 المدرس

ودور 
 الطالب

 دور المدرس ودور الطالب 

يسأل المدرس عن معنى الإطراد وىل يوجد طريقة ثانية لمدراسة ثم يعرض المبرىنتين 
  46ص 

الية 
 التنفيذ

 (دقيقة 42) كتابة نص المبرىنة وادارة النقاش مع الطلاب لموصول إلى الإثبات

دود
الح

ت 
ثيرا

ك
 

 

  تعريف التابع المتزايد والتابع المتناقص  اليدف 

دور 
 المدرس

ودور 
 الطالب

عرض  التذكير بتابع الدرجة الأولى وتابع الدرجة الثانية  وىو إحدى توابع كثيرات الحدود
 -جمع كثيرات الحدود وضربيا  –درجة كثير الحدود  -الصيغة القانونية   –التعريف 

الية 
 التنفيذ

والتوقوووووووف عنووووووود الحوووووووالات الخاصوووووووة المميوووووووزة بموووووووون مختموووووووف فوووووووي  –ادارة الحووووووووار   
 مناقشة الأمثمة   :4الصفحة 

فَكِّر  
 

Pكثيري حدود، كان  Qو Pإذا كان Q  كثيرَ حدودٍ درجتو أصغر أو

تساوي أكبر درجتييما. وكان جداء ضربيما تابع كثير الحدود درجتو تساوي مجموع 
 . Qو Pدرجتي 

عند قسمة تابعين كثيرَي حدود لا نحصل، عموماً، عمى كثير حدود بل عمى  
 تابعٍ كسريّ.

 (دقيقة 42)
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ها 
مثم

ب ت
 يج

كار
أف

 

 

 مراجعة الأفكار الرئيسة لموحدة اليدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب

دور المووووووووووودرس ادارة الحوووووووووووووار موووووووووووون خووووووووووولال طوووووووووووورح الأسووووووووووووئمة 
 المناسبة  لعرض النقاط  الرئيسية لموحدة   

 

 الية التنفيذ

يمكوووووووون لمموووووووودرس أن  –فمووووووووثلًا   العمميووووووووات عمووووووووى التوابووووووووع    
يحووووووواور الطووووووولاب ويسوووووووأل ىووووووول مجموعوووووووة تعريوووووووف مجمووووووووع 
توووووووابعين أو قسوووووووومتيما أو ضووووووووربيما ىووووووووي نفسوووووووويا مجموعووووووووة 

إذا عمموووووت  – ىووووول تتغيووووور جيوووووة الأطوووووراد -gأو  fالتوووووابع 
جيووووة اطووووراد تووووابعين ىوووول يمكوووون معرفووووة جيووووة اطووووراد التووووابع 

  --المركب 
 (دقيقة 42)
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ة 
ط
ش

أن
 

 

 اليدف 

ليذه النشطة وظائف ىامة  لحاجة الطالب الييا عند حل التمارين  في 
 نفس الوحدة او في واحدات لاحقة 

, بالتطبيق يمكن الوصول إلى تابع  لتركيز عمى دستوري الانسحاب
 معروفة لدينا خواصو مرجعي و

 التناظر محور >  4نشاط،  التناظر ونقطة  الانسحاب دستورا >3نشاط

 دور المدرس

 ودور الطالب

 –يمكن أن يطمب المدرس من الطلاب تحضير الأنشطة كواجب منزلي 
 ومن ثم المناقشة

 الية التنفيذ

محوووووور التنووووواظر  4عووووورض النشووووواط  ,موووووع التطبيوووووق    3عووووورض النشووووواط 
)سووووووووووتوظف فوووووووووووي دراسووووووووووة التوابوووووووووووع والمقاربوووووووووووات(  ونقطووووووووووة التنووووووووووواظر

 و        
، بالانتقوووووووووووووووووال إلوووووووووووووووووى تفيووووووووووووووووود علاقوووووووووووووووووة شوووووووووووووووووال  

  >الإحداثيات، واستنتاج ما يمي
x X a        وy Y b  )مَم  )دساتير تغيير المَع 

المعمم الجديد  في يقود ىذا التغيير لممعمم إلى معادلة الخط البياني 
 إذا كان   ةالمعادله إلى ىذ. لنرمز بالرمز 

,محور تناظر لمخط زوجيّاً، كان المحور فردياً،  إذا كان   
 .مركز تناظر لمخط  كانت النقطة 

 (دقيقة 42)

OM xi yjAM Xi Y j

OM OA AM

C

, ,A i j( )Y g Xg

( ; )A jCg

AC
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طة
نش

ا
 

 

 معمومات من اكتسبو ما وتوظيف الطالب عند الحل ميارات تعزيز الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب
 حل الأنشطة تغذية راجعة ميسر وموجو.

 الية التنفيذ

 الطلاب يناقش ثم حمو الطلاب من ويطمب3 نشاط المدرس يعرض
 .بالحل

 .معيم الحل يناقش ثم حميا الطلاب من ويطمب4نشاط المدرس يعرض

الزمن 
 المخصص
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رين
تما

 
رس

الد
 

ائل
مس

وال
 

الت
رين

ما
 

ولى
الأ

 

 

 الهدف 
 العمميات  توظيف عمى الطالب قدرة مدى لقياس تقويمي

 الاطراد دراسة في التوابع عمى

 دور المدرس

 ودور الطالب

 وموجو ميسر

 .راجعة تغذية 

 الية التنفيذ
 الحصة في ومسائل تمرينات حل الطلاب من المدرس يطمب

 مسائل تتضمن بحيث. منزلي كواجب تُعطى يتبقى وما
 المذكورة الأىداف جميع وتغطي مختمفة أىدافاً  تشمل

 
عمم

لنت
 

حث
الب

 
 معا  

 

 الذاتي والتعمم الاستقصائي التفكير بمنيجية الطالب تزويد الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب
 منطقي بأسموب الصيغة بكتابة والقيام المسائل حل

 الية التنفيذ
 الحل في ويناقشيم معاً  البحث لنتعمم مسائل المدرس يعرض

 في المعروضة الآلية وفق حميا الطلاب من ويطمب
 .سميمة بمغة وكتابتو الحل صياغة ثم الكتاب،

دما  
ق

 
 إلى

مام
الأ

  

 

  الناقد والتفكير المسائل حل ميارات تعزيز الهدف 
 دور المدرس

 الطالب ودور
 المشكلات حل

 الية التنفيذ

 إلى قدماً  ومسائل تمارين حل الطلاب من المدرس يطمب
 الأمام

 الأمام إلى قدماً  مسائل من اختيار يمكن

 49 – 47 – 44   المسائل 
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 حل التدريبات و التمارين

 
 16ص تَدرَّب   

)بيِّن في الحالات الآتية ما إذا كانت النقطة المعطاة    , )M x y تقع عمى الخط البياني لمتابعf: 
2(1,0) (2,3) ( 1, 6) ( ) 2 5

2
(1,1) (2, 4) (0, 1) ( )

3

(1,1) (3, 3) ( 1,6) ( ) 2 3

M M M f x x x

x
M M M f x

x

M M M f x x

 

 
       2f(x) = x + 2x - 5 

 M(-1,-6) :نجد أن
M M

f(x ) = f(-1) = 1 - 2 - 5 = -6 = y وىذا يقتضي أن
f

M C. 
 M(2,3) :نجد أن( ) (2) 4 4 5 3

M M
f x f y وىذا يقتضي أن

f
M C. 

   (1,0)M:نجد أن( ) (1) 2 0
M M

f x f y وىذا يقتضي أن
f

M C. 
 .بنفس الطريقة و  
تقع عمى الخط البياني  Mعيِّن في الحالات الآتية الإحداثي المفقود إذا عممتَ أنّ النقطة المعطاة  

 :fلمتابع 
3( 2, ) (0, ) (1, ) ( ) 4 1

( , 1) ( ,1) (2, ) ( ) 2 1

M M M f x x x

M M M f x x
 

 
   3( ) 4 1f x x x  
(1)لدينا   2f  1)ومنو, 2)M. 
(0)لدينا   1f  (0,1)ومنوM. 
)لدينا   2) 1f  ومنو( 2,1)M. 
  ( ) 2 1f x x   
 (2) 3f  (2,3)ومنوM. 
  1y :تقتضي( ) 1f x 2وىذه تقتضي 1 1x : 1ومنوx (1,1)أي أنM. 
 1y :تقتضي( ) 1f x 2وىذه تقتضي 1 1x : 0ومنوx  0)أي أن, 1)M. 
 

 الحل
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 التوابع الآتية: كل من عيِّن مجموعة تعريف 

2 2

2 2 2

2 1 1 3
( ) ( ) ( )

1 1

1 1 5
( ) ( ) ( )

3 4

1
( ) ( ) 3 ( ) 2

x x
h x g x f x

x xx x

x x x
h x g x f x

x x x x

h x g x x f x x
x

  

، أما التابع الكسري شرطو أن لا ينعدم المقام ، والتابع  توابع كثيرات الحدود معرفة عمى  
 الجذري )الجذر التربيعي ( ماتحت الجذر اكبر أو يساوي الصفر .

 *
f
D                  * \ 1

g
D             

h
D 

* \ 1
f
D       \ 2, 2

g
D    

h
D 

[ 2, [
f
D          ] ,3]

g
D            ]0, [

h
D 

 
في الشكل المرسوم جانباً  

f
C  ىو الخط البياني لتابعf  7عمى المجال

2,
2

 . 

i. .استفدْ من الشكل للإجابة عن الأسئمة الآتية 
.a ؟ 2و 1و 2ما ىي عمى التوالي صُوَرُ الأعداد 
.b  ما حمول المعادلة( ) 0f x؟ 
.c  ما حمول المتراجحة( ) 0f x؟ 
.d  ما عدد حمول المعادلة( ) 3f x أعطِ قيماً تقريبيّة ليذه الحمول؟ ، 
.e  أَعِد السؤال السابق في حالة( ) 4f x. 
ii.  نرمز إلى نقاط

f
C  عمى التوالي بالرموز 3و 0و 1التي فواصمياA وB وC. 

.a  أثبت وقوعA وB وC .عمى استقامة واحدة 

.b  اكتب معادلة المستقيم( )AC. 

.c  استنتج مما سبق وبالاستفادة من الشكل حل المتراجحة( ) 3f x x. 

 
i. نلاحظ من الشكل أن 
a. ( 2) 0f         ( 1) 4f         (2) 2f 
b.  2, 1, 3S . وىي فواصل نقط تقاطع الخط البياني مع المحورOx 

c.  7[ 2,1] 3,
2

S.  حيث يقع الخط البياني فوق المحورOx .أو يلاقيو 

 الحل

 الحل

 A

B

C
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d.  3المستقيم الذي معادلتوy  يشترك مع خط الدالة بثلاث نقاط وبالتالي فمممعادلة( ) 3f x 
ثلاث حمول ىي فواصل النقط المشتركة بين 
f
C : 3و ىذا المستقيم وىي

2
x  3.4وx  و

0x. 
e.  4المستقيم الذي معادلتوy يشترك مع

f
C بنقطتين ومنو فمممعادلة( ) 4f x  حلان ىما

 .0.5xو 1xفاصمتييما وىما:
ii.  
a. :نلاحظ من الشكل البياني أن ( 1,4)A،(0,3)B ،(3,0)C 

  (1, 1)AB ,3)و   3)BC مرتبطان خطياً لأن  
1 2 2 1

3( 1) 1( 3) 3 3 0x y x y  
 عمى استقامة واحدة. A،B،C  إذن
b.  معادلةAC:  ( )( ) ( )( ) 0

C A A C A A
x x y y y y x x 

3)ومنو  ( 1))( 4) (0 4)( ( 1)) 0y x 
3yبالإصلاح نجد  x 

c. من الرسم نجد( ) 3f x x  7  عندما[ 1,0] 3,
2

x 

 

 
 19ص تَدرَّب   

  بيِّن أيُّ المنحنيات الآتية ىو خطٌّ بيانيٌّ لتابع زوجي وأي منيا خطٌّ بيانيٌّ لتابع فردي: 

 

 
 فردي                  فردي                  زوجي                 زوجي               

               
 ادرس زوجيّة كلٍّ من التوابع المعطاة كما يأتي: 

xxx x
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2

2

3 2

3
( ) ( ) 2 ( )

( ) cos sin ( ) tan ( ) sin

( ) ( ) ( )

h x x x g x x f x
x

h x x x g x x f x x x

h x x g x x f x x

 

 
التابع   

2

3
( )f x

x
وىي متناظرة بالنسبة إلى الصفر كما أن :  *معرف عمى  

2 2

3 3
( ) ( )

( )
f x f x

x x
 زوجي . fوبالتالي  

)التابع   ) 2g x x  ولدينا : معرف عمى 
( ) 2( ) 2 2 ( )g x x x x g x  

 زوجي. fد أنومنو نج
)التابع  )h x ولدينا: معرف عمى 

2 2( ) ( ) ( )h x x x x x  وبالتالي نجد أن( ) ( )h x h x  و( ) ( )h x h x  فالتابعh 
 لا زوجي ولا فردي .

 ( ) sinf x x x .مشابو لمسابق وىو زوجي 

)التابع  ) tan( )g x x  معرف عمى\ :
2

K K أياَ كان ,\
2

x K:فإن

\ ;
2

x K K : ولكن
2 2

K K 

(1 )
2 2

K K 

1)حيث  )K K : و منو فإن\
2

x K 

)ولدينا  ) tan( x) tan(x) g(x)g x التابع  إذنf . فردي 
 ( ) cos sinh x x x .مشابو لمسابق وىو لا فردي ولا زوجي 
   ( )f x x  التابعf  0]معرف عمى, [D  وىذه المجموعة غير متناظرة بالنسبة إلى

 لا زوجي ولا فردي . fالصفر ومنو 
  2( )g x x وىو زوجي. لمسابق مشابو 

)3التابع   )h x x  3 :ولدينا معرف عمى 3( ) ( )h x x x h x  
 .فردي hومنو فإن التابع     

 الحل
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  23ص تَدرَّب    

)2معرّفان وفق  gو fالتابعان  ) 2 3f x x x 2و( ) 1g x x ٍّأوجد مجموعة تعريف كل .
fو gو fمن  g وfg ثُمَّ احسب ،( )( )f g x و( )( )fg x. 

 
g,التابعان f  ن يوبالتالي فإن التابع معرفان عمىf g  وfg  أيضاَ  ولدينا :  معرفان عمى

2( )(x) 2x 2 4f g x 
2 2 4 3 2 2

4 3 2

( )(x) (x 2 3)( 1) 2 3 2 3

2 4 2 3

fg x x x x x x x

x x x x
 

1معرفان وفق gو fالتابعان
( ) 1f x x

x
)1و  ) 2 3g x x

x
. ما ىي مجموعة تعريف

f g؟ احسب( )( )f g x. 

 
f وg  وبالتالي:*معرفان عمىf g ويكون: *معرف عمى 

( )( ) ( ) ( ) 3 2f g x f x g x x 
)احسب في الحالات التالية كلًا من )( )g f x و( )( )f g x  بعد تعيين مجموعة تعريف كلٍّ منf و

g وg f وf g. 

2

( ) 2 , ( ) 3

( ) 3 1, ( ) 2 1

( ) , ( ) 2 1

1
( )

.1

.2

.3

.4

.

2 3, ( )

1
( ) , ( ) 3 5

1

f x x g x x

f x x g x x

f x x g x x

f x x g x
x

f x g x x
x

 

 
.4 f و معرف عمىg ويكون: *معرف عمى 

)إيجاد   أولَا: )(x)g f  أي( ) ( ( ))x f x g f x  
)نبدأ بحساب )f x وبما أنf  فيمكن إجراء ىذا الحساب دوماً ولكن لحساب معرف عمى( ( ))g f x  يمزم

)ويكفي أن يكون  ) D
g

f x  وىذا يكافئ أن( ) 0f x  2ويكافئ 3 0x  3ويكافئ

2
x 

gوبالتالي : f  3معرف عمى
\

2
 ولدينا :

1
( )( ) ( ( )) (2 3)

2 3
g f x g f x g x

x
 

 الحل

 الحل

 الحل
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)إيجاد  ثانياَ: )(x)f g  أي( )x g x f g x  
)نبدأ بحساب  )g x  0وىذا ممكن عندماx  وبما أنf  فنتابع حساب  معرف عمى( ( ))f g x  دون

 شرط إضافي وبالتالي :
g f  ويكون : *معرف عمى 

1 1 2
( )( ) ( ( )) 2 3 3f g x f g x f

x x x
 

.5 1
( )

1
f x

x
   ،( ) 3g x x 

\معرف عمى  fوالتابع  معرف عمى  gالتابع  1 
)حساب أولا: )(x)g f   أي( ) ( ( ))x f x g f x 

\معرف عمى  fبما أن  \من  xفنبدأ باختيار  1 )لنحسب  1 )f x 
)نتابع حساب  معرف عمى gوبما أن  ( ))g f x   دون 

gأي شرط إضافي وبالتالي التابع  f  معرف عمى\  ويكون :1
1 1 3

( )( ) ( ( )) 3
1 1 1

f g x g f x g
x x x

 

)حساب  ثانياَ: )(x)f g  أي( ) ( ( ))x g x f g x 
)gنبدأ بحساب  )x  وبما أنg  فإننا نختار معرف عمىx  ونحسب  من( )g x  وبما أن التابعf 
\معرف عمى  )فإنو لحساب  1 ( ))f g x  يمزم ويكفي أن يكون( ) 1g x  وىذا يكافئ

3 1x  1ويكافئ

3
x فالتابعf g  1معرف عمى

\
3

 ولدينا :

1
( )( ) ( ( )) (3 )

3 1
f g x f g x f x

x
 

 التمارين بطريقة مماثلةوباقي 
 

 
  72 ص  تَدرَّب   

 ادرس جية الاطراد لكل من التوابع الآتية 

 
fالتابع  g حيث ،f وg  0التابعين المعرفين عمى المجال,I  2وفق( )f x x و

( )g x x. 
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,0]متناقص تماماً عمى المجال  fالتابع  ,0]متناقص تماماً عمى المجال     gوالتابع  ] [ 
fومنو التابع g  0]حاصل جمع تابعين متناقصين تماماً عمى المجال,  1وحسب المبرىنة  ]
fيكون التابع  g  0]متناقص تماماً عمى المجال, [ . 

]التابع المعرف عمى المجال  f، حيث 3fالتابع  2, [I  وفق( ) 2f x x. 
]متزايد تماماً عمى المجال  fالتابع  2, [I  3ومنو التابعf  متناقص تماماً عمى المجال

[ 2, [I  (.2)حسب المبرىنة 
fالتابع  g حيث ،f وg  0التابعين المعرفين عمى المجال,I  2وفق( ) 2f x x و

2( )g x x. 
متناقص تماماً عمى المجال  fوالتابع  I,0متزايد تماماً عمى المجال  gالتابع 

g([0, [) [0, fومنو  ] g  0متناقص تماماً عمى,I  (3)حسب المبرىنة 
)وفق  I,0التابع المعرف عمى المجال  f، حيث fالتابع  )f x x x. 

 .متزايد تماماً  fوبالتالي I,0ىو مجموع تابعين متزايدين عمى المجال  fالتابع 
2لماذا يكون التابع   1

x x
x

[متناقصاً عمى المجال   ,  ؟]0
 .Iعمى المجال المعطى  fبصيغة تركيب تابعين مألوفين، ادرس اطراد  fبعد كتابة 

1. ( ) 2 1f x x ، 1
,
2

I. 

2. 
1

( )
1

f x
x

  ،  1,I. 

3. 2
1

( )
1

f x
x

 ،  ,0I  . 

 
)2نفففترأفف أففنفف    .3 ) 1h x x  فاففلففتابففع 1وف

( )g x
x

gتففركففيب  fفففيكونفف اففلففتابففع   h   فاففلففتابففع  hوف
فففففاففففففلففففففتابففففففع  0I,مففففففتناقففففففص تففففففمامففففففاً عففففففمى اففففففلففففففمجالفففففف  مففففففتناقففففففص تففففففمامففففففاً عففففففمى اففففففلففففففمجال  gوف

] ,0[ ]1, [h  فالتابعg h  0,متزايد تماماً عمى المجالI.  

 
 11تَدرَّب  ص 

 احسب( )Q x و( )R x  خارج وباقي القسمة الإقميدية لكثير الحدود( )A x  عمى( )B x  في الحالات
 الآتية:
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3 2

3 2

3 2

2 4

2 4 3

( ) 2, ( ) 2 2

( ) 1, ( ) 3

( ) 2, ( ) 3 14 8

( ) 2 2, ( ) 4

( ) 1, ( ) 2 3 7

B x x A x x x x

B x x A x x x

B x x A x x x x

B x x x A x x

B x x A x x x x

 

  

  

2

3 2

3 2

1

2 2 2

2

0 0 2

2

0

x

x x x x

x x

x

x

) ومنوُ نجد:  ) 0R x   2و( ) 1Q x x 

)نجد : نجد:  بنفس الطريقة السابقة  ) 5R x   2و( 2) 2Q x xx 
)بنفس الطريقة السابقة نجد : نجد:   ) 0R x   2و( 4) 5Q x xx 

  
2

2 4 3 2

4 3 2

3 2

3 2

2

2

2 2

2 2 0 0 0 4

2 2

0 2 2 0 4

2 4 4

0 2 4 4

2 4 4

0

x x

x x x x x x

x x x

x x x

x x x

x x

x x

)ومنو     ) 0R x     2و( ) 2 2Q x x x 

)8بنفس الطريقة السابقة نجد:   5)R x x   2و( 1) 2Q x xx. 
 

 3باقي قسمة كثير الحدود  احسب 2( ) 2 2 5 3P x x x x  2عمى كل منx 1وx . 

  
)Pباقي قسمة  )x  2عمىx  كما وجدنا أثناء إثبات مبرىنة العامل يساوي 

3 2(2) 2(2) 2(2 ) 5(2) 3 1P 
)ىو  1xوبنفس الطريقة باقي القسمة عمى  1)P 

 
 4إذا عممتَ أنّ باقي قسمة  عين 3( ) 2P x x x  2عمىx  4يساوي . 

 

 الحل

 الحل

 الحل

dra
ft 



 

06 
 

)فإن  4يساوي القسمة باقيبما أن  2) 4P  4أي 3
2 2 2  2ومنو  4

 
 :حمل كلًا من كثيري الحدود الآتيين 

4 3 2

3 2

( ) 7 6

( ) 2 7 2 3

P x x x x x

P x x x x
 

 
4الحدود  لتحميل كثير  3 2( ) 7 6P x x x x x فإنأن مجموع الأمثال يساوي الصفر  وبما 

(1) 0P  لذلك فإن,( )p x  1يقبل القسمة عمىx . 
 
 
 

 1xنقسم عمى 

                
 

ومنو 
3( ) ( 1)( 7 6)P x x x x

 
3 7 6x x  نجد , حيث بنفس الطريقة نحمل و 

3لكثير الحدود  7 6x x  جذر  1بالتجريب أن
  1xوىكذا نقسم عمى 

 
ومنو 

3 27 6 ( 1)( 6)x x x x x  2ولكن( 6) ( 3)( 2)x x x x 
)وبالتعويأ في  )P x   نجد( ) ( 1)( 1)( 3)( 2)P x x x x x 

 السابقة.بنفس الطريقة   
  كلًا من المعادلتين: حل في 

3 2

3 2

4 4 1 0

2 7 8 3 0

x x x

x x x
 

  

 الحل

 الحل
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 نحمل بالتجميع في فئات: أونحمل السابق  بنفس الطريقة في التمرين 
3 2

2

2

( 1) ( 1

4 4 1 0

4

2 1 (2

) 0

( 1)(4 1) 0

( 1)( 1) 0)

x x

x

x x x

x xx

x

x
 

1ومنو مجموعة الحمول ىي  1
1, ,
2 2

. 

 نحمل كما تعممنا سابقاً: 
3 2

2

2 7 8 3 0

( 1) (2 3) 0

x x x

x x
 

3ومنو مجموعة الحمول ىي
1,
2

. 

 

  13ص      تمرينات ومسائل

3معرّفان وفق : gو fالتابعان  9
( )

1

x
f x

x
4و 

( ) 2
1

g x
x

. عيّن مجموعة تعريف كلٍّ 

2. وعيِّن مجموعة تعريفgو fمن  3f g 2)، واحسب 3 )( )f g x . 

 
\ 1

f
D و\ 1

g
D  2وبالتالي فإن مجموعة تعريف 3f g  :ىي\  ولدينا:  1

3 9 4 3 3
(2 3 )( ) 2 ( ) 3 ( ) 2 3 2 6 6 0

1 1 1 1

x x x
f g x f x g x

x x x x
 

 
 بيِّن أيُّ التوابع الآتية كثيرُ حدود.  

2 2

2
2

( ) 5 2 1 ( ) 3
2

2 1 1
( ) 2 ( )

4 1

( ) ( 3) ( ) ( 1)(

.2 .1

.4 .

.6 .53)

3

x
g x x x f x x

x
k x x x h x

x

m x x x x x x

 

 
.1 2 1

( ) 3
2

f x x x .كثير حدود من الدرجة الثانية 
.2  2( ) 5 2 1g x x x  من الدرجة الثانية. دكثير حدو 

 الحل

 الحل
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.3 21 1 1
( )

2 4 1
h x x

x
 .ليس كثير حدود 

.4 2( ) 2k x x x ليس كثير حدود. 

.5 2( ) 2 3l x x x كثير حدود من الدرجة الثانية. 

.6 2( ) 3m x x x .كثير حدود من الدرجة الثانية 
 في كل حالة، اكتب كثير الحدود المعطى بالصيغة القانونية. 

2

2 2

2

2 3

5 4 3 2

( ) (3 1) 2(3 1)

( ) ( 5)( 5)

( ) ( 3)( 3 9)

( ) ( 3)( 12) 3( 2 3)

1
( ) ( 3 1)( 4 6 10)

2
( )

.1

.2

.3

.4

.5

.( 1 1) 6)(

A x x x

B x x x

C x x x x

D x x x x

E x x x x x

F x x x x x x x

 

 
.1 2( ) 9 0 3A x x x. 
.2 4 3 2( ) 0 0 0 5B x x x x x. 
.3 3 2( ) 0 0 27C x x x x. 
.4 2( ) 0 0D x x x. 
.5 5 4 3 2( ) 2 12 7 13 36 10E x x x x x x. 
.6 6 5 4 3 2( ) 0 0 0 0 0 1F x x x x x x x. 
 

)2انشر كثيري الحدود   1)( 1)x x x  2و( 1)( 1)x x x ّ6. ثم استنتج أن 1x 
 يساوي جداء ضرب ثلاثة كثيرات حدود من الدرجة الثانية.

 
2 3 2 2 3( 1)( 1) 1 1x x x x x x x x x 
2 3 2 2 3( 1)( 1) 1 1x x x x x x x x x 

3ولكن لدينا:  3 6( 1)( 1) 1x x x 
 وبالتالي فإن:

6 3 3

2 2

2 2 2

1 ( 1)( 1)

( 1)( 1)( 1)( 1)

( 1)( 1)( 1)

x x x

x x x x x x

x x x x x
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3ليكن كثير الحدود   2( ) 4 4P x x x x (1)، احسبPثم استنتج حمول المعادلة ، 
( ) 0P x  باستعمال مبرىنة العامل. ثم حميا بتحميل طرفيا الأول إلى جداء عوامل بطريقة التجميع إلى

  فئات.

 
(1) 0P  1بالقسمة عمى  وجذر لكثير الحدود ،  1ومنوx  2 الناتجأن نجد 4x   ومنو
2( ) ( 1)( 4)P x x x 

( ) ( 2)( 1)( 2)P x x x x 
) حمول المعادلةومنو  ) 0P x 1,2ىي, 2S. 

 يمي: كمافئات  فيبالتجميع  ملاحظة: يمكن الحل
3 2 2

2

( ) 4 4 ( 1) 4( 1)

( 1)( ( 2)( 1)4 ( 2))

P x x x x x x x

x x x x x
 

) حمول المعادلةومنو  ) 0P x 1,2ىي, 2S. 
,0]التابعين المعرفين عمى المجال  gو fليكن   [I  2وفق( )f x x و( )g x x عمّل .

fلماذا يكون  g  متزايداً تماماً عمىI. 

 
)2التابع  )f x x  0]متزايد تماماً عمى, u,لأنو بفرأ ] v  0]عددان من, uوبحيث:  ] v 
 فإن :

2 2( ) ( ) 0f u f v u v  ومنو( ) ( )f u f v  والتابع( )g x x  0]عمىمتزايد تماما, لأنو  ]
1تابع تآلفي وفيو  0a  عمى مجال ىو تابع متزايد تماماَ عمى  متزايدين تماماً  تابعينوبما أن مجموع

fىذا المجال فإن :  g  0]متزايد تماماَ عمى, [ . 
2xلماذا يكون التابع   x x  متناقصاً عمى المجال]  ؟[0,

 
)2التابع  )f x x  متناقص تماماَ عمى] ,0]  
)والتابع  )g x x  متناقص تماماَ عمى] ,0] 

)وبالتالي فإن :  ) ( )x f x f g  َمتناقص تماما] ,0] 
,0[لماذا يكون التابع  المعرف عمى   [I  متزايداً عمىI؟ 

 

 الحل

 الحل

 الحل
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xالتابع : 1طريقة  x  0[متزايد تماماً عمى, 1لتابع و ا ]
x

x
,0[متزايد تماما عمى  حيث  ]

(1x
x

,0[تماما عمى متناقص  وبما أن مجموع تابعين متزايدين تماماً عمى مجال ىو تابع ( ]

1متزايد تماماَ عمى ىذا المجال فإن 
x x

x
,0[متزايد تماماَ عمى  [ . 

u, نفترأ: 2طريقة  v  0[عددان كيفيان من, uوبحيث  ] v : ٍعندئذ 

u
1 1

( ) ( )

1 1

.

1
( ) 1 0

.

f f v u v
u v

u v
u v u v

v u u v

u v
u v

 

):ومنو فإن ) (v)f u f 1والتابع
( )f x x

x
,0]متزايد تماماَ عمى   [. 

)رسمنا في معممٍ متجانس   , , )O i j الخط البياني ،
f
C  لمتابعf  المعرف

)2بالعلاقة  عمى  ) 2f x x x . 
أعِدْ رسم 
f
C  في كرّاسك، ثمَّ استنتج رسم الخطوط البيانية لمتوابعg وh وk 
 بالعلاقات : المعرفة عمى 

( ) ( )g x f x  و( ) ( )h x f x  و( ) (| |)k x f x. 

 
  كل نقطة( , ( ))M x f x منfC تقابميا النقطة  ( , ( ))M x f x  من

gC وبما أن النقطتانM وM  متناظرتان بالنسبة إلىxx  لأن(
ىو  gCليما نفس الفاصمة وترتيباىما متعاكسان ( استنتجنا أن 

 .xxبالنسبة لممحور   fCنظير 
 : نلاحظ أن  

( ) ( )h x f x  عندما( ) 0f x  أي] ,0] [2, [x  

( ) ( )h x f x  عندما( ) 0f x  0,2أيx 

 

i
j

1
1

3

2 3

dra
ft 
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)وبالتي فإن  ) ( )h x f x  عندما يقعfC  فوق المحورxx  لأنو في ىذه الحالة تتحقق المتراجحة (
( ) 0f x  كما أن , )( ) ( )h x f x  عندماfC  يقع تحت المحورxx  لأنو في ىذه الحالة تتحقق (
)المتراجحة  ) 0f x.  نستنتج أنhC  ينطبق عمىfC  عندما] ,0] [2, [x. 

 .x[0,2]عندما  xxبالنسبة إلى المحور  fCىو نظير  hCو أن 

  بما أنk ويحقق معرف عمى 
( ) ( ) ( ) ( )k x f x f x k x التابعفإن k زوجي  

xنعمم أن  x 0 عندماx وبالتالي FC  منطبق عمىfC عندما 
0x يكون حيث ( ) ( )k x f x. 

 0xعندما kCوبالتالي نكمل الخط، yyزوجي فإن خطو البياني متناظر بالنسبة لممحور kوبما أن
  yyبحيث يكون متناظر بالنسبة لف

 .لهما نفس الهدف 22 و 9التمرين 

المعرفة عمى  gو f ينابعالبيانية لمت ان، الخطالمجاورفي الشكل  
)2 بالعلاقتين ,0 ) 1f x x و( )g x x.  نضعh g f 

kو f g. 
 البياني. خطودلَّ كلًا من ىذه التوابع عمى  .1
 .مجال تعريفومتزايداً عمى  kو hعمّل كونَ كلٍّ من التابعين  .2

 
) التابع  .1 )g x x (0) :يحققg = 1وبالتالي فخطو البياني يمر بالمبدأ   0

C  ىو خطو
 .البياني
)2التابع   ) 1f x x :(0)يحقق 1f ،(1) 0f 2 ولديناC  ،4

C يحققان ىذان الشرطان ولكن 
4مستقيم بالتالي  2C ليس مستقيم وبما أن fخط التابع

Cىو الخط البياني لفf 
2( ) ( ) ( ( )) ( ) 1h x g f x g f x f x x 

3وبالتالي  0,1غير معرف عمى المجال وىذا النابع 
C . ىو خطو البياني 
2 2( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1 1k x f g x g x x x 

 الحل
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2وىي معادلة مستقيم بالتالي  
C ىو خطو البياني. 

2.  2( ) 1f x x  0]متزايد تماماً عمى المجال, ,1]فيو متزايد تماماً عمى المجال  ] و  ]
( )g x x  1])متزايد تماماً عمى المجال, [) [0, [f  فيكونh g f  متزايد تماماً عمى المجال
[1, [. 

( )g x x  0]متزايد تماماً عمى المجال, )2و  ] ) 1f x x  متزايد تماماً عمى المجال
([0, [) [0, [g  فيكونh g f  0]متزايد تماماً عمى المجال, [. 

 
المعرفة  hو gو fالخطوط البيانية لمتوابع مجاور، في الشكل ال 

)2: وفق ) 1f x x 1و
( ) ,( 0)g x x

x
hو  g f. 

 .معرفاً عمى  hعمّل كون التابع  .1
 خصّص لكل تابع خطو البياني. .2
3. .a  عمّل كونh  0]متناقصاً تماماً عمى, [. 

.b  عمّل كونh  متزايداً تماماً عمى] ,0]. 

 
)و   معرف عمى f لدينا التابع .1 ) ( )h : x f x g x 

  من xنبدأ باختيار إذن
f
D وبما أن  f فحساب   معرف عمى  ( )f x  دوما ولحساب ممكن( ( ))g f x 

)يمزم ويكفي أن يكون  ) 0f x  2وىذا يكافئ أن يكون 1 0x  : وىذا بدوره محقق دوماً وبالتاليh 
 .معرف عمى 

2. ( )g x 0غير معرف عند ىو التابع الوحيد الx 2وC يممك نقطة  المنحني الوحيد الذي لا
2وبالتالي  0x فاصمتيا 

C ىو خط التابع g. 
( )f x  1 فخطو البياني قطع مكافئ وبالتاليىو دالة تربيعيةC ىو خط التابعf . 

 .hىو خط التابع   3C ويبقى
3. .a   واضح من الرسم أنf 0]عمى المجال تماماً متزايد, عمى ىذا تماماً متناقص  g و ]

 عمى ىذا المجال . تماماً  سيكون متناقص h وبالتالي تركيبيما ،المجال 
.b  واضح من الرسم أن كلًا منf عمى المجال  تماماً  متناقص] ,0] ، g  متناقص تماماً عمى

[)المجال  ,0]) [1, [f  تركيبيما  فإن وبالتاليh عمى ىذا المجال . زايداً تماماً سيكون مت 
 

 الحل
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 fوg  2وفق  تابعان معرفان عمى( ) 2 1f x x 3و( ) 4 3g x x x. َّأثبت أن 
f g g f. 

 
 ولدينا: سيكون معرفاً عمى  gofو fogفإن كلًا من وبالتالي  معرفان  gو fإن 

2 3 2

6 4 2 6 4 2

( )( ) ( ( )) 2( ( )) 1 2(4 3 ) 1

2(16 24 9 ) 1 32 48 18 1

f g x f g x g x x x

x x x x x x
 

3 2 3 2

6 2 2 2 2

6 4 2 2 6 4 2

( )( ) ( ( )) 4( ( )) 3( ( )) 4(2 1) 3(2 1)

4(8 3(2 ) 3(2 ) 1) 6 3

32 48 24 4 6 3 32 48 18 1

g f x g f x f x f x x x

x x x x

x x x x x x x

 

fوبالتالي  g  وg f . ليما نفس مجموعة التعريف ونفس قاعدة الربط فالتابعان متساويان 
 

)احسب   )( )f f x تية. في الحالات الآ 
( ) 2 3:f x x  2( ) 3 1:f x x x  1

( ) :
1

f x
x

. 

 
fالتركيب وبالتالي  معرف عمى  f  و في  f  الربط أما قاعدة  سيكون معرفاً عمى

 نوجدىا كما تعممنا سابقاً.
  1

( )
1

f x
x

\معرف عمى   fونريد إيجاد  1 f أي  :( ) ( ( ))x f x f f x 

) بحسابنبدأ  )f x  لذلك نختارx ولحساب \1 من ( ( ))f f x :يصبح لدينا شرط إضافي ىو 
( )f x xأي  1- 2     

fوبالتالي  f  معرف عمى\ 1,  ، وقاعدة ربطو : 2

( )( ) ( ( ))
( )

1 1 1 x + 1
fof x = f f x = = = =

f x +1 1 x + 2 x + 2
+1

x +1 x +1

 

 
2احسب    2( )x px q  َّ4ثمَّ تحقق أن 3 26 7 6 1x x x x  ىو مربع ثلاثي حدود من

 الدرجة الثانية.

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2 2x + px +q = x + px + q +2 x px + 2 x q + 2 px q 

 ومنو 
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2 2 4 3 2 2 2( ) 2 ( 2 ) 2 (*)x px q x px p q x pqx q 
4 بمقارنةو  3 26 7 6 1x x x x  نجد: (*)مع 

4 3 2 2 2 4 3 22 ( 2 ) 2 6 7 6 1x px p q x pqx q x x x x 
 نجد جممة المعادلات التالية: xبالمطابقة مع أمثال قوى

2

2

2 6............... 1

2 7...... 2

2 6.......... 3

1............... 4

p

p q

pq

q

 

ققان كل من ح، وىكذا نجد أن ىذان الحلان ي 1qنجد  2بالتعويأ في 3pنجد  1من 
 :أن نجد (*)وبالاستفادة من  4و  3

4 3 2 2 26 7 6 1 ( 3 1)x x x x x x  
)أثبت أنَّ   1)( 2)( 3) 1x x x x.ىو مربع ثلاثي حدود من الدرجة الثانية 

 
 بالنشر نجد:

4 3 2( 1) 2 ( 3) 1 6 11 6 1( )x x x x x x x x  
 :(*)بالمقارنة معو 

4 3 24 3 2 2 22 ( 2 6 11 6) 12x px p q x pqx x x x xq 
 نجد جممة المعادلات التالية: xبالمطابقة مع أمثال قوى

2

2

2 6............... 1

2 11...... 2

2 6.............. 3

1............... 4

p

p q

pq

q

 

و  3ققان كل من ح، ونجد أن ىذان الحلان ي 1qنجد  2بالتعويأ في و  3pنجد  1من 
 نجد: (*)وبالاستفادة من  4

4 3 2 2 26( 1)( 2)( 3) 1 7 6 1 ( 3 1)x x x x x x xx x x  
 

4يكون في حالتو كثير الحدود  aأوجد عدداً حقيقياً   32 4 4x ax ax  مربعَ ثلاثي حدود من
 الدرجة الثانية.

 
4بمقارنة  32 4 4x ax ax  نجد: (*)مع 
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4 3 2 2 2 4 32 ( 2 ) 2 2 4 4x px p q x pqx q x ax ax 
 نجد جممة المعادلات التالية: xبالمطابقة مع أمثال قوى

2

2

2 2 ............... 1

2 0........ 2

2 4 .......... 3

4................ 4

p a

p q

pq a

q

 

pنجد  1من  a نجد 2بالتعويأ في و: 
2

.... 5
2

a
q  

 نجد: 3نعوأ في 
2

2 4
2

a
a a  2ومنو( 4) 0a a 

 .4مرفوضة لأنيا لا تحقق 0qنجد  5بالتعويأ في  0aإما 
 2aأو 

 .4وىي تحقق 2qنجد  5بالتعويأ في 
4نجد    2aعندما  3 2 24 8 4 ( 2 2)x x x x x 

4نجد    2aو عندما  3 2 24 8 4 ( 2 2)x x x x x 

لنتعمّم البحث معاً   
 تحميل تابع. 

1التابع المعرّف عمى  fليكن 
2
1بالعلاقة  \

( )
2 1

f x
x

. ثُم gثُمّ  hتركيبَ تابعين  f. اكتب 
2أعِد السؤال في حالة  2( ) (1 )f x x. 

 
)من الواضح أنو لحساب  )f x 2القيمة  أولاً  نوجد ً فإننا 1x سنسمي العممية الأولى ، ثم نقمبيا

( ) 2 1h x x  ، 1والعممية الثانية
( ( ))

( )
g h x

h x
1ولذلك نضع  

( )g x
x

fفيكون ،   g h 

)2 نضعبنفس الأسموب السابق  ) 1h x x  ،2( )g x x فيكون f g h 
 

 صيغة أخرى لتابع كسري. 

\التابع الكسري المعرّف عمى  fليكن  بالعلاقة  2
2

( )
2

x x
f x

x
و bو aأعداداً حقيقيّة عيّن . 

c  تُحقّق، في حالةx  من\  ، العلاقة :2

dra الحل
ft 



 

16 
 

( )
2

c
f x ax b

x
 

 
 طريقة أولى :

2

2 2

x x c
ax b

x x
)نضرب الطرفين بف    2)x 

2 ( 2)( )x x x ax b c 
2 2 ( 2 )x 2x x ax a b b c 

0بمطابقة أمثال  1 2, ,x x x :1 نجدa 
2 1a b   1ومنوb 
2 0b c     2ومنوc 

 ويكون :
2

( ) 1
2

f x x
x

 
 نقسم البسط عمى المقام فنجد:طريقة ثانية: 

axناتج القسمة ىو b  باقي القسمة ىو  ،c  1, وبالتاليa b و
2c. 

 طريقة ثالثة:
( )( )

( )
2x - x - 2 + 2 x - 2 x + 1 + 2

f x = =
x - 2 x - 2

2
= x +1+

x - 2

 

aومنو = b = cو 1 = 2 . 
 محدودية تابع 

1التابع المعرف بالعلاقة  fليكن  
( )

sin 2
f x

x
. 

)يُحقّقان  Mو mعيّن عددين حقيقيين   )m f x M  وذلك أياً كانx  من. 
 . fادرس اطّراد التابع  

 
1فإن  xو أياً كانت نعمم أن  sin 1x   1نجد  2وبجمع sin 2 3x  

sinوبما أن  2 0x  1فإن 1
1

3 sin 2x
1ومنو   

( ) 1
3
f x   ميما تكنx  من 

fنلاحظ أن  g u  حيث أن(x) sinu x  2دوري دوره وىو تابع 

 الحل

 الحل
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1وأن     
( )

2
g x

x
\معرف عمى   لذلك ندرسو عمى المجال 2دوري ودوره  fوبما أن  2

[0, 0,2])عمى المجال  تماماً  متناقص gنعمم أنّ ، فقط   [ ]) [ 1, 1]u ومنو 

u 0عمى المجال تماماً  متزايد,
2

fإذن  g u  0عمى المجال  تماماً متناقص,
2

 

u 3عمى المجال تماماً  متناقص
,
2 2

fإذن  g u3عمى المجال تماماً  متزايد
,
2 2

 

u 3عمى المجال تماماً  متزايد
,2
2

fإذن  g u  3عمى المجال تماماً متناقص
,2
2

 

الأمامإلى
 عمميّات عمى التوابع التآلفيّة 

f وg تابعان تآلفيان معرفان عمى  :( )f x ax b و( )g x cx d. 
fأثبت أنَّ المجموع  .1 g .تابع تآلفي 
fأثبت أنّ التابع المركّب  .2 g .تابعٌ تآلفي 
 تابعاً تآلفيّاً؟ fgأَيكون جداء الضرب  .3
)نفترأ أنّ  .4 )g x x  أيّاً كانتx أثبت أنّ الشرط .( )( )f f x x  يُكافئ( )f g  أو

( 1)a. 

 
1. ( )( ) ( ) ( ) ( )f g x f x g x a c x d b mx n  

m,حيث         a c n d b  وبالتاليf g . تابع تآلفي 
2.   ( )( ) ( ( )) ( ) ( )f g x f g x ag x b a cx d b acx ad b mx n 

m.حيث        ac     ،n ad c  وبالتاليf g . تابع تآلفي 
)2كلا،  لأن   .3 . )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )f g x f x g x ax b cx d acx b d x bd  

  تآلفي.وليس وىو تابع تربيعي        
)العبارة .4 )( ) ( )f f x id x أي ( )f ax b x  تُكافئ( )a ax b b x  أو 

2 0a x ab b x ومنو ( 1)(( 1) ) 0a a x b بالإصلاح( 1)(( 1) ) 0a a x b 
) وحل المعادلة الأخيرة  1)a  1وa 0وb  بالتالي( )f x x أيf g  
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في الشكل المجاور، يمثّل المنحني  
f
C  الخط البياني لمتابعf  بالعلاقة  المعرف عمى

3 2( ) 3 1f x x x. 
 kو hو gارسم الشكل في كرّاسك واستنتج رسم الخطوط البيانية لمتوابع  .1

 بالعلاقات : المعرفة عمى 
( ) ( )g x f x  و( ) ( )h x f x  و( ) ( )k x f x. 

)وفق  F، التابع نعرِّف عمى  .2 ) (| |)F x f x. 
a.  َّأثبت أن F .تابعٌ زوجي 
b.  استنتج من

F
C  الخط البياني لمتابعF. 

 
)كل نقطة    .1 , ( ))M x f x مفنfC  تقابميفا النقطفة( , ( ))M x f x  

مفن 
gC وبمفا أن النقطتفانM وM   متناظرتفان بالنسفبة إلفىxx  

)لأن ليمففا نفففس الفاصففمة وترتيباىمففا متعاكسففان ( اسففتنتجنا أن 
gC 

xxبالنسبة لممحور   fCىو نظير  . 
 
 
  بما أن( ) ( )h x f x  فإن حساب التابع( )h x  ًيكون ممكنا

)عندما يكون حساب التابع  )f x :ممكناً ومنوh fD D  
  ونلاحظ أن :

( ) : ( ) 0
( )

( ) : ( ) 0

f x f x
h x

f x f x


 

 
 

)وبالتي فإن  ) ( )h x f x  عندما يقعfC  فوق المحورxx   لأنو في ىذه الحالة تتحقق المتراجحة (
( ) 0f x   كما أن , )( ) ( )h x f x   عندماfC  يقع تحت المحورxx   لأنو في ىذه الحالة تتحقق (

)المتراجحة  ) 0f x . 

xxفوق fCعندما fCينطبق عمى hCنستنتج أن . 

xxبالنسبة إلى المحور  fCىو نظير  hCو أن   عندماfC تحتxx . 

 الحل

 

x

1
1
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  وكل نقطة( , ( ))M x f x مفنfC  تقابميفا النقطفة( , ( ))M x f x    مفنkC نيوبمفا أن النقطتفM و 
M   متناظرتففان بالنسففبة إلففىyy   متعاكسففان ( اسففتنتجنا أن  الترتيففب وفاصففمتيما)لأن ليمففا نفففس

gC 
yyبالنسبة لممحور   kCىو نظير  . 
 
 
 

2.  a.  بما أنF  ويحقق معرف عمى ( ) ( ) ( ) ( )F x f x f x F x     
 زوجي F التابعفإن 
b.  نعمم أنx x 0 عندماx  وبالتالي FC  منطبق عمى

fC 0 عندماx  يكون حيث ( ) ( )F x f x. 
yyزوجي فإن خطو البياني متناظر بالنسبة لممحور Fوبما أن   

0x عندما FCوبالتالي نكمل الخط ،    بحيث يكون متناظر
yyبالنسبة لف   

 
3التابعين المعرفين وفق  gو fليكن 

( )
1

x
f x

x
)و )
2

x
g x

x
h، وليكن  g f. 

)واحسب hأوجد مجموعة تعريف  .1 )h x. 
3التابع المعرف بالعلاقة  kليكن  .2

( )
3 5

x
k x

x
 متساويين؟ kو h. أيكون التابعان 

 
\من الواضح أن  .1 2

g
D  ،\ 1

f
D عندئذ ستكون مجموعة تعريف ،h  ىي

\ : 2
h f
D D x f x. 

( ) 2f x 
3

2
1

x

x
5بالحل نجد  

3
x  5وبالتالي

\ 1,
3h

D 

3
3 31( ) ( )( ) ( ( ))
1 3 3 5

2
1

x
x xxh x g f x g f x g
x x x

x
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عمى الرغم من أن ليما نفس قاعدة الربط ولكن من الواضح أن التابعين غير متساويين لأنيما  .2

5مختمفان في مجموعة التعريف حيث 
\

3k
D 5بينما

\ 1,
3h

D . 

 
1
fو

2
f  2وفق  تابعانِ معرفان عمى

1
( ) 1f x x و

2
( ) 2 1f x xو ،

3
f  معرف عمى

\ وفق  0
3

1
( )f x

x
، و
4
f 0]معرف عمى, وفق  ]

4
( )f x x اكتب كلًا من التوابع .f وg 

بصيغة مركب تابعين، مستفيداً من التوابع  الآتية kو hو
1 2 3 4
, , ,f f f f. 
2: 1 : 2 1

2 1
: 1 :

2 1

g x x f x x

k x h x
x x

 

 
: 2 1f x x  ومنو

2 4
f f f. 

2: 1g x x   ومنو
4 1

g f f. 
1

:
2 1

h x
x

ومنو   
3 2

h f f. 
2

: 1k x
x

 .  ومنو  
2 3

k f f 
     

 معرفة بالترتيب وفق ما يمي hو gو fالتوابع   

33  1( ) 2
2

f x x
x

)1و   ) 1
2

g x
x

)و   ) 2 1h x x 

 
1. .a  اكتبf  بصيغة مجموع تابعينu وv  .موضحاً ما قمت بو 

)بوضع : ) 2u x x  1و( )
2

v x
x

 نجد: 

( ) ( ) ( ) ( )f x u x v x u v x 
.b  ما جية اطراد التابعينu وv  عمى كلٍّ من المجالين] ,0[و ]0, ؟ استنتج من ذلك جية ]

 عمى كلٍ من ىذين المجالين. fاطراد 
( )u x  0[متزايد تماماً  عمى المجال, )وَ  ] )v x  0[متزايد تماماً عمى المجال,  fومنو      ]

,0[متزايد تماماً عمى المجال  [ 
( )u x  تماماً عمى المجالمتزايد] )وَ  ]0, )v x  تماماً عمى المجال متزايد] متزايد  fومنو     ]0,

[تماماً عمى المجال  ,0[ 

 الحل
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2. .a  احسب وبسِّط( )

( )

f x

g x
 . 

a. 

21 4 1
2( ) (2 1)(2 1)2 2 2 1

( ) 1 2 1 2 1
1
2 2

x
xf x x xx x x

g x x x

x x

 

\معرفان عمى  gو  fولدينا :  0 

)مع الشرط:  ) 0g x  2ومنو 1x 1منو و

2
x :وىكذا نجد 
1

: \ 0, : 2 1
2

f
x x

g
 

.b  ىل التابعانh وf
g

 متساويان؟ 

 كلا ، فبرغم أن ليما نفس قاعدة الربط لكنيما يختمفان بمجموعة التعريف حيث :
h
D        ،

1
\ 0,

2f

g

D 

.c  ما ىو بالضبط الخط البياني لمتابعf

g
 ؟ 

2ىو المستقيم الذي معادلتو  1y x  و  (0,1)محذوف منو النقطتين
1
, 2
2

 

 
 

,0[المعرفين عمى المجال  gو fلنتأمل التابعين   [I وفق 
1

( )
2 2

x
f x

x
و   

2 1
( )

2

x
g x

x
 

 
 .Iعمى  gبصيغة فرق تابعين بسيطين، بيِّن جية تغير gاكتب  .1
1. 

2 21 1 1 1
( )

2 2 2 2 2

x x
g x x

x x x x
 

1بأخذ  
( )

2
v x

x
    ،1

( )
2

u x x  نجد( ) ( )g x u v x 

1نعمم أنّ 
( )

2
u x x متزايد تماماً عمىI 1، وكذلك

2
x

x
وبالتالي Iمتناقص تماماً عمى

1
( )

2
v x

x
 

 الحل
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( ) ( )g x u v x  عمى تماماً متزايدI  لأنو مجموع تابعين متزايدين تماماً عمىI 
 
sنستعمل الرموز  .2 f g  وd f g. 

.a  ما جية اطرادs  وما جية اطرادd  عمىI. 
( ) ( )( ) ( ) ( )s x f g x f x g x x   وبالتاليs  متزايد تماماً عمىI  

1
( ) ( ) ( ) ( )d x f g x f x g x

x
 Iمتناقص تماماً عمى  dوبالتالي   

.b  ارسم في المعمم نفسو الخط البياني لكل منs وd. 
1بملاحظة أنَّ  .3

( )
2

f s dارسم نقطياً بالدّقة الممكنة الخط البياني لمتابع ،f. 
 

 
 
 
 
 

 
 
1 جية اطراد 

f
. 

)ويحافظاً عمى إشارةٍ ثابتة عميو. ) Iتابعاً معرفاً عمى مجالٍ  fليكن  ) 0f x  عمىI أو( ) 0f x 
 أي إنّو متزايدٌ أو متناقصٌ عميو. Iمطردٌ عمى  f(. نفترأ أنّ التابع Iعمى 

 
1استعرأ جميع الحالات الممكنة، وأوجد في كل حالة جية اطراد  .1

f
 .Iعمى  

u,ليكن  v I  بحيثu v 
1 1 ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

f v f u

f u f v f v f u
 

)فإن  Iيحافظ عمى إشارتو عمى المجال  fبما أن  ) ( ) 0f v f u  ذن, و متزايد فإن   fكان ا 
1 1

0
( ) ( )f u f v

1وبالتالي  

f
 .Iمتناقص عمى  

ذا كان  1متناقص فإن  fوا  1
0

( ) ( )f u f v
1وبالتالي  Iعمى  

f
 .Iمتزايد عمى  

 الحل
dra

ft 



 

23 
 

 وىكذا نكون قد أثبتنا النتيجة التالية:
 نتيجة 

 عندئذ نميز حالتين: ويحافظاً عمى إشارةٍ ثابتة عميو Iتابعاً معرفاً عمى مجالٍ  fليكن 
 f   1متزايد فإن

f
 .Iمتناقص عمى  

 f  1متناقص فإن

f
 .Iمتزايد عمى  

 . Iالآتية عمى المجال المعطى  gتطبيقات: أوجد جية اطراد كلٍ من التوابع  .2

2

1
[0, [, ( )

1
I g x

x
 

2بما أن  1x x  متزايد تماماً عمىI يحافظ عمى إشارتو فإن  وg عمى ىذا المجال  تماماً  متناقص
. 

1
]0, [ , ( )I g x

x
 بنفس الطريقة السابقة   

1
0, , ( )
4 cos

I g x
x

)cosبما أن   )x x متناقص عمى المجالI إشارتو  ويحافظ عمى

 .Iمتزايد تماماً عمى gفحسب ما سبق فإن
 

[التابع المعرّف عمى  fليكن   1, [I  بالعلاقة 
2

2

( 1)( 3 3)
( )

( 1)

x x x
f x

x
 

 
  العلاقة Iمن  xتُحقّق أياً كان  cو bو aأوجد ثلاث أعداد حقيقيّة  .1

2
( )

1 ( 1)

b c
f x ax

x x
 

 :1طريقة 
 بالقسمة نجد:

 ومنو      

2

2

2

3
( )

( 1)
1 2

( )
( 1)
1 2

( )
1 ( 1)

x
f x x

x
x

f x x
x

f x x
x x
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 بتوحيد المقامات والتبسيط نجد: :2طريقة 
2 3 2 2 3 2( 1)( 3 3) 3 3 3 3 2 3x x x x x x x x x x  

ومنو 
3 2

2

2 3
( )

( 1)

x x
f x

x
 

ومن جية أخرى      

2

2

3 2

2

3 2

2

( 1) ( 1)
( )

( 1)
2

( 1)
2 ( )

( 1)

ax x b x c
f x

x
ax ax ax bx b c

x
ax ax a b x b c

x

 

3وبالتالي  2 3 22 3 2 ( )x x ax ax a b x b c 
1نجد:  0x  ،1x ،3xبالمطابقة بالنسبة لأمثال , 1 , 2a b c 

2

1 2
( )

1 ( 1)
f x x

x x
 

 .Iمتزايدٌ تماماً عمى  fاستنتج أنّ  .2
xوكما تعممنا سابقاَ يمكن إثبات أن  x   1متزايد تماماَ و

1
x

x
متزايد تماماَ  

2

2

( 1)
x

x
 

 Iمجموع توابع متزايدة تماماَ فيو متزايد تماماَ عمى fمتزايد تماماَ، وعميو فإن
 
3. .a   و،ف مففيما تفكن 22يفكن  Iمففن  xتففيقّن أفنففّ 3 3 1 2x x x x فف وفاففستنتج مفن ذففلففك،

يكن   Iمن  xأنّو، ميما تكن 
2

2

3 3
1

( 1)

x x

x
. 

2 2

2

( 1) 2 2 1 2

3 3

x x x x x

x x
 
2 2

2 2 2

3 3 ( 1) 2 2
1

( 1) ( 1) ( 1)

x x x x x

x x x
 

xعندما  I  : 1فإنx  1ومنو 0x  2وبالتالي 0x : ومنو
2

2
0

( 1)

x

x
  

وبالتالي  
2

2

3 3
1

( 1)

x x

x
 

)يكن  1xاشرح كيف يمكننا أن نستنتج، أنّو في حالة  ) 1f x x. 

 
2 2

2 2

( 1)( 3 3) ( 3 3)
( ) ( 1).

( 1) ( 1)

x x x x x
f x x

x x
 

dra
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وبما أن 
2

2

3 3
1

( 1)

x x

x 
1xوبما أن 

 
فإن 

1 0x
 

 بضرب طرفي المتراجحة بف
1x   :نجد 

2

2

( 3 3)
( 1) 1

( 1)

x x
x x

x 
ومنو :
 

( ) 1f x x. 
 

.b  أثبت أنّو ميما تكنx  منI  يكن( )f x x. 
 1xفإن   Iمن  xعندما 
1ومنو  0x وبالتالي 

1
0

1x
وَ  

2

2
0

( 1)x
 

 وبالتالي:

2

2 1

1( 1)
x x

xx
 

)ومنو  )f x x 
 
.c  السابقتين، مُظمِّلًا عمى الرسم منطقة المستوي التي تحوي الخط البياني  اشرح بيانيّاً معنى المتراجحتين

 لمتابع.
لمتراجحة  )ا ) 1f x x    1عندماx   لـ لبٌانً  ا لخط  نَّ نقاط ا لتً فواصلها تقع فً  fتعنً أ ا

,1[المجال  1yتقع فوق المستقٌم الذي معادلته  ] x 

)و المتراجحة  )f x x    من أجلx I   تعنً أنَّ نقاط الخط البٌانً لـf  التً فواصلها تنتمً إلىI 

yتقع تحت المستقٌم الذي معادلته  x .)المنصف الأول( 

 
 دلَّ عمى الخواص الصحيحة فيما يأتي : 
مثّمنا جانباً الخطّ البياني  .1

f
C  لتابعf  معرّف عمى[ 2,2]. 

.a  1لممعادلة
( )

2
f x .صح ثلاثة حمول 

 1( )
2

f x  1إما
( )

2
f x  1أو  ]0,1[ليا حل في المجال

( )
2

f x  ليا
[حلان أحدىما في المجال  [والآخر في المجال  ]1,0 2, 1[ 

 

O
1

1

x

y
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a. .b  2الخطّ البياني لمتابع ( )
g

x f x  يقع فوق
f
C. خطأ 

.c  نعرّف( ) ( )h x f x  0في حالةxو ،( ) ( )h x f x  0في حالةx عندئذ يكون .h .ًزوجيّا 
  صح
.d نعرّف( ) ( )k x f x  0في حالةxو ،( ) ( )k x f x  0في حالةx ّعندئذ يكون لمخط .

 يصبح فرديلأنو  ،صح مركز تناظر. kالبياني لمتابع 
2. f  تابعٌ فردي معرّف عمى. 

.a 0 0f. صح .b f f .صح تابعٌ زوجي 

.c f .خطأ تابعٌ زوجي .d 1
f

 صح تابعٌ فردي. 

لمخطّ البياني .3
f
C   محور تناظر ىو المستقيمx aو ،f  معرّف عمى. 

.a f .خطأ تابعٌ زوجي 

.b (2 ) ( )f a x f x. صح 

.c  ليس لمخطّ البياني
f
C .تقيم يوازي أو مس مثلًا تابع دروي معرف عمى  خطأ محور تناظر آخر

x x 
4. f  بالعلاقة  ,1تابعٌ معرّف عمى

2

( )
1

x
f x

x
. 

.a  1ميما تكنx يكن ،( ) 0f x. صح 

.b  يقع الخط البياني
f
C  2فوق القطع المكافئ الذي معادلتوy x .خطأ 

.c  لممعادلة( ) 1f x .صح حلّان 

.d  1ميما تكنx يكن ،( ) 0f x x. خطأ 
 dra

ft 
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  الوحدة الثانية
 الاشتقاق

 
 

 
  84ص   تَدرَّب  

)2 بالصيغةالمعرّف عمى مجموعة الأعداد الحقيقيّة التابع  fليكن   ) 3 4f x x . 

 .f(5)واحسب  5عند  fادرس قابمية اشتقاق 

 
5وَ  5بين النقطتين  fإن معدل تغير  .غير معدوم ا  حقيقي ا  عدد hليكن  h  ىو 

 
 

2

2 2

(5 ) (5) (3(5 ) 4) (3 25 4)
( )

75 30 3 4 71 30 3
30 3

f h f h
t h

h h
h h h h

h
h h

 

0
lim ( ) 30
h
t h 

ولما كان 
0
lim ( ) 30
h
t h  ،كان f (5)ىو5المشتق عند هعددو  5عند  ا  اشتقاقي 30f 

 
)3 بالصيغةالمعرّف عمى مجموعة الأعداد الحقيقيّة التابع  fليكن   ) 1f x x . 

 .f(1)واحسب  1عند  fادرس قابمية اشتقاق      

 
1وَ  1بين النقطتين  fإن معدل تغير التابع  غير معدوم ا  حقيقي ا  عددhليكن  h  ىو 

 
 

3

2 3
2

(1 ) (1) ((1 ) 1) (0)
( )

1 3 3 1
3 3

f h f h
t h

h h
h h h

h h
h

 

0
lim ( ) 3
h
t h 

  ولما كان
0
lim ( ) 3
h
t h  كان f (1) ىو 1و العدد المشتق عند 1عند  ا  اشتقاقي 3f 

 

 الحل

 الحل
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  15ص    تَدرَّب  

 .aفي النقطة التي فاصمتيا  fلخطّ البياني لمتابع المعطى المماس  أوجد معادلة   
3

2

( ) 0

( ) 4 1

( ) 2 1

f x x a

f x x a

f x x a

 

 
  0a   3( )f x x. 

 ىو  hوَ  0بين النقطتين fإن معدل تغير التابع .غير معدوم ا  حقيقي ا  عددhليكن 
 

 
3

2(0 ) (0) ( ) (0) 0
( )

f h f f h f h
t h h

h h h
 

0
lim ( ) 0
h
t h 

ولما كان 
0
lim ( )
h
t h. كان f (0) ىو 0و العدد المشتق عند  0عند  ا  اشتقاقي 0f 

وميمو  O(0,0)وىي المبدأ  0في النقطة التي فاصمتيا  Tمماسا   f وعميو يقبل الخط البياني لمتابع
 .0y معدوم فيو محور الفواصل الذي معادلتو

 
 ينجز الحل بطريقة مماثمة.

  
. تأمّل الشكل، fنجد في الشكل المجاور الخط البياني لتابع اشتقاقي     

 .الآتيةوأجب عن الأسئمة 
 اكتب معادلة المماسين المبيَّنين في الشكل.  
)تآلفيّا  محميّا  لكلٍّ من تابعا  استنتج تقريبا    3 )f h 2)و )f h. 

 
يمر بالنقطتين (2,2)متابع في النقطة البياني ل خطمالمماس ل 

1
(2,2)A  و

2
(3,1)A ىي فمعادلتو 

2 1 2 1 1
( )( ) ( )( ) 0x x y y y y x x 

  نعوض فنجد
1( 2) ( 1)( 2) 0y x  2أو 2 0y x  4أوy x 

  و ميل ىذا المماس ىو 
1

1m  (2)وبالتالي فإن 1f 

 الحل

 الحل

 

x

y

1

1O
dra
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)التابع في النقطة البياني خطموالمماس ل 3, يمر بالنقطتين (1
1
( 3, 1)B  و

2
( 2,1)B فمعادلتو 

1ىي ( 1) 2( 3) 0y x  ، 2أي 5y x 
  وميل ىذا المماس ىو 

2
2m  و بالتالي فإن  ( 3) 2f 

 (2 ) (2) . (2)f h f h f  (2)  ولكن 2f  (2)و 1f   2)  ومنو ) 2f h h 
( 3 ) ( 3) . ( 3)f h f h f 

)  ولكن  3) 1f و( 3) 2f  ومنو  ( 3 ) 1 2f h h 

 

 
  18ص  تَدرَّب  

)المشتقّات يأتياحسب فيما  )f xثم احسب ، مبيِّنا  المجموعة التي تكون عمييا حساباتك صحيحة( )f a. 
( ) , 4 ( ) 3, 0

( ) sin ( ) 3 1, 1
2

f x x a f x a

f x x a f x x a
 

 

 
 ( ) 3f x  ومشتقو ىو  ىذا التابع اشتقاقي عمى( ) 0f x  (0)وبالتالي 0f 
 ( )f x x  0[ىذا التابع اشتقاقي عمى, 1 ومشتقو ىو ]

( )
2

f x
x

(4)1  وبالتالي  
4

f 

 ( ) 3 1f x x ومشتقو ىو  ىذا التابع اشتقاقي عمى( ) 3f x  وبالتالي  ( 1) 3f . 
 ( ) sinf x x ومشتقو ىو  ىذا التابع اشتقاقي عمى( ) cosf x x  0  وبالتالي

2
f. 

 

 
 06ص   تَدرَّب  

 ، مبيِّنا  المجموعة التي تكون عمييا حساباتك صحيحة.fالمشتقّات يأتي احسب فيما 
3 2( ) 3 ( ) 2 7

5 4
( ) ( ) sin(2 )

2 3
1

( ) ( ) cos(3 )

5
( ) ( ) sin2

1

f x x x f x x x x

x
f x f x x

x

f x x x f x x x
x

f x f x x x
x

 

 

 الحل
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3 2( ) 2 7f x x x x 

)2 ىو وتابعو المشتق ىذا التابع اشتقاقي عمى  ) 3 4 7f x x x     (5)حسب المبرىنة 

  ( ) 3f x x x 
3 في حالةىذا التابع اشتقاقي  0x  فيو اشتقاقي عمى] 3, [ 

( ) ( ) ( 3)f x x x  (5)حسب المبرىنة 
1نجد  (10)حسب المبرىنة و 

( ) 1
2 1

f x
x

 

 ( ) sin(2 )f x x  
)وتابعو المشتق ىو  ، ىذا التابع اشتقاقي عمى  ) 2cos(2 )f x x    (10)حسب المبرىنة 

ينجز حل باقي التمارين بطريقة مماثمة.
   

dra
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 00ص    تمرينات ومسائل

 

وحسابو في كلٍّ من الحالات  aعند  fاستعمل تعريف العدد المشتق، لإثبات وجود مشتق التابع  
 الآتية.

2

3

3

1
( ) , 1 ( ) 2 3, 3

( ) 2 , 2 ( ) 5 3, 2

1
( ) 2 6 , ( ) 0

1
2

( ) , 0 ( ) 1,

f x a f x x a
x

f x x p a f x x x a

f x x x a f x a
x

f x a f x x a
x

 

  
( ) 2 3, 3f x x a

 
3وَ  3بين النقطتين  fإن معدل تغير  .غير معدوم ا  حقيقي ا  عدد hليكن  h ىو  

(3 ) (3) 2(3 ) 3 3 6 2 6
( ) 2

f h f h h
t h

h h h
 

0
lim ( ) 2
h
t h  ،إذن f  3اشتقاقي عندa  (3)و 2f 

1
( ) , 1f x a

x
 

1وَ  1بين النقطتين  fفيكون معدل تغير معدوم عدد حقيقي غيرhليكن  h  ىو 
 

 
1 1

(1 ) (1) 11 1( )
(1 ) (1 )

f h f hht h
h h h h h

 

0
lim ( ) 1
h
t h إذن f  1اشتقاقي عندa  (1)و 1f 

 
 ىذه ىي الأجوبة:و ينجز حل باقي التمارين بطريقة مماثمة، 

2( ) 5 3 2f x x x a     :(2) 1f 
( ) 2 2f x x p a     :(2) 2f 

 الحل
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1
( ) 0

1
f x a

x
     :(0) 1f 

3( ) 2 6f x x x a     :26 6f a a 
3( ) 1,f x x a     :2( ) 3a af 
2

( ) , 0f x a
x

     :
2

)
2

(
a

f a :حيث 

aوَ  aبين النقطتين   fمعدل تغير  إنَّ  .غير معدوم ا  حقيقي ا  عدد hليكن  h  ىو 
 

 
 

2 2
( ) ( ) 2 2

( )
( ) ( )

f a h f a ha h at h
h h a h ah a h a

 

20

2
lim ( )
h
t h

a
 و 0aاشتقاقي عند  f نذإ،   

2

2
( )f a

a
. 

. تأمّل fنجد في الشكل المجاور الخط البياني لتابع اشتقاقي   
 :الشكل، واملأ الفراغات فيما يأتي

(0) , (0)

( 2) , ( 2)

(1) , (1)

f f

f f

f f

 

 
1

(0) 1, (0)
2

( 2) 1, ( 2) 0

3
(1) , (1) 2

2

f f

f f

f f

 

 

 .aفي النقطة التي فاصمتيا  fلخطّ البياني لمتابع المعطى المماس  اكتب معادلة   

2

3

2

1
( ) , 4 ( ) 4, 1

( ) 2 , 3 ( ) 5 3, 2

1
( ) 4 , 2 ( ) , 0

1
1

( ) , ( ) 1, 1

f x a f x x a
x

f x x p a f x x x a

f x x x a f x a
x

f x x x a f x a
x

 

 الحل
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y

1

1
2
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  ( ) 4, 1f x x a 

)ومشتقو اشتقاقي عمى  fالتابع .A(1,3)نقطة التماس ىي  ) 1f x  ، (1)ومنو 1f  
4y ومعادلة المماس ىي  1ىو Aالمماس في  ميلوبالتالي فإن  x 

1
( ) , 0

1
f x a

x
  

\اشتقاقي عمى  fالتابع .A(0,1)نقطة التماس ىي  ومشتقو ىو  1
2

1
( )

(1 )
f x

x
ومنو   .

(0) 1f  المماس في  ميلوبالتالي فإنA ومعادلة المماس ىي  1ىو 
  (0)( 0) (0)y f x f  1أيy x 

 .ينجز حل باقي التمارين بطريقة مماثمة
 
 

 ، واحسب تابعو المشتق.Dاشتقاقي عمى المجموعة  fأثبت فيما يأتي أنّ التابع المعطى  

2

2

: 4,

: 3,

: 2 2,

2
: , \{0}

f x x D

f x x D

f x x x D

f x D
x

 

 
2

: , \{0}f x D
x

 
\من  ا  كيفي ا  عدد a ليكن بين  fمعدل تغير التابع  . غير معدوم ا  حقيقي ا  عددhليكن ، و  0

aو  aالنقطتين  h :ىو 
2 2 22 2

( ) ( ) 2 2( )
( )

( ) ( )

a a h

f a h f a ha a ha h at h
h h h ah a h a a h

 

ومنو 
20

2
lim ( )
h
t h

a
 

 ولما كان
0
lim ( )
h
t h  أيا  كان\ 0a ،التابع كانf عمى  ا  اشتقاقي\ تابعو وكان  0

المشتق 
2

2
( )f x

x
 

 الحل

dra الحل
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)احسب فيما يأتي المشتقّات   )f x أو( )f t أو( )f u  المجموعة التي تكون عمييا حساباتك ، مبيِّنا
 صحيحة.

2 3 2

5 2

2

2

( ) 3 ( ) 5 4 9 5

4
( ) ( )

5 2
( ) ( 1) ( ) (2 3)(5 1)

( ) 2 cos ( ) sin

f x x x f x x x x

t x
f t f x x

f u u f u u u

f x x x f t t t

 

 
)2  ومشتقو ىو اشتقاقي عمى  fنجد أن  (6)عملا  بالمبرىنة  ) 15 8 9f x x x. 

)  ومشتقو ىو اشتقاقي عمى  fنجد أن  (6)عملا  بالمبرىنة   ) 2 3f x x. 

,0[اشتقاقي عمى  xنجد أن  (2)عملا  بالمبرىنة   [I  وبما أن
2

2

x
x عمى  اشتقاقيI  ،

1   مشتقو ىوو  Iعمى  ا  اشتقاقي f يكون (4)عملا  بالمبرىنة ف
( )

2
f x x

x
. 

 f  4  ومشتقو ىواشتقاقي عمى( ) 4f t t. 
 5 1u u  2وكذلك   ، اشتقاقي عمى 3u u اشتقاقي عمى 

 ويكون: عمى  ا  اشتقاقي f يكون (5)وعملا  بالمبرىنة 
( ) (2 3) (5 1) (2 3)(5 1)

2(5 1) 5(2 3) 20 17

f u u u u u

u u u
 

)2طريقة ثانية: ) (2 3)(5 1) 10 17 3f u u u u u 
) ىو المشتقتابعو و  عمى  ا  اشتقاقي f يكون 6وعملا  بالمبرىنة  ) 20 17f u u 

  2( ) ( 1) 2 1f u u u u 
1uالتابعان  u  2وu u0[عمى المجال  اناشتقاقي, [ 

,0[عمى المجال  ا  اشتقاقي fيكون  (4)وعملا  بالمبرىنة   وتابعو المشتق ىو:]
1 1

( ) 1 2. 0 1
2

f u
u u

 

 ( ) sinf t t t 
tكل من التابعين t وsint t اشتقاقي عمى  

) ىو المشتقتابعو و  عمى  ا  اشتقاقي f يكون (5)عملا  بالمبرىنة و  ) sin cosf t t t t 
)ىو المشتقتابعو و  اشتقاقي عمى  f يكون  (5)و(4)عملا  بالمبرىنات  ) 2sin 2f x x x 

 الحل

dra
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 بالعلاقة التابع المعرّف عمى  fليكن  
3 2( ) 3 7 8 5f x x x x 

 يقبل مماسات عند كل نقطة من نقاطو. أثبت أنّ الخطّ البياني لمتابع 
 مماسات توازي محور الفواصل؟ أَيقبل الخطّ البياني لمتابع 

 
 f  لذلك أيا  كانيو اشتقاقي عمى فىو كثير حدود , x  كان العدد المشتق( )f x ا  موجود 

 يقبل مماسات عند كل نقطة من نقاطو.fوبالتالي فإن 
)2التابع المشتق ىو   ) 9 14 8f x x x  

)نبحث عن مماس ميمو معدوم ,لذلك نحل المعادلة  ) 0f x  لمحصول عمى فاصمة نقطة التماس
)المعادلة  المحققة لذلك. ) 0f x 29  تكافئ 14 8 0

196 288 92 0

x x 

)المعادلةف ) 0f x لمتابع لمخط البياني مستحيمة الحل و بالتالي لا توجد مماساتf توازي المحورx x 
. 
 

)احسب فيما يأتي المشتقّات  )f x.مبيِّنا  المجموعة التي تكون عمييا حساباتك صحيحة ، 

3

2

2

2 2

2

2 4 2
( ) ( )

3 5 5
4 7 1 2

( ) ( )
2

1 1 2
( ) ( )

(2 1) 2
sin 1

( ) ( ) 4 1
4

f x f x
x xx
x x

f x f x
xx
x

f x f x
x xx

x
f x f x x

xx

 

 

 
2

1 1
( )

(2 1)
f x

xx
 

1معرف عمى  fالتابع 
]0, [\

2
 

f

f

 الحل

 الحل
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)نضع  )u x x  فيكون التابعu 0[عمى  ا  اشتقاقي, 1, فيو اشتقاقي عمى  ]
]0, [\

2
ومشتقو   

1 ىو
( )

2
u x

x
  

  يكون التابع (7)وبالتالي وحسب المبرىنة 
1

1
( )

( )
u x

u x
1عمى المجال  ا  اشتقاقي 

]0, [\
2

  

   ومشتقو ىو
1 2

( )
( )

( )

u x
u x

u x
ومنو  

1 2

1

12( )
( ) 2

xu x
x x x

 

نضع 
2

1
( )v x

x
1, فيو اشتقاقي عمى  *فنجد أنو اشتقاقي عمى  

]0, [\
2

 ومشتقو ىو  

3

2
( )v x

x
 

  يكون التابع (10)وبالتالي وحسب المبرىنة 
1
( ) (2 1)v x v x 1عمى  ا  اشتقاقي

]0, [\
2

ومشتقو   

   ىو
1
( ) 2 (2 1)v x v x  ومنو

1 3 3

2 4
( ) 2

(2 1) (2 1)
v x

x x
 

وبما أن 
1 1

( ) ( ) ( )f x u x v x  فإنf  1اشتقاقي عمى
]0, [\

2
   ومشتقو ىو 

1 1 3

1 4
( ) ( ) ( )

(2 1)2
f x u x v x

xx x
 

 
2

sin
( )

x
f x

x
  ومشتقو ىو *ىذا التابع اشتقاقي عمى   

2

4 3

cos 2 sin cos 2sin
( )

x x x x x x x
f x

x x
 

بالعلاقة  التابع المعرّف عمى  fليكن  
2

3
( )

1

x
f x

x
 

)واحسب  اشتقاقي عمى  أثبت أنّ   )f x. 
 .fلمخط البياني لمتابع  aأوجد معادلة لممماس في النقطة التي فاصمتيا  

 
)  نضع  ) 3u x x  2و( ) 1v x x  .ن يلتابعنلاحظ أن اu وv  اشتقاقيان عمى 

0vوبما أن المعادلة  x  مستحيمة فإن التابع( )
( )

( )

u x
f x

v x
 .اشتقاقي عمى  

)  لدينا ) 3u x  و( ) 2v x x :ومنو 

f

 الحل
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2 2

2 2 2 2 2

( ). ( ) ( ). ( ) 3( 1) 2 (3 ) 3 3
( )

[ ( )] ( 1) ( 1)

u x v x u x v x x x x x
f x

v x x x
 

ىو  aفاصمتيا  التي نقطةالميل المماس في  
2

2 2

3 3
( )

( 1)

a
m f a

a
  بما أن نقطة التماس ىيو  

2

3
,

1

a
A a

a
  فإن معادلة الماس ىي 

2 2 3

2 2 2 2 2 2 2

3(1 ) 3 3(1 ) 6
( )

( 1) 1 ( 1) ( 1)

a a a a
y x a x

a a a a
 

,التابع المعرّف عمى  fليكن  
2 2

I بالعلاقة 

sin
( ) tan

cos

x
f x x

x
 

)واحسب  Iاشتقاقي عمى  أثبت أنّ  )f x وتحقَّق أنّو ميما تكن .x  منI يكن 
2( ) 1 ( )f x f x 

 

)  نضع ) sinu x x  و( ) cosv x x  فنجد أن التابعانu وv  اشتقاقيان عمى,
2 2

 

)والمعادلة  ) 0v x  مستحيمة الحل في المجال,
2 2

I  وبالتالي فإن التابعf  اشتقاقي عمىI 

)  لدينا ) cosu x x  و( ) sinv x x :ومنو 
2 2

2 2 2

( ). ( ) ( ). ( ) cos sin 1
( )

[ ( )] cos cos

u x v x u x v x x x
f x

v x x x
 

2 2 2
2 2

2 2 2

sin cos sin 1
1 ( ) 1 tan 1 ( )

cos cos cos

x x x
f x x f x

x x x
 

 

  لنتعمّم البحث معا  

 تعيين تابع كثير الحدود. 

خطّو البياني في مَعْمَم متجانس. نفترض  تابعا  كثير الحدود من الدرجة الثانية، وليكن  fليكن 
يوازي  2في النقطة التي فاصمتيا  لمخط البياني  Tوأنّ المماس  تقع عمى  A(1,6)أنّ النقطة 

10المستقيم الذي معادلتو  5y x  ّ(2)وأخيرا  أن 13f. 

f

 الحل
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 في حال وجوده. fعين التابع         

 
)2نكتب  )f x ax bx c المعاملات الحقيقية  و نبحث عن قيم, ,a b c . 

A(1,6)  بما أن c (1)  فإن 6f 6 وبالتالي........a b c 

(2)  وبما أن 13f 4  فإن 2 13.........a b c  

(2)وبالتالي 10ىوTميل المماس  10f أن . وبماf  ومشتقو ىو اشتقاقي عمى  
( ) 2f x ax b فإنf  4  ومنو (2)اشتقاقي عند 10........a b  نجد  المعادلة  ومنو 
10 4 .........b a 

10نجد  بالتعويض في  4 6a a c 3 ومنو 4.........a c 

4نجد   في وبالتعويض  20 8 13a a c 4 ومنو 7.........a c 

aنجد  من  بطرح  b  نجد أن في وبالتعويض  3 cنجد  في وبالتعويض  2 5 

)2  وفقموجود  fالتابع  إذن ) 3 2 5f x x x 

 وجود وحساب المشتق.
,0]التابع المعرّف عمى  fليكن  1بالعلاقة،  ]

( ) 2 1
3

f x x
x

). احسب  )f x  وعيِّن

 التي تكون عندىا الحسابات صحيحة. xمجموعة قيم 

 
) نفتررررررررررررررررررض   ) 2 1u x x  فيكرررررررررررررررررونu  اشرررررررررررررررررتقاقي عمرررررررررررررررررى[ 1,  ا  اشرررررررررررررررررتقاقيوبالترررررررررررررررررالي  ]

,0]عمى  [. 

1  نفترررررررررررررررررررض  
( )

3
v x

x
\اشررررررررررررررررررتقاقي عمررررررررررررررررررى  vفيكررررررررررررررررررون    ا  اشرررررررررررررررررررتقاقيوبالتررررررررررررررررررالي  3

,0]عمى [. 

)وبمررررررررررررررررررررا أن  ) ( ) ( )f x u x v x  فررررررررررررررررررررإن الترررررررررررررررررررررابعf   0]معرررررررررررررررررررررف واشررررررررررررررررررررتقاقي عمرررررررررررررررررررررى, [ 
 وتابعو المشتق ىو

 الحل
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2 2

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) 2.

( 3) ( 3)2 1 1
f x u x v x

x xx x
 

 

 المماسات المارة بنقطة معطاة لخط بياني.
,في مَعمَم متجانس ,O i j ،  ىو الخط البياني لمتابع

2

: 2 3
2

x
f x xو ،A ىي نقطة

,1)إحداثيّاتيا   في حال وجودىا. Aالتي تمر بالنقطة  عيِّن المماسات لمخط البياني  .(1

  

   :أولىطريقة 

 نلاحظ من الرسم أن 

 

,1)نلاحظ أن النقطة   1)A  لا تقع عمىC 

لمخط البياني  Aومن الشكل نتنبأ بوجود مماسين من النقطة  
C 

 

)نفترض  أن  , ( ))M m f m  ىي نقطة من المنحنيC  تحقق
  ومشتقو ىو  اشتقاقي عمى  f المطموب وبما أن التابع 

( ) 2f x x  لمخطفإن ميل المماس C  فيM ىو  
2m ولدينا 

2

( ) 2 3
2N

m
y f m m 

  فمعادلة المماس ىي
2

2
2 2

2 3 ( 2)( )
2

1
( 2) 2 2 3 ( 2) 3

2 2

m
y m m x m

m
y m x m m m m x m

 

,1) بالنقطةيمر  Nفي  Cلمخطوبما أن المماس  1)A  إحداثييفإنA إذنمعادلتو  يحققان: 

 الحل
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21
1 2 3

2
m m  21أو

2 0
2
m m  2أو 2 4 0m m  

4 المعادلة ىو مميز 16 20  ، 

فحلا المعادلة ىما 
1

2 2 5
1 5

2
m  و

2
1 5m  

وبما أن 
1 2
m m لخطفا C  فين ين مختمفيمماسيقبل A . 

1فاصمة نقطة التماس الأولى ىي  5x وترتيبيا ىو 

2(1 5)
(1 5) 2(1 5) 3

2
6 2 5

2 2 5 3 3 5 2 5 1 4 5
2

y f
 

1)  ومنو فإن نقطة التماس الأولى ىي  5,4   وميل المماس الأول ىو  (5

2 1 5 2 5 1m 

4 ومعادلة المماس الأول ىي 5 ( 5 1)( 1 5)y x :ومنو  

( 5 1) 4 4 5y x  ومنو( 5 1) 5y x 

)فتكون ،نوجد نقطة التماس الثانية وميل المماس الثانيبطريقة مماثمة و  5 1) 5y x   معادلة 
 .ممماس الثانيل
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 المماسات المشتركة لخطَّين بيانييَن. 
، الخطّان البيانيّان نتأمّل في مَعمَم متجانس

f
و 

g
 لمتابعين 

2:f x x   1و:g x
x

. 
 عين المماسات المشتركة ليذين الخطَّين البيانيَّيْن في حال وجودىا.

 
نبحث عن مستقيم يمس 
f
C  و

g
 ولكن ليس بالضرورة أن تكون نقطتا التماس منطبقتين. آن معا  في  

)2 نفترض  , )Aa a  نقطة كيفية من
f
C. 

)ومشتقو ىو اشتقاقي عمى  fأن التابعبما  ) 2f x x  فإنو يقبل مماسا  في كل نقطة من نقاطو
aوبالتالي فيو يقبل مماسا  

)وميمو  Aفي النقطة   ) 2
a
m f a a  وبالتالي فإن معادلة المماس 

a
 

2ىي 2 ( )y a a x a  :22 والتي تكافئy ax a 

B,1 نفترض   b
b

نقطة كيفية من  
g
C لاحظ أن( 0)b. 

ومشتقو ىو :  *اشتقاقي عمى  gبما أن التابع
2

1
( )g x

x
فإنو يقبل مماسا  في كل نقطة من نقاطو  

bوبالتالي فيو يقبل مماسا  
وميمو  Bفي النقطة  

2

1
( )

b
m f b

b
 وبالتالي فإن معادلة المماس  

b
ىي: 

2

1 1
( )y x b

b b
2 والتي تكافئ:  

1 2
y x

bb
 

إن انطباق المماسين 
a

و  
b  يكافئ وجود عددين,a b  :2بحيث

2

1
2

2

a
b

a
b

 

نجد:  من 
2

1
........

2
a

b
 

 فنجد: في  نعوض 
4

1 2

4 bb
48bومنو :   b 

48ومنو  0b b 8)3 إذن 1) 0b b 
 وىي مرفوضة . 0b إما
8)3أو  1) 0b   3ومنو 1

8
b    1ومنو

2
b 

1نجد:  وبالتعويض في  1
2

11
2

24

a 

, ,O i j
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 لمخطيوجد مماس وحيد مشترك  إذن
f
C  و

g
وىو يمس  

f
C  في النقطة( 2,4)A  ويمس

g
في  

1النقطة 
, 2
2

B : 4ومعادلتو 4y x 

 

 المماسات المتعامدة لقطع مُكافئ.  
2yالذي مُعادلتو  ، القطع المُكافئ نتأمّل، في مَعمَم متجانس  x عين مجموعة النقاط .

M  التي يمكن أن نُنشئ منيا مماسين متعامدين لمقطع. 

 
 ط التي تحقق المطموب. امجموعة النقإلى   الرمزنرمز بر

 عمينا إثبات :
 يُرسم منيا مماسان متعامدان لمقطع. أولا : كل نقطة من 

 .ثانيا : كل مماسين متعامدين لمقطع يتقاطعان في نقطة من 
 أولا : لتكن

0 0 0
( , )M x y  نرمز إلييما بالرمزين ن لمقطع امتعامدن امماس منيا رسمفي ،نقطة من ، 

 T وT   يننقطتي التماس بالرمز إلى ونرمز P وP  لى c,فاصمتييما بالرمزين وا  a  . بالترتيب
)2فيكون , )P a a 2و( , )P c c. 

)2بما أن التابع )f x y x  ومشتقو ىو اشتقاقي عمى ( ) 2f x x   اشتقاقي عند فيوx a 
x عندو  c. المماس ميل ومنوT  فيP 2ىوm a  ومعادلةT 22ىيy ax a  وبما أن

0
M T إحداثيي فإن

0
M معادلة  يحققانT 2 أي

0 0
2y ax a ومنو  

2

0 0
2 0.....(1)a ax y 

2m ىو Pفي  Tميل المماس c  ومعادلةT  22ىيy cx c 
أنوبما 

0
M T  إحداثييفإن 

0
M معادلة  يحققانT 2 أي

0 0
2y cx c ومنو 

2

0 0
2 0.....(2)c cx y 

.متعامدان فإن Tو Tن يبما أن المماس 1
T T
m m  2ومنو .2 1a c إذن و 

4 . 1........(3)ac 
1 نجد أن (3)من

4
c

a
 0a مع 

   نحصل عمى المعادلة (2)وبالتعويض في 
0 02

1 1
2. 0
416
x y

aa
 

2

0 0
1 8 16 0........(4)ax a y 

, ,O i j
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فنجدطرفا مع طرف  (4) العلاقةونجمعيا مع  4بالعدد  (1) العلاقةكلا  من طرفي  نضرب
2

0
(4 1)(1 4 ) 0a y ومنو 

0

1

4
y 

 وىذا يعني أن
0
M معادلتو   تنتمي إلى مستقيم ثابت

 
1

4
y 

و إذا كانت أنأثبتنا 
0
M  كان منيا مماسان متعامدان لمقطع يُرسمنقطة 

0
M 

 . Mنا رسم مماسين متعامدين لمقطع منفإنو يمكن نقطة من  M إثبات أنو إذا كانت ثانيا :

,1 نفترض وليذا 
4

M a يمر من  ونريد إنشاء مماس لمقطع   ننقطة ما مM. 

1يممك معادلة من الشكل Mالمار من المماس لمقطع 

4
y mx am  وبحل ىذه المعادلة مع

2 معادلة القطع حلا  مشتركا  نجد 1

4
x mx am  2أو 1

0
4

x mx am  ومميز ىذه
2المعادلة ىو 4 1m am مميزىا معدوم، ولكي يتم التماس يجب أن يكون لممعادلة جذر مضاعف أي 

2 إذن 4 1 0m am 
2 و ليذه المعادلة جذران

1
2 4 1m a a 2و

2
2 4 1m a a المماسين  ىما ميلا

نلاحظ أن .  Mالمرسومين لمقطع من
1 2

1m m ميما يكن  فالمماسان متعامدانa. 
 ن لمقطع .ان متعامدارسم منيا مماسيُ   كل نقطة منف
 

 محلٌّ ىندسي. 
ل،رر فرري  عمَم مررتجانررسنررتأمررّ عادررلررتو  ،رر اررلررخطّ اررلرربيانرري مررَ 21اررلررذيرر مررُ

4
y x راررلررنقطة اررلررتي  F.رر ور

في نقطتين    الخط البياني mوميمو  Fمارٌّ بالنقطة  d. يقطع مستقيم (0,1)إحداثيّاتيا 
1
M و

2
M .

ويتقاطع المماسان في 
1
M و

2
M  بالنقطة  لممنحنيI. 

 .Fحول  dعندما يتحوّل المستقيم  Iالذي ترسمو النقاط   عين المحلّ اليندسي
 

 
1 ىيفمعادلتو  mوميمو F(0,1)يمر من النقطة  dالمستقيم  ( 0)y m x 

1yأي أن معادلتو : mx. 
أن فاصمتي النقطتين  نفترض  

1
M و

2
M  ىما عمى الترتيب

1
x و

2
x  ٍعندئذ .

1
x و

2
x  إن وجدا( فيما الحل المشترك لمعادلة(C  مع معادلةd  ا أي أنيما جذر
 المعادلة :

, ,O i j

 الحل
 

1M

2M

I

1M

1M

2M

2M

I I

x

y

F

1

1
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( )
d

f x y 
21 والتي تكافئ 1

4
x mx 

2أو  4 4 0x mx 
216 وبما أن 16 0m وبالتالي فإنّ  دوما  ن ين مختمفية جذر فإن لممعادلة السابق 

1
x و

2
x 

ويحققان : وغير معدومين موجودان
1 2
. 4......x x      و

1 2
4 .......x x m 

بما أن 
1
M و

2
M  ىما نقطتان منC : 2فإنيما يحققان معادلتو ومنو

1 1 1

1
,
4

M x x  2و

2 2 2

1
,
4

M x x 

21التابع 

4
x x  1 ومشتقو ىو اشتقاقي عمى

2
y x 

ميل المماس لمقطع في 
1
M  :ىو

1 1

1

2
m x   2فمعادلتو

1 1 1

1 1
( )

4 2
y x x x x 

2 أو

1 1

1 1
.......

2 4
y x x x 

مماس لمقطع في ميل 
2
M  ىو

2 2

1

2
m x  2 ىيمعادلتو و

2 2 2

1 1
( )

4 2
y x x x x 

2ومنو: 

2 2

1 1
.......

2 4
y x x x 

2حيث  و  بالحل المشترك لممعادلتين   Iنحصل عمى  2

1 1 2 2

1 1 1 1

2 4 2 4
x x x x x x 

1        بحل ىذه المعادلة نجد 2

2

x x
x 

فنجد: نعوض في 
2 2

21 2 1 1 2 1 1 2
1 1

1 1

2 2 4 4 4 4

x x x x x x x x
y x x      

1 ىي Iوبالتالي فإن احداثيات  2 1 2,
2 4

x x x x  نجد أن: و وبالاستفادة من 

4
2

2I

m
x m  4و

1
4I

y   : 2)أي أن , 1)I m  وبالتالي فإنI  نقطة من المستقيم 
 .1yالذي معادلتو 

) نفترض   , 1)I a  1الذي معادلتو :   ىي نقطة كيفية منy 
1 من الشكل Iبالنقطة معادلة كل مستقيم مار  ( )y m x a  :1أو.....( )y mx ma 

)نحل  21مع معادلة القطع حلا  مشتركا  فنجد: ( 1
4
x mx ma 

2 أو 4 4 4 0x mx ma وىذه معادلة من الدرجة الثانية مميزىا 
2 216 16 16 16( 1)m ma m ma 

dra
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مماسا  لمقطع يجب أن يكون لممعادلة السابقة جذر مضاعف. أي I بالنقطةوحتى يكون المستقيم المار 
0 

2إذن  1 0m ma 2 ومميز ىذه المعادلة ىو 4 0a  وبالتالي سيكون ليذه المعادلة
جذران مختمفان 
1
m  و

2
m . 

 .نقطة من I وبالتالي اسان لمقطعمم، نرسم منيا من   I تكنأيا   إذن aبما أن 
 

 قُدُما  إلى الأمام 

 بالعلاقة التابع المعرّف عمى  fليكن  
3 2( ) 3 3 4f x x x x 

أثبت أنّ الخطّ البياني  1.
f

 يقبل مماسات عند كل نقطة من نقاطو. لمتابع  
)حلَّ المعادلة   2. ) 0f x عن النتيجة ىندسيّا .، عبِّر 
عيّن فواصل نقاط المنحني   3.

f
 .3التي يساوي ميل المماس عندىا  

 
 من نقاطونقطة فإنو يقبل مماسا  في كل  قابل للاشتقاق عمى   بما أن التابع1.
.2   2( ) 3 6 3f x x x 

( ) 0f x 
23( 2 1) 0x x 

23( 1) 0x 
1x  ىو جذر وحيد مضاعف لممعادلة( )f x 

أي أن الخط البياني 
f
C يوازي  ا  وحيد ا  يقبل مماسxx   يو : فأما ترتيبيا  (1)فاصمة نقطة التماس ىي و

(1) 5y f  5ومعادلة المماس فييا ىي  (1,5)وبالتالي نقطة التماس ىيy. 
)يعني   3ميل المماس يساوي 3. ) 3f x 

23 6 3 3x x 
3 ( 2) 0x x 

وبالتالي توجد نقطتان من  2xأو  0xإما 
f
C  (3)كل منيما ىو  فييكون ميل المماس

 2xو   0xوفاصمتاىما ىما :

f

f

 الحل
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7أَيمكن أن يكون المستقيم الذي معادلتو   9y x  مماسا  لممنحني الذي معادلتو
3 4 11y x x : عيِّن نقاط التماس.  «نعم»؟ إذا كان جوابك 

 

 :طريقة أولى

3التابع   4 11y x x 23ومشتقو ىو :  اشتقاقي عمى 4y x 
7حتى يكون المستقيم  9y x : مماسا  لمنحني التابع يجب أن تكون المعادلة التالية قابمة لمحل 

23 4 7x 
23وىي تكافئ:  3 0x   2وتكافئ أيضا 1x 

وبما (7)يكون ميمو ىو  A(1,16)وبالتالي المماس لمنحني التابع في النقطة  16yومنو : 1xإما 
(1)7تحقق معادلة المستقيم لأن  Aأن  9  .Aمحققة . فإن ىذا المستقيم يمس المنحني في 16
)وبالتالي المماس لمنحني التابع في النقطة  6yومنو : 1xأو 1,6)B  (7)يكون ميمو ىو 

)7لا تحقق معادلة المستقيم لأن  Bولكن  1) 9 , ىذا  Bيذا المستقيم لا يمس المنحني فيف. 6
 فقط.   Aالمستقيم يمس المنحني في

23( 1,6)( 1) 0x x 
1x حل وحيد 

(1) 16f 
 (1,16)ىي   7 ا  ساويمني التي يكون ميل المماس فييا النقطة الوحيدة من المنحف

7بالتالي المستقيم  9y x  (1,16)مماس لممنحني في النقطة 
  طريقة ثانية

 لمعادلة المنحني مع معادلة المستقيم نجد :  بالحل المشترك
3 4 11 7 9......( )x x x 

3 3 2 0x x 
2( 1) ( 2) 0x x 

 
)ن ينقطتالبالمنحني يشترك المستقيم و ومنو  2,5)B ،  (1,16)A

2x :ولكن )ىي جذر بسيط ) غير مضاعف ( لممعادلة    ) 
ىي نقطة تماس )لأنيا  Aبالتالي جذر مضاعف لممعادلةىو  1xبينما  نقطة تقاطع Bوبالتالي فإن 
 .Aالنقطة في المستقيم يمس المنحني  إذنفة ( نقطة مضاع
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)جذر غير مضاعف وبالتالي   ىي نقطة تقاطع. (2,5
 

 لمخط البياني لمتابع A(1,2)عيِّن المماسات التي تمر بالنقطة  
22: 3 1

3
f x x x 

 

 نقطة ما من M نفترض 
f
C وفاصمتيا a 22: فيكون ترتيبيا 3 1

3
a a  : أي 

22, 3 1
3

M a a a 

4ومشتقو  اشتقاقي عمى  fالتابع 
( ) 3

3
f x x 

 لمخطميل المماس 
f
C فيM 4  ىو

3
3

m a 

 لمخطمعادلة المماس 
f
C فيM   22ىي 4

3 1 3 ( )
3 3

y a a a x a 

24الإصلاح: عد وب 11
3 3 1

3 3
y a x a a 

في المعادلة  Aنعوض إحداثيات معادلة المماس ل Aيجب أن تحقق A(1,2)وحتى يمر المماس بالنقطة 

24الأخيرة فنجد: 2
2 3 (1) 1

3 3
a a  2وبعد الاختزال ( 2) 0a a  0,2ليا جذران 

مخط يوجد مماسان لر إذن
f
C  يمران من النقطةA0الأول يوافقa  3ومعادلتو 1y x 

17ومعادلتو :  2a والثاني يوافق 11

3 3
y x 

 

2yالمستقيم الذي معادلتو  dليكن  x ولتكن ،A  النقطة منd  نرغب 0التي فاصمتيا .
2yالتي معادلاتيا  بتعيين جميع القطوع المُكافئة  ax bx c  0معa  والتي تمس المستقيم

d  فيA. 
2أثبت أنّ لكلِّ واحد من ىذه القطوع المكافئة معادلة  من الشكل  1. 2y ax x ،0معa. 

.a.2  لتكن
0 0
( , )x y أوجد علاقة تربطإحداثيّات رأس القطع المُكافئ .

0
x و

0
y ولا تحويa. 

.b   تقع عمى منحن ثابت، يطمب تعيين معادلتو. أثبت أنّ رؤوس القطوع المُكافئة 
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(0)فإن : Aوبما أن  A(0,2)لدينا  1. 2y  : 2ومنوc 

2yالتابع  ax bx c  2ومشتقو  اشتقاقي عمىy ax b  وبما أنd  ( يمس 1)الذي ميمو
(0) فإن: Aفي النقطة   1y  1ومنوb 

 ,  0a :من ىذه القطوع المكافئة المعادلة  قطعوبالتالي لكل 
2( ) 2f x ax x 

2 لدينا :  2 1
( ) 2f x a x x

a
 

2

2 2

1 1 1
( ) 2

4 4
f x a x x

a a a
 

2
1 1

( ) 2
2 4

f x a x
a a

 

1من الشكل : وبالتالي فإن رأس كل قطع مكافئ  1
, 2

2 4a a
 ومنو: 

0

1
......

2
x

a
      

0

1
2......

4
y

a
 

نجد: من 
0

1
2x

a
فنجد:  نعوض في  ، 

0 0

1
( 2 ) 2
4

y x : وبالتالي
0 0

1
2

2
y x 

1تقع عمى المستقيم الذي معادلتو  نستنتج أن رؤوس القطوع المكافئة 
2

2
y x 

 المعرّف عمى fالخط البياني لمتابع  A(2,0)ليمر بالنقطة bو aعيّن الأعداد الحقيقيّة  
6بالعلاقة 

( )f x ax b
x

2المستقيم الذي معادلتو  A، ويقبل مُماسا  في  0y x. 

 
A 0 ومنو : تنتمي إلى الخط البياني (2)f : وبالتالي 

0 2 3 (1)a b 
(2)بالتالي  1ميمو  Aيقبل مماسا  في الخط البياني  1f  . 

ومشتقو ىو:  اشتقاقي عمى fالتابع 
2

6
( )f x a

x
(2)وبما أن :  1f :فإن

 
6

1
4

a 

أي أن :
 

1

2
a0نجد : (1)بالتعويض في  و 1 3b  : 4ومنوb 

)2كي يقبل المنحني الذي معادلتو  mعيِّن   1) (3 2) 4y m x m x  في  6مماسا  ميمو
 .1النقطة التي فاصمتيا 
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)2 ومشتقو ىو : اشتقاقي عمى  yالتابع  1) (3 2)y m x m 

)يجب أن يكون :  (6)ميمو  Aحتى يقبل المنحني مماسا  في  1) 6y :ومنو 
2( 1)( 1) (3 2) 6m m  2 وبالتاليm 

، ويقبل B(1,1)و A(0,0)أَيوجد تابع كثير الحدود من الدرجة الثالثة، يمرّ خطّو البياني بالنقطتين  
 عند ىاتين النقطتين مماسات توازي محور الفواصل.

 
3 نفترض   2( )f x ax bx cx d . ىو التابع المنشود 
fتنتمي إلى الخط البياني لمتابع  Bوبما أن 0dفإن:fلمتابع  تنتمي إلى الخط البياني Aبما أن 

1   فإن: (1)a b cلتابعا  f  2ومشتقو ىو:  اشتقاقي عمى( ) 3 2f x ax bx c  
0معدوم :  Aميل المماس في  (0)f c 0 إذنc  ميل المماس فيB  : معدوم

0 (1) 3 2f a b : 3 ومنو 2 0 (2)a b 
1نجد :  (1)في  0cبتعويض  (3)a b 

 3bو  2aنجد أن:  (3)و (2)لممعادلتين بالحل المشترك 

3 : يوجد كثير حدود يحقق الشروط السابقة ىو إذن 2( ) 2 3f x x x 

)احسب فيما يأتي المشتقّات   )f x مبيِّنا  المجموعة التي تكون عمييا حساباتك صحيحة، ثُمّ عيِّن ،
)إشارة  )f x  تِبعا  لقيمx. 

2

4 2

2 2

2

2 2

2 2

3 2
( ) , ( ) 1 ,

2 3
2

( ) 1, ( ) 1,

2 6 1
( ) , ( ) ,

1 1
2 3 2

( ) , ( ) ,
( 1) 5 6

x x
f x f x x

x x

f x x f x x x
x

x x x x
f x f x

x x x
x x x x

f x f x
x x x

 

 

 الحل

 الحل

 الحل

dra
ft 



 

55 

2التابع 
( ) 1

3

x
f x x

x
\معرف عمى  3 

)نلاحظ أن :   )
( ) ( )

( )

v x
f x u x

w x
)حيث:   ) 1u x x  2وv x x  و( ) 3w x x 

,وبما أن التوابع الثلاث  ,u v w  فيي اشتقاقية عمى  اشتقاقية عمى\ 3 
\اشتقاقي عمى  fوبالتالي فإن التابع   ومشتقو ىو :  3

2 2

2 2 2 2

2( 3) 1( 2 ) 6 ( 3) 6 6 3
( ) 1 1

( 3) ( 3) ( 3) ( 3)

x x x x x
f x

x x x x
 

رةر  )وربررما أررنرر اررلررمقامر فرري اررلرركسر اررلررسابرق مرروجررب فررإنرر إررشارر )f x  رةرر رةرر اررلربسط ,رر وررتررتعين إررشارر )مررن إررشارر )f x 
 بالجدول :

        3 6             3             3 6              x 
         +0        - -         0        + ( )f x 

 
2 2

2

3 6 9
( )

2 4 4

x x x
f x

x x x
 

\معرف عمى fالتابع  2 
)نلاحظ أن : )

( )
( )

u x
f x

v x
)2حيث:   ) 6 9u x x x  2و( ) 4 4v x x x  

\فيما اشتقاقيان عمى  ن عمى اشتقاقين ايالتابع وبما أن 2 
\عمى  اشتقاقيfالتابع   ىو :  تابعو المشتقو  2

 

2 2

2 2

3 2 2 3 2 2

2 2

2 2

2 2 4 4 3

(2 6)( 4 4) (2 4)( 6 9)
( )

( 4 4)
2 8 8 6 24 24 2 12 18 4 24 36

( 4 4)
2 10 12 2( 5 6) 2( 2)( 3) 2( 3)

( 4 4) ( 2) ( 2) ( 2)

x x x x x x
f x

x x
x x x x x x x x x x

x x
x x x x x x x

x x x x x

 

)3بما أن إشارة  2)x  من إشارة( 2)x فإن إشارة ( )f x  بالجدولتتعين : 
  3                 2    x 
 + 0 -  -  3x 
 + 0 -  -  2x 
 + 0 +  +  ( )f x 

  .تُعالج باقي الحالات بطريقة مماثمة
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 ، مبيِّنا  المجموعة التي تكون عمييا حساباتك صحيحة، fاحسب فيما يأتي المشتقّات 
2

2

2
( ) 1 3 , ( ) 1 ,

1

( ) 1 , ( )

1 1
( ) , ( ) ,

3

x
f x x x f x x

x

f x x f x x x

x
f x x f x

x x

 

 
\معرف عمى fالتابع  1 
)نلاحظ أن :        )

( ) ( )
( )

v x
f x u x

w x
)2حيث:   ) 1u x x  و( ) 2v x x  و( ) 1w x x 

,وبما أن التوابع الثلاث  ,u v w  فيي اشتقاقية عمى  اشتقاقية عمى\ 1 
\اشتقاقي عمى  fوبالتالي فإن التابع   ومشتقو ىو :  1

2 2

2( 1) 1( 2 ) 2
( ) 2 2

( 1) ( 1)

x x
f x x x

x x
 

 [1,3]معرف عمى fالتابع  
)نلاحظ أن : ) ( ). ( )f x u x v x  :حيث( ) 1u x x  و( ) 3v x x  

)ونلاحظ أن التابع  )u x  1[اشتقاقي عمى, )و التابع  ] )v x  اشتقاقي عمى] ,3[ 
 ومشتقو ىو :  ]1,3[اشتقاقي عمى  fوبالتالي فإن التابع 

2

1 1 3 1 3 1
( ) . 3 . 1

2 1 2 3 2 1 2 3 2 1 3
4 2

2 4 3

x x x x
f x x x

x x x x x x
x

x x

 

x x 
)نلاحظ أن : ) ( ). ( )f x u x v x  :حيث( )u x x  و( )v x x  

)ونلاحظ أن التابع  )u x  0[اشتقاقي عمى,  و التابع  اشتقاقي عمى  ]
,0[اشتقاقي عمى  fوبالتالي فإن التابع   ومشتقو ىو :  ]

1 1 3
( ) 1. .

2 22
f x x x x x x

x
 

 حسب التعريف لنبحث عن قابمية الاشتقاق 0xأما عندما 
ىو : hوَ  0بين النقطتين  fإن معدل تغير التابع  عدد حقيقي غير معدومhليكن 
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(0 ) (0) ( ) (0) 0
( )

f h f f h f h h
t h h

h h h
 

0
lim ( ) 0
h
t h 

ولما كان 
0
lim ( )
h
t h  فإنf  (0)ىو: 0و العدد المشتق عند  0اشتقاقي عند 0f 

,0]اشتقاقي عمى  fوىكذا نستنتج أن  3ومشتقو ىو  ]
( )

2
f x x 

 

2yىو القطع المُكافئ الذي معادلتو  في مَعْمَم متجانس،   xو ،d  ىو المستقيم الذي
1معادلتو 

4
yو ،F  1النقطة التي إحداثياتيا

0,
4

 . 

 . tالتي فاصمتيا  Mفي النقطة  لمقطع  Tاكتب معادلة لممماس  .1
]ىو محور القطعة المستقيمة  T. أثبت أنّ dعمى  Mالمسقط القائم لمنقطة  Hليكن  .2 ]HF. 

 
)2التابع  )f x y x  ومشتقو :  اشتقاقي عمى( ) 2f x x 

)2النقطة في  T ميل المماس  .1 , )M t t  2ىوm t : 22ومعادلتوy tx t  

1لدينا  .2
0,
4

F  ،2( , )M t t ,1,
4

H t 

]ىي منتصف Nنفترض   ]HF :فتكون, 0
2

t
N  حداثياتإوبتعويض N في معادلة المماسT :نجد 

20 2
2

t
t t  . إذنوىي محققة N T  

)ولدينا : ميل  )HF : ىو   
( )

1
12
2HF

m
t t

 

وبالتالي فإن 
( )

1
. .2 1

2HF T
m m t

t
)ومنو فإن :  )HF T 

]يعامد  Tنستنتج أن  ]HF  ويمر من منتصفياN  .إذن T  ىو محور[ ]HF 

)2تابعا  كثير الحدود من الدرجة الثانية :  fليكن   )f x ax bx c  مع( 0)a وليكن ، 
sمع  tو sفاصمتاىما  نقطتين من  Bو Aفي مَعْمَم متجانس. ولتكن  fالخط البياني لمتابع  t. 

.a   أثبت أنّ معادلة المماس فيA  2)2ىي  لممنحني )y as b x as c. 
.b  اكتب بأسموب مماثل معادلة المماس فيB  لممنحني. 
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السابقان يتقاطعان في نقطة فاصمتيا  نيسالمماأثبت أنّ   
2

s t. 

.a   ّأثبت أن( ) ( ) ( )
2

t s
f t f s t s f. 

 .b في النقطة التي فاصمتيا استنتج أنّ المماس لممنحني
2

s t  يوازي( )AB. 

 

 التابع         
2( )f x ax bx c   ومشتقو:  اشتقاقي عمى( ) 2f x ax b 

.a   ( , ( ))A s f s    ,( , ( ))B t f t 
) للخطمعادلة المماس  )cفيA  : ىي 

2

2 2 2

( ) ( ) ( ) (2 ) (2 )

(2 ) 2 (2 )

y f s x f s s f s as b x as b s as bs c

as b x as bs as bs c as b x as c
 

.b  ادلة المماس في ومعB :2)2 ىي )y at b x at c 
 السابقين نجد: المماسين بالحل المشترك لمعادلتي 

2 2

2 2

(2 ) (2 )

2 ( ) 2( )

( )( )

2 ( ) 2

as b x as c at b x at c

a s t x a t

a s t s t s t
x

a s t

 

 .a 
2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )

( )(( ) )

f t f s at bt c as bs c t s a t s b

t s t s a b
 

2ولكن  ( )
2 2

t s t s
f a b t s a b 

)ومنو  ) ( ) ( )
2

t s
f t f s t s f 

.b  في النقطة التي فاصمتيا    مخطميل معادلة المماس ل
2

t s :ىو
2

t s
m f  

)ومن العلاقة المثبتة نجد ) ( )

2

t s f t f s
m f

t s
 أي  

AB
m m  وبالتالي فإن ىذا المماس

)يوازي  )AB 

2yالذي معادلتو  نتأمّل، في مَعْمَم متجانس، القطع المُكافئ    x

aعددا  حقيقيّا  و a. ليكن 
d  المستقيم الذي معادلتوx a يقطع المستقيم .

 الحل
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a
d  في  القطع

a
M فنرسم ،

a
نظير المستقيم  

a
d  بالنسبة إلى المماس في

a
M  لمقطع. 

أثبت أنّ جميع المستقيمات 
a

 .(. )نسمّييا محرق القطع Fتمر بنقطة ثابتة  

 
متقاطعان قيمان مستإذا كان  المعمومة ))لدينا  بداية  

1
d  و

2
d كان  ن بالنسبة إلى مستقيم يتناظر م

منصفا  داخميا  لمزاوية بين 
1
d  و

2
d  نقطة تقاطع بولا يمر  وعندىا كل مستقيم يعامد

1
d  و

2
d 

]ىو محور  يكون ، ف متناظرتين بالنسبة إلى  Hو Hسيقطعيما في نقطتين  ]HH)). 
)2في النقطة  معادلة المماس لمقطع  , )M a a  22ىي  منوy ax a  

,في النقطة  xxوىو يتقاطع مع المحور  0
2

a
M 

,في النقطة  السابق معادلة المستقيم العمود عمى المماسإن 0aأولا  في حالة  0
2

a
M منو ىي : 

1

2 2

a
y x

a
1   أو   1

2 4
y x

a
 

ىي نقطة تقاطع ىذا العمود مع المستقيم Hنفترض  
a
d : 1 فتكون

4H
y إحداثيي وبالتالي فإن H 

1ىي 
,
4

a 

فتكون مماس إلى البالنسبة  Hىي نظيرة  H نفترض  
a

H  ويكون المماس ىو محور القطعة

[ ]HH  ومنو
 2 2
H
x a a 0 أي

H
x 

وأيضا  
1

4 0
2

H
y

1أي  

4H
y 

وبالتالي المستقيم  
a

نظير  
a
d 1لمماس يمر بالنقطة الثابتة إلى النسبة با

0,
4

H , إلييانرمز س 

 محرق القطع .ونسمييا  Fالرمزبر
 .Oىو مماس القطع في  0yنظيره بالنسبة لممماس0xيكون المستقيم  0aثانيا  في حالة 
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2yالذي معادلتو  نتأمّل، في مَعْمَم متجانس، القطع المُكافئ    xو ،F  ىي النقطة التي
1إحداثيّاتيا 

0,
4

مستقيما  مارّا   dنقطة من محور الفواصل، فاصمتيا غير معدومة، وليكن  M. لتكن 

 .Mبالنقطة 

 أثبت أنّ الخاصّتين الآتيتين متكافئتان : 

  المستقيمd  في نقطة فاصمتيا غير معدومة يمس القطع 

  المستقيمd  عمودي عمى المستقيم( )FM. 

 

) نفترض  ,0)M a   فيكون
( )

1
0 14
0 4FM

m
a a

  

)2التابع  ) .....f x y x  ومشتقو : اشتقاقي عمى( ) 2f x x 
وبما أن نقطة التماس ىي نقطة  bفي نقطة فاصمتيا غير معدومة يمس القطع  dأن  نفترض   

)2فإن نقطة التماس ىي  من القطع  , )b b  وبالتالي يكون ميلd  : ىو( ) 2
d
m f b b 

2ىي :  dومعادلة   2 ( )y b b x b : 22أوy bx b وبما أنM d  فإنM  تحقق معادلة
d  20و منو 2ba b  2إذنa b ن ميلإ: وبالتالي ف d  : 4ىو

d
m a 

 ونلاحظ أن :
( )
.m 1

FM d
m  وبالتالي فإن( )d FM  

)عمودي عمى dأن نفترض    )FM  : فيكون
( )

1
4

d
FM

m a
m

ىي :  dوبالتالي فإن معادلة  

4 ( )y a x a 24 أو 4 ........y ax a  
 حلا  مشتركا  فنجد : و نحل 

2 24 4x ax a  2أو 24 4 0x ax a 
2 216 16 0a a 

بنقطة وحيدة مضاعفة )  يشترك مع  dيوجد جذر مضاعف ليذه المعادلة و ىذا يدل عمى أن إذن
2  يمس القطع في نقطة منو فاصمتيا  dنقطة تماس ( ومنو : 0x a 
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الذي معادلتو  نتأمّل، في مَعْمَم متجانس، القطع المُكافئ   
2y x لتكن .M  فاصمتيا غير معدومة، وليكن  نقطة منT 

عموديّا  عمى Mالمستقيم المار بالنقطة  ، وMفي  المماس لمقطع 
T نعرّف النقطة .I  مع محور التراتيب، والنقطة  نقطة تقاطع المستقيم
K  المسقط القائم لمنقطةM  .عمى المحور نفسو 

 .عمى  Mيبقى ثابتا  عندما تتحوّل النقطة  IKأثبت أنّ الطول 

 
)2التابع  )f x y x  ومشتقو  اشتقاقي عمى ( ) 2f x x  ميل المماسT   في النقطة  لمقطع

2( , )M a a  2  منو ىوm a فمعادلة المماس T  22  ىيy ax a 
.  فإن  Tيعامد   بما أن 1

T
m m 1  منو  و 1

2
T

m
m a

 

21  ىي  معادلة و بالتالي فإن  1

2 2
y x a

a
  

2   فنجد   في معادلة 0xنعوض  1

2
y a  2  و منو 1

0,
2

I a 

a,0)2  و منو  نفس الترتيب  Kو M نيلمنقطت )K  1)ثابت(   و بالتالي فإن

2
IK 

 .عمى القطع Mثابتا  عندما تتحول IKيبقى إذن

 الحل

 

M

T

I

K

1

dra
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  28صفحة   تَدرَّب  

 عمى المجال المعطى. لمتوابع الآتيةمحمياً القيم الحدية  عيّن 
2

3 2

2

]0, [, ( ) ( 1)

4
]0, [, ( ) 5

, ( ) 4 2 5 4

[0,3], ( )
3 1

I f x x x

I f x x
x

I f x x x x

x
I f x

x x

 

 
2[0, [, ( ) ( 1)I f x x x 

,0]وبالتالي ىو اشتقاقي عمى تابعٌ كثير الحدود فيو اشتقاقي عمى  fالتابع  [I  أيّاً كانت و
,0]من  xقيمة  [I 23 كان( 2) x xf x ينعدم إذن f  0عندx 2و

3
x .  

 كما في الجدول الآتي fنستنتج من ذلك إشارة التابع المشتق 
2

0
3

( ) 0 0

x

f x
 

  يأتييمكننا أن نستنتج ما  وىكذا
 ( ) 0f x  2عمى المجال

3
]0, (0)و ] 0f  إذنf 

2متناقصٌ تماماً عمى المجال
[0, [

3
. 

 ( ) 0f x 2عمى المجال
] , [
3

2و  
0

3
f  إذنf 2متزايدٌ تماماً عمى المجال

[ , [
3

 

 
  الاطرادىذه النتائج في جدول  نذلنعرض إ

2
0

3
( ) 0

2
( ) (0)

3

x

f x

f x f f

 

يبيّن الجدول السابق أنّ القيمة 
2

2

3

4

7
f  محمياً لمتابع  صغرىىي قيمةf  2يبمغيا عند النقطة

3
 

(0)وأنّ القيمة  0f  0محمياً يبمغيا عند النقطة  كبرىىي قيمة. 
 

 الحل

x
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4
[0, [, ( ) 5I f x x

x
 

[كل من المجاليناشتقاقي عمى  fالتابع  ,0[, ]0, أيّاً كانت قيمة و  Iوبالتالي ىو اشتقاقي عمى. ]
x  كان من 

2
( )

4
1x
x

f ينعدم إذن f  2عند ضمن المجال المعطىx . 

 كما في الجدول الآتي fنستنتج من ذلك إشارة التابع المشتق 
0 2

( ) || 0

x

f x
 

 يمكننا أن نستنتج ما يأتي  وىكذا
 ( ) 0f x0,2[عمى المجال[  إذنfمتناقصٌ تماماً عمى المجال]0,2[. 
 ( ) 0f x 2[عمى المجال, (2)و ] 0f  إذنf  متزايدٌ تماماً عمى

,2]المجال [. 
  الاطرادن ىذه النتائج في جدول ذلنعرض إ

0 2

( ) || 0

||( ) (2)

x

f x

f x f

 

)يبيّن الجدول السابق أنّ القيمة  2) 9f  ىي قيمة كبرى محمياً لمتابعf 
(2)وأنّ القيمة  2يبمغيا عند النقطة  1f  2ىي قيمة صغرى محمياً يبمغيا عند النقطة.  

 
 .في كلٍّ من الحالات الآتية Iالمعرّف عمى المجال  fادرس اطراد التابع  

3 2

[ 1, [, ( ) 1

[0, [, ( )

, ( ) 5 3

]1, [, ( )
1

I f x x

I f x x x

I f x x x

x
I f x

x

 

 
[ 1, [, ( ) 1I f x x 

[اشتقاقي عمى  تابعٌ  fالتابع  1, [من  xأيّاً كانت قيمة و . ] 1, كان ]
1

0
2 1

( )
x

f x إذنf  موجب تماماً  ينعدملا . 

 كما في الجدول الآتي fنستنتج من ذلك إشارة التابع المشتق
1

( ) ||

x

f x
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  يأتييمكننا أن نستنتج ما  وىكذا
 ( ) 0f x عمى المجال] 1, ]متزايدٌ تماماً عمى المجال fإذن ] 1, [. 

  الاطرادىذه النتائج في جدول  نذلنعرض إ
1

( ) ||

( ) ( 1)

x

f x

f x f

 

)يبيّن الجدول السابق أنّ القيمة 1) 0f  محمياً لمتابع صغرىىي قيمةf 1النقطة  ديبمغيا عن  
[0, [, ( )I f x x x 

,0]من  xأيّاً كانت قيمة و . ,0اشتقاقي عمى fالتابع  ) كان ] )
3

2
f x

x 
 .  0xعند  f ينعدم إذن

 . كما في الجدول الآتيموجبة دوماً   fنستنتج من ذلك إشارة التابع المشتق 
0

( )

x

f x
 

  يأتييمكننا أن نستنتج ما  وىكذا
 ( ) 0f x  0[عمى المجال, (0)و  ] 0f  إذنf 0]متزايدٌ تماماً عمى المجال, [. 
 

  الاطرادىذه النتائج في جدول  نذلنعرض إ
0

( ) 0

( ) (0)

x

f x

f x f

 

)يبيّن الجدول السابق أنّ القيمة  3) 22f  ىي قيمة  
(0)وأنّ القيمة  3 يبمغيا عند النقطة  fمحمياً لمتابع  كبرى 0f  ىي قيمة صغرى محمياً يبمغيا عند

 .0النقطة 
3 2, ( ) 5 3I f x x x 

 كان من  xأيّاً كانت قيمة و . تابعٌ كثير الحدود فيو اشتقاقي عمى  fالتابع 
215( ) 6x xf x ينعدم إذن f  2عند

5
x 0وx . 

 كما في الجدول الآتي fنستنتج من ذلك إشارة التابع المشتق 
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2
0

5
( ) 0 0

2
( ) 0

5

x

f x

f x f

 

 ( ) 0f x  عمى المجال] [ متزايدٌ تماماً عمى المجال  fإذن، ]0, ,0]. 
 ( ) 0f x  إذن  ]0,1[عمى المجالf  ًمتناقصٌ تماما

  .[0,1]عمى المجال
 ( ) 0f x 1[عمى المجال, (1)و  ] 0f  إذن
f  1]المجال متزايدٌ تماماً عمى, [. 

  الاطرادىذه النتائج في جدول  نذلنعرض إ
(0)يبيّن الجدول السابق أنّ القيمة  0f  كبرىىي قيمة 

(1)وأنّ القيمة  0يبمغيا عند النقطة  fمحمياً لمتابع  1f 
 .1ىي قيمة صغرى محمياً يبمغيا عند النقطة 

]1, [, ( )
1

x
I f x

x
 

,1[ اشتقاقي عمى وبالتالي   {1}\ فيو اشتقاقي عمى  كسريتابعٌ  fالتابع   xأيّاً كانت قيمة و  .]
 كان من 

2

1
0

( )
(

1
)f x

x
,1[ عمى   لا ينعدم f إذن  [

.  
يمكننا أن  وىكذاسالبة دوماً  fنستنتج من ذلك إشارة التابع المشتق 

   يأتينستنتج ما 
 ( ) 0f x  1[عمى المجال, متناقصٌ تماماً عمى  fإذن  ]

,1[المجال [. 
  الاطرادىذه النتائج في جدول  نذلنعرض إ

1

( )

( )

x

f x

f x

 

 التابع لا يممك قيم صغرى أو كبرىيبيّن الجدول السابق 
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,تمثِّل الخطوط البيانيّة  , , أربعة توابع وتمثِّل الخطوط البيانيّة, , مشتقّات ىذه  ,
 التوابع ولكن بترتيب مختمف. اقرن الخطّ البياني لكلِّ تابع بالخط البياني لمشتقّو. 

 
, , , , , 

 

 
 

  25تَدرَّب  صفحة   
 

4التابع المعرّف بالعلاقة  fليكن  21
( ) 2 1

4
f x x x أثبت أنّ لممعادلة .( ) 0f x  ًحلًا وحيدا

 .2,3في المجال 

 
)2، ومشتقو ىو ىو تابع كثير الحدود، فيو اشتقاقيّ عمى  fالتابع )( 4) xf xx لندرس إذن .
 ولنمخص ىذه الدراسة في جدول كما يأتي : تو إشار 

  2 0 2

( ) 0 0 0

( 5) 5 1

x

f x

f x

 

(2)5، والعددان[2,3]تماماً في المجال  متزايد fوعميو، فالتابع  0f (3)0و
5

4
f  متعاكسان

)، تقبل المعادلة 2بالإشارة، إذن، اعتماداً عمى المبرىنة  ) 0f x  ًحلًا وحيدا
0
x [2,3]في المجال. 

 

 الحل

2
1

2
1

2

1

1

1
21

2
1

2
1
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2التابع المعرّف بالعلاقة  fليكن 
( ) 2 1

3
f x x x x أثبت أنّ المعادلة .( ) 0f x  تقبل حلًا

 .[7,8]، وحلًا وحيداً في المجال [0,1]وحيداً في المجال 

 
,0[اشتقاقيّ عمى  fالتابع )، ومشتقو ىو ] ) 2f x x ولنمخص ىذه  تو . لندرس إذن إشار

  الدراسة في جدول كما يأتي :
  0 4

( )

( )
5

3

0

x

f x

f x

 

,0]متناقص تماماً في المجال  fوعميو، فالتابع  متناقص تماماً في المجال  واشتقاقي عميو فيو  [4
[0, (0)، والعددان[1 1f و

3
(1)

1
f  تقبل 2متعاكسان بالإشارة، إذن، اعتماداً عمى المبرىنة ،

)المعادلة  ) 0f x  ًحلًا وحيدا
0
x 0]في المجال, 1]. 

، والعددانواشتقاقي عميو  [7,8]تماماً في المجال  متزايد fفالتابع كذلك و 
14 7

13 0.65
3

( 07)f 32و 2
15 0.0849 0

3
(8)f  ،متعاكسان بالإشارة، إذن

)، تقبل المعادلة 2اعتماداً عمى المبرىنة  ) 0f x  ًحلًا وحيدا
0
x [7,8]في المجال. 
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 28 تمرينات ومسائل   
 .في كلٍّ من الحالات الآتية المعرّف عمى  fادرس جية اطراد التابع  

2 2

3 3 2

4 2 3 2

2
4 4 3

1
( ) 3 2 ( ) 4 1

2
3 1

( ) ( ) 3 9 4
4 4

( ) 4 5 ( ) 3 4

( ) 2 27 7 ( ) 2 3 3
2

f x x x f x x x

f x x x f x x x x

f x x x f x x x

x
f x x x f x x x

 

 
2( ) 4 1f x x x 

2 كان من  xأيّاً كانت قيمة و . تابعٌ كثير الحدود فيو اشتقاقي عمى  fالتابع  2( () )f x x 
 . 2xعند  f ينعدم إذن

 كما في الجدول الآتي fنستنتج من ذلك إشارة التابع المشتق 
2

( ) 0

( ) 3

x

f x

f x

 

  يأتينستنتج ما 
 ( ) 0f x 2[عمى المجال, ,2]المجال متزايدٌ تماماً عمى  fإذن  ] [. 
 ( ) 0f x  عمى المجال] [متناقصٌ تماماً عمى المجال fإذن  ]2, ,2]. 

(2)يبيّن الجدول السابق أنّ القيمة كما  3f  نيا أصغر محمياً لمتابع صغرىىي قيمة  قيم التابع بل وا 
f  2يبمغيا عند النقطة  
 

 اطراد كل منيا.الآتية ثمُّ ادرس  fعيِّن مجموعة تعريف كلٍّ من التوابع  

2

2

2

2 2

2

4 2 3
( ) ( )

3 2 4
2 3

( ) 2 1 ( )
3 1

2 4 4 1
( ) ( ) 1

12 6
2 3 2 2 12

( ) ( )
2 1 4

x
f x f x

x x
x

f x x f x
x x

x x
f x f x x

xx x
x x x x

f x f x
x x

 

 

 الحل

 الحل

dra
ft 



 

:8 

 

  

  

  

  

2 3
( )

2 4

x
f x

x
 

}\اشتقاقي عمى معرف و  فيو كسريتابعٌ  fالتابع  أيّاً كانت و . {2
}\من  xقيمة   كان {2

2

7
0

2(
( )

2)
f x

x
 

}\عمى   ينعدملا  fإذن 2} . 
}\عمى  موجب دوماً  fإشارة التابع المشتق  كما أن 2}  
}\متزايدٌ تماماً عمى  f أنيمكننا أن نستنتج  وىكذا 2}. 

 
 في كلٍّ من الحالات الآتية. Iالمعرّف عمى المجال  fادرس جية اطراد التابع  

4
3

5
3

3
2

, , ( ) 3 4

, , ( ) 4 3 5

3, , ( ) 3

1
, , ( )

2 3

I f x x

I f x x

I f x x x

I f x
x

 

 
 

1
( )

2 3
f x

x
 

 
 ينتابعٌ تركيب  fالتابع 

2 3x x  1ثم
x

x
  

3اشتقاقي عمىمعرف و  فيو
,

2
من  xأيّاً كانت قيمة و . 

3
,

2
 كان 

3/2

1
0

(2 3)
( )f x

x
 

3عمى  لا ينعدم fإذن
,

2
 . 

dra الحل
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3عمى  سالب دوماً  fإشارة التابع المشتق  كما أن
,

2
 متناقص fن أيمكننا أن نستنتج  وىكذا 

3تماماً عمى
,

2
. 

 
 يكن من  تيقَّن أنّو ميما تكن  1 

 
 بالعلاقة الآتية. المعرّف عمى  fادرس جية اطراد التابع  2.

4 2( ) 14 24 10f x x x x 
 في حال وجودىا. fأوجد القيم الحدية محميّاً لمتابع  3.

 
 بإجراء عممية القسمة نجد:  .1

2( 1)(4 4 24)x x x 
 
 
 
 

. تابعٌ كثير الحدود فيو اشتقاقي عمى  fالتابع  .2
 كان من  xأيّاً كانت قيمة و 

3 2( ) 4 28 24 ( 1)(

4

4 4 24

31 2

)f x x x x x x

x x x
 

 . 3xو 1xو2xعند  f ينعدم إذن
 كما في الجدول الآتي fنستنتج من ذلك إشارة التابع المشتق 

2 1 3

( ) 0 0 0

x

f x

 

  يأتييمكننا أن نستنتج ما  وىكذا
 ( ) 0f x  عمى المجال] , [متناقصٌ تماماً عمى المجال fإذن  ]2 , 2[. 
 ( ) 0f x عمى المجال] 1, )و ] 1) 0f إذنf  2]المجال متزايدٌ تماماً عمى, [ 
 ( ) 0f x  عمى المجال] [متناقصٌ تماماً عمى المجال fإذن  ]1,3 1,3[. 

x

3 24 28 24 1 4 4 24x x x x x

 الحل الحل
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 ( ) 0f x 3[عمى المجال, (3)و ] 0f إذنf  3]المجال متزايدٌ تماماً عمى, [. 
  الاطرادىذه النتائج في جدول  نذلنعرض إ

2 1 3

0 0 0

18 21 107

x

P

P

 

)يبيّن الجدول السابق أنّ القيمة  2) 18f  محمياً لمتابع صغرىىي قيمة. 
)أ  ن  ّ ا  ل  قيمة  و   1) 21f  (3)ا  ل  قيمة  و    . م  حمياً ل  متاب  ع ك  برى  ى  ي ق  يمة 107f  صغرىى  ي ق  يمة 

نيا أصغر .محمياً لمتابع  .3يبمغيا عند النقطة fقيم التابع بل وا 
 

3التابع المعرّف بالعلاقة  fليكن  2( ) 3 4 1f x x x x أثبت أنّ لممعادلة .( ) 0f x 
 .0,1حلًا وحيداً في المجال 

 
 ، ىو تابع كثير الحدود، فيو اشتقاقيّ عمى  fالتابع 

23ومشتقو ىو  4( 6) xx xf ولنمخص ىذه الدراسة في جدول . لندرس إذن إشارة ثلاثي الحدود
 كما يأتي :

  

( )

( )

x

f x

f x

 

,0]تماماً في المجال  متزايد fوعميو، فالتابع  (0)، والعددان[1 1 0f (1)و 1 0f  متعاكسان
)، تقبل المعادلة 2بالإشارة، إذن، اعتماداً عمى المبرىنة  ) 0f x  ًحلًا وحيدا

0
x 0]في المجال, 1]. 

 
 

  

 مقارنة توابع. 

 بالعلاقتين معرّفان عمى  gو fالتابعان 
 4( ) 3 1f x x x 3و( ) 2 3 1g x x xالتابعين . قارن بينf وg. 

 
 وفق العلاقة التالية: dالتابع  لنعرف

4 3 4 33 1 (2 3 1)( ) ( ) ( 2 2) x x xd x f x g x x xx 

 الحل

 الحل
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 كان من  xأيّاً كانت قيمة و . تابعٌ كثير الحدود فيو اشتقاقي عمى  dالتابع 
2 )( 3) 2 (2xd x x 

3عند  f ينعدم إذن

2
x  0وx . 

  يأتييمكننا أن نستنتج ما  وىكذا
3

0
2

( ) 0 0

3
( )

2

x

d x

d x d

 

 ( ) 0d x  3عمى المجال
] , [

2
3متناقصٌ تماماً عمى المجال dإذن  

] , ]
2

. 

 ( ) 0d x 3عمى المجال
] , [
2

3و  
0

2
d  إذنd  3المجالمتزايدٌ تماماً عمى

[ , [
2

. 

  الاطرادىذه النتائج في جدول  نذلنعرض إ
0يبيّن الجدول السابق أنّ القيمة

3

2

5

16
d  لمتابع صغرىىي قيمةd 3يبمغيا عند النقطة

2
. 

5ومنو نستنتج أنَّ  
0

3
( )

162
d x d  من أجل كلx 

) وبالتالي ) ( ) 0f x g x  من أجل كلx  أي( ) ( )f x g x  من أجل كلx 
 

 إثبات صحّة متراجحة.  

 يكن bو aثبت أنّو ميما يكن العددان الحقيقيّان الموجبان تماماً أ
1 1

2 2a b
a b

. 

 
1  كمايمي fلنعرف  التابع  1

: :f x a x
a x

 

xبما أن التابع  a x  1والتابع   ,0اشتقاقي عمى المجال 1
x

a x
اشتقاقي عمى  

 وتابعو المشتق ىو:  ,0اشتقاقي عمى  fالتابع  فإن  ,0المجال 
1 1 1

( )
2 2

a x
f x

a x a x x x
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)المتراجحة   ) 0f x  :1تكافئ 1 1

2 2

a x

a x a x x x
 

x  وبالإصلاح نجد x a a 
:  يمي كما hلنعرف  التابع  - :h x x x 

3  وتابعو المشتق ىو ,0اشتقاقي عمى المجال  hنجد أن
( ) 0

2
h x x 

)نلاحظ أن  ) 0h x  وَ وبالتالي  ,0عندh  أياً كانت   وبالتالي ,0متزايد تماماً عمى
, ,x v u  فإن ,0من  u v  تكافئ( ) ( )f u f v  والمعادلة( ) ( )f u f v   تكافئu v  

xوبالتالي  المتراجحة  x a a  تكافئ  x a 
xوالمعادلة  x a a  تكافئx a ينعدم التابع   إذن( )f x  عندماx a 

)  وبالتالي المتراجحة  ) 0f x تكافئ x a  ومنو فإن  f  متزايد تماماً عمى المجال] , [a 
)  المتراجحة وبالتالي  ) 0f x  تكافئx a  ومنو فإن  f  0[متناقص تماماً عمى المجال, [a 

   لنمخص العمل السابق في الجدول التالي 
0

( ) 0

( ) ( )

x a

f x

f x f a

 

1ومن الجدول نجد أن 
( ) 2 2 2f x a

a
بل ىي أصغر قيم التابع  fقيمة محمية صغرى لمتابع  

f عندما x a  وبالتالي ( ) 2 2f x  0من أجل كلx 
 

 الحجم الأمثل.  

المخروط  عيّننذكِّر أنّ طول مولِّد مخروط دوراني يساوي بُعد رأسو عن أيّة نقطة من دائرة قاعدتو. 
 وحجمو أكبر ما يمكن. 30cmالدوراني الذي طول مولِّده يساوي 

 
2 نعمم أنّ حجم ىذا المخروط يساوي 

3
V r h . 

)مبرىنة فيثاغورث نجد حسب  ) 2 2 900r h 2ومنو 2900r h الحجم فنجد علاقة  نعوض في
)3ىيhبدلالة  Vأنّ عبارة  ) (900 )

3
V h h h وh 0,30[تنتمي إلى المجال[. 

 كان من hأيّاً كانت قيمةو . تابعٌ كثير الحدود فيو اشتقاقي عمى  Vالتابع 
2(30) )( 0V h h 

10عند Vينعدم إذن 3h  10ولا ينتمي إلى مجموعة التعريف 3h . 
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 كما في الجدول الآتي Vنستنتج من ذلك إشارة التابع المشتق
0 30

(

1 3

0

0

)

h

V h
 

  يأتييمكننا أن نستنتج ما  وىكذا
 ( ) 0V h 0,10[عمى المجال )10و ]3 ) 03V إذنf 0,10]متزايدٌ تماماً عمى المجال 3[. 
 ( ) 0V h 10[عمى المجال 10[متناقصٌ تماماً عمى المجال fإذن ]3,30 3,30[. 

  الاطرادىذه النتائج في جدول  نذلنعرض إ
0 30

V ( ) 0

( ) ( )

10 3

10 3

x

x

V x V

 

)يبيّن الجدول السابق أنّ القيمة )10 3 2000 3V  محمياً لمتابع كبرىىي قيمةf يبمغيا عند النقطة
10 3. 

 

 أقرب نقطة. 

,نتأمّل في مستوٍ منسوب إلى مَعْمَم متجانس  ,O i j 21الذي معادلتو  ، القطع المكافئy x ،
,0ىا االتي إحداثيّتAوالنقطة  2 . 

 .Aالأقرب إلى  من القطع  Mن النقاط عيّ 

 
)2فتكون  نقطة ما من القطع  Mنفترض ,1 )M x x  نبحث عن النقطة .M  التي يكون من أجميا

2  الطول التالي  2 2 4 2(3 ) 5 9AM x x x x أصغرياً . وبما أنAM  ىو طول فيو
4لذلك نعرف التابع  ، أصغرياً  2AMموجب لذلك يكون أصغرياً عندما مربعو  2: 5 9P x x x 

 حيث 
P
D  

:3  )لأنو تابع كثير حدود ( ومشتقو ىو  اشتقاقي عمى  Pالتابع  4 10P x x x 

10  عندما  Pينعدم التابع  10
,0,

2 2
x  10  ولدينا 10 11

2 2 4
P P  كماأن

(0) 9P   ومنو نستنتج أن لP  : جدول الاطراد التالي 
10 10

0
2 2

0 0 0

11 11
9

4 4

x

P

P
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11   ىو  Pمن الجدول نجد أن أصغر قيم التابع 

4
10وتوافق  

2
x : وبالتالي فإن 

 10 11
( )

2 4
P x P 

)وبما أن  ) 0P x  َ10و
0

2
P   :فإننا نجذر الطرفين ونجد 

10
( )

2
P x P 11  ومنو

4
AM 11  أي أن

2
AM  وبالتالي تكون المسافةAM 

11أصغر ما يمكن وقيمتيا 

2
10  عندما   10

,
2 2

x 

10عندما 

2
x   نجد أن

2

10 10 6 3
1 1

2 4 4 2
y 

10و عندما 

2
x   نجد أن

2

10 3
1

2 2
y 

,0)الأقرب إلى  النقطتان من القطع  إذن 2)A ىما 
1

10 3
,

2 2
M  َو

2

10 3
,

2 2
M 

 

 أكبر مساحة. 

 مساحةً. P، ىو أكبر المعينات التي محيطيا Pأنّ المربّع الذي محيطو  أثبت

 
  وبحيث تكون مساحتو أكبر ما يمكن. نعمم أن طول ضمع ىذا المعين ىو  p نبحث عن معين محيطو

4

p
a  وبما أن مساحتو ىي  

2

AC BD
S  نفترضلذلك فمن المناسب لنا أن   AC x  َو

BD y  1 فتكون

2
S xy. 

  نجد أن  AOBوحسب فيثاغورث في المثمث القائم
2 2 2

4 4 16

x y p   ومنو  
2

2 2

4

p
x y  2  ومنو 2 24x y a  2  ومنو 24y a x  وبالتالي  

0,2x a  :2 21
( ) 4

2
S x x a x 

 ،أعظمياً  2Sيكون أعظمياً عندما يكون مربعو  Sوبالتالي فإن  0Sونعمم أن : 
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  لندرس اطراد التابع 
2

2 2 2( ) ( ) (4 )
4

x
f x S x a x 0,2[ عمى [a 

)وبكتابة  )f x  2  بالشكل 2 41
( )

4
f x a x x  نجد أنf  0,2[تابع كثير حدود فيو اشتقاقي عمى [a 

2  ومشتقو ىو  3 2 2( ) 2 (2 )f x a x x x a x 
)وبالتالي ينعدم )f x  0,2في المجالa 2  عندماx a 4  وبما أن( 2 )f a a   فإن لمتابعf 

 جدول الاطراد التالي :

4

0 2 2

( ) 0 0

( ) 9

x a a

f x

f x a

 

)4نستنتج أن 2 )f a a  ىي أكبر قيم التابعf 0,2عمىa  2ويبمغيا عندx a  وبالتالي فإن أكبر
)2  ىي Sقيم التابع  2 )S a a  2ويبمغيا عندماx a  2  وعندىا يكونy a  وبالتالي فإن

المربع الذي محيطو ىو أكبر المعينات التي   إذن aقطرا ىذا المعين متساويان فيو مربع وطول ضمعو 
 مساحةً. pمحيطيا 

 طريقة ثانية:

2

sin( ) ; 0,

sin( ) sin( )
4 4 16

S AB AD

p p p  

)sinيكون أعظمياً عندما  ) أي  1
2

 والمعين يكون مربع. 
 

 اطراد تابع مثلّثي. 

)بالعلاقة  ,0التابع المعرّف عمى fليكن ) cos
4

f x x.درس اطراد التابعاf. 

 
)  لدينا )

4
f x u x حيث  : cosu x x  وبما أن التابعu  ومشتقو ىو  اشتقاقي عمى  

: sinu x x  فإن التابعf 0]فيو بالتالي اشتقاقي عمى اشتقاقي عمى,    وتابعو المشتق ىو  [
: sin

4
f x x   لنضع

4
X x 0]ولما كان, ]x  5فإن

,
4 4

X  ندرس إشارة

xالتابع  sinX  5عمى المجال
,

4 4
 التالي: sinولذلك نستخدم منحني التابع  

 الحل

dra
ft 



 

;8 

 

,: عندماإذن 
4

X  :فإنsin ]0,1]X : أي أن sin 0X 

sinفإن:  Xعندما sin 0X  

5عندما
,

4
X  :2فإن

sin ,0
2

X : أي أن sin 0X 

 نستنتج من ذلك أنو:
,عندما

4
X  :3فإن

0,
4

x : وعندىا يكونsin 0
4

x  وينعدمsin
4

x  عندما

3
x

4
 .Xلأن ذلك يوافق  

5و عندما
,

4
X  3فإن

,
4

x  وعندىا يكونsin 0
4

x  وبما أن إشارة( )f x  تعاكس

sinإشارة 
4

x  نستنتج جدول الاطراد التالي لمتابعf   

2وبما أن  3 2
(0) , 1 , ( )

2 4 2
f f f ،  :فالجدول يصبح 

3
0

4
( ) 0

2 2
( ) 1

2 2

x

f x

f x

 

 

 بالعلاقة التابع المعرّف عمى  fليكن  
3 2

2
3 2

10
( )

3

x x
f x x . 

 .fادرس اطراد التابع  .8
:استنتج اطراد التابع  .8 ( )g x f x. 

  
 كان من xأيّاً كانت قيمةو . تابعٌ كثير الحدود فيو اشتقاقي عمى  fالتابع  .1

2) 2( x xf x 
 . 1xو 2xعند fينعدم إذن

 كما في الجدول الآتي fنستنتج من ذلك إشارة التابع المشتق
1 2

( ) 0 0

x

f x
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 يمكننا أن نستنتج ما يأتي  وىكذا
 ( ) 0f x عمى المجال] , )و ]1 1) 0f إذنf متزايدٌ تماماً عمى المجال

] , 1[. 
 ( ) 0f x عمى المجال] [متناقصٌ تماماً عمى المجال fإذن ]1,2 1,2[. 
 ( ) 0f x 2[عمى المجال, (1)و ] 0f إذنf 2[متزايدٌ تماماً عمى المجال, [. 

  الاطرادن ىذه النتائج في جدول ذلنعرض إ
1 2

( ) 0 0

( ) ( 1) (2)

x

f x

f x f f

 

يبيّن الجدول السابق أنّ القيمة 
2

(
9

1)f  ىي قيمة كبرى محمياً لمتابعf  وأنّ  1يبمغيا عند النقطة
 .2ىي قيمة صغرى محمياً يبمغيا عند النقطة  f(2)0القيمة 

)نستنتج كما عممنا سابقاً أن جذور المعادلة  .2 ) 0f x  2ىيx  5و

2
x والآن ، 

)(نعمم  ()g x f x عندما( ) 0f x 5أي
[ , [

2
x. وبالتالي لمتابعين نفس جية الاطراد 

)(وكذلك () xg x f عندما( ) 0f x  5أي
[ , [

2
xوبالتالي جية اطرادg  عكس جية اطرادf

 .في الوحدة الأولى 2حسب المبرىنة 
 وىكذا تكون جية الاطراد 

5
1 2

2
( ) 0 0

5
( ) ( 1) (2)

2

x

g x

g x g g g

 

 
 
 

 .يُحقِّق الخواص الآتية fنتأمّل تابعاً   
 مجموعة تعريف f ىي [ 2, 1[ ] 1, [D. 
 f  يقبل الاشتقاق عمىD. 
 f  ينعدم فيD  0وعند  2فقط عند. 
 ( ) 0f x  0[عمى, )و ] ) 0f x  عمى] 2, 1[ ] 1,0[. 
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8. .a  التابع  اطرادادرسf. 
.b  1قارن في حالة 0a b  بين( )f a و( )f b. 
.c  ّ1بافتراض أن 2a bأيمكنك المقارنة بين .( )f a و( )f b؟ 
.d  ّ2بافتراض أنa 0وbأيمكنك المقارنة بين .( )f a و( )f b؟ 

يُكتب بالشكل  fنعمم إضافة إلى ما سبق أنّ  .8
2x mx n

x
x p

أعداد حقيقيّة  pو nو mو 

 يُحقِّق الشروط المذكورة. fتابعاً  عيّن. 0pو

 
8.   
a.  إشارة التابع المشتق أنالفرض نستنتج منf كما في الجدول الآتي 

2 1 0

( ) 0 || 0

x

f x
 

 يمكننا أن نستنتج ما يأتي  وىكذا
 ( ) 0f xالمجال عمى] 2, )و ]1 2) 0fإذنf  ًعمى المجال متناقصٌ تماما[ 2, 1[ 
 ( ) 0f x عمى المجال] [عمى المجالمتناقصٌ تماماً  fإذن ]1,0 1,0[. 
 ( ) 0f x 0[عمى المجال, (0)و ] 0f إذنf 0]متزايدٌ تماماً عمى المجال, [. 

  الاطرادن ىذه النتائج في جدول ذلنعرض إ
2 1 0

( ) 0 || 0

( ) ( 2) || (0)

x

f x

f x f f

 

)يبيّن الجدول السابق أنّ القيمة  2)f  ىي قيمة كبرى محمياً لمتابعf  وأنّ القيمة 2يبمغيا عند النقطة 
(0)f  0ىي قيمة صغرى محمياً يبمغيا عند النقطة. 

b. ا أن بمf تماماً متناقصٌ عمى المجال] 1و ]1,0 0a b فإن ( ) ( )f b f a . 
c.  1 عندما 2a b .المقارنة بين  لا يمكننا( )f a و( )f b  لأنf  غير مطرد عمى المجال

1,2. 
d.  2 عندماa 0وb.المقارنة بين  لا يمكننا( )f a و( )f b  لأنf  غير مطرد عمى

1
2, 1 1,0D رغم أن إشارتو ثابتة عميو. 

بما أن التابع  .8
2x mx n

x
x p

}\معرف عمى  }p وبالتالي فإن التابعf المطموب يوافق

1p 1ومنوp. 
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  بعد الإصلاح ومشتقو Dاشتقاقي عمى  التابع
2

2

2
( )

( 1)

x x m n
f x

x
 

(0)ومن الفرض 0f  ومنوm n  
)وكذلك 2) 0f  ومنوm n  

بالتالي يمكننا اختيار أي تابع
2

( )
x mx n

f x
x p

mحيث  n 1وp. 

 مثل
2 1

( )
1

x x
f x

x
أو  

2 2 2
( )

1

x x
f x

x
 

 
  ىو التابع الكسري المعطى بالعلاقة f. والتابع اً حقيقي اً عدد bليكن 

2

2

1
( )

1

x bx
f x

x x
 .bتبعاً لقيم fادرس اطراد التابع، ثُمّ fمجموعة تعريف عيّن. 

 
 كان من  xأيّاً كانت قيمة و . مقامو غير معدوم وبالتالي معرف عمى   تابع كسري 

2

2 2

( 1) 1

(
( )

1)

( )b x
f x

x x
 .  1xوعندما 1xعند f ينعدم إذن 

  fنستنتج من ذلك إشارة التابع المشتق 
 كما في الجدول الآتي نجد 1bعندما أولًا 

1 1

( ) 0 0

x

f x
 

 يمكننا أن نستنتج ما يأتي  وىكذا
 ( ) 0f x عمى المجال] , )و  ]1 1) 0f  إذنf متزايدٌ تماماً عمى المجال

] , 1[. 
 ( ) 0f x  عمى المجال] [متناقصٌ تماماً عمى المجال fإذن  ]1,1 1,1[. 
 ( ) 0f x 1[عمى المجال, (1)و  ] 0f  إذنf 1[متزايدٌ تماماً عمى المجال, [. 

  الاطرادن ىذه النتائج في جدول ذلنعرض إ
1 1

( ) 0 0

( ) ( 1) (1)

x

f x

f x f f

 

)يبيّن الجدول السابق أنّ القيمة  1) 2f b  محمياً لمتابع  كبرىىي قيمةf  1يبمغيا عند النقطة 
2أنّ القيمة و ،

(1)
3

f
b محمياً لمتابع صغرى ىي قيمةf 1يا عند النقطة يبمغ  

 نجد: 1bعندما : ثانياً 

f
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 كما في الجدول الآتي
1 1

( ) 0 0

x

f x
 

 يمكننا أن نستنتج ما يأتي  وىكذا
 ( ) 0f x عمى المجال] , )و  ]1 1) 0f  إذنf تماماً عمى المجال متناقص

] , 1[. 
 ( ) 0f x  عمى المجال] [تماماً عمى المجال متزايد fإذن  ]1,1 1,1[. 
 ( ) 0f x 1[عمى المجال, (1)و  ] 0f  إذنf 1[تماماً عمى المجال متناقص, [. 

  الاطرادن ىذه النتائج في جدول ذلنعرض إ
1 1

( ) 0 0

( ) ( 1) (1)

x

f x

f x f f

 

)يبيّن الجدول السابق أنّ القيمة  1) 2f b  محمياً لمتابع  صغرىىي قيمةf  1يبمغيا عند النقطة 
2أنّ القيمة و ،

(1)
3

f
b محمياً لمتابع  كبرىىي قيمةf  1يبمغيا عند النقطة  

 
ىو التابع الكسري المعطى بالعلاقةfوالتابع.اً حقيقي اً عدد mليكن  

2 2
( )

x mx
f x

x m
 عيّن. 

 .mتبعاً لقيم  fادرس اطراد التابع، ثُمّ fمجموعة تعريف

 
D\معرف عمى  fالتابع m  

 وتابعو المشتق ىو Dاشتقاقي عمى fالتابع
2 2

2

2 2
( )

x mx m
f x

x m
وبما أن المقام موجب فإن  

 البسط.من إشارة fإشارة  
)إن المعادلة  ) 0f x 2  تقتضي أن 22 2 0x mx m  ومميز ىذه المعادلة ىو 

28( 1)m :ونلاحظ الحالات التالية 
) ويكون 0فإن  1,1mعندما  .1 ) 0f x  من أجلx D  وبالتالي فإن التابعf 

 في ىذه الحالة. Dمتزايد تماماً عمى 
)مع ذلك فإن المعادلة 0فإن  1m) لاحظ أنو عندما ) 0f x ليست قابمة لمحل فيD) 

[عندما  .2 , 1[ ]1, [m  وعندىا ينعدم التابع 0فإن ( )f x  عندما
2 2

2 1
2 2, 2 2m m m m m m m 

dra الحل
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وعندما 
1 2
,x m m فإن( ) 0f x  وعندما

1 2
] ,m [ ]m , [x  فإن( ) 0f x 

متزايد تماماً عمى كل من المجالين  fوبذلك نجد أن التابع 
1

] ,m وَ  [
2

[m , كل عمى حدتو  ]
متناقص تماماً عمى  fوالتابع 

1 2
[ , ]m m . 

 
 عمى المجال المعطى. fفي الحالات الآتية، ادرس اطراد التابع   

2 4
3 3

5
12 12

0, , ( ) cos 2

1
, , ( )

1 2 cos

0,2 , ( ) cos
2

, , ( ) sin 2
3

1
0, , ( ) cos cos 2

2

I f x x

I f x
x

x
I f x x

I f x x

I f x x x

 

 
: cos(2 ); [0, ]f x x I 

)نلاحظ أن  ) (2 )f x u x حيث  : cosu x x  وبما أن التابعu  ومشتقو ىو  اشتقاقي عمى
: sinu x x  فإن التابعf 0]فيو بالتالي اشتقاقي عمى اشتقاقي عمى, وتابعو المشتق ىو :   [

( ) 2sin2f x x  ونلاحظ أن إشارةf  تعاكس إشارةsin2x. 
2Xنضع  x 0,2]اوعندى ]X  رسم خط التابع فإن لذلك نستفيد منsinX :التالي 

 
 
 
 
 

,0[ عندما [X  0والتي تكافئ,
2

x فإن  sin 0X ومنو  ( ) 0f x 

,0 عندما ,2X  0والتي تكافئ, ,
2

x فإن  sin 0X ومنو  ( ) 0f x 

[ عندما ,2 [X  والتي تكافئ,
2

x فإن  sin 0X ومنو  ( ) 0f x  ومنو جدول الاطراد

 التالي لمتابع:

 الحل
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0
2

( ) 0 0 0

( ) 1 1 1

x

f x

f x

 

)نلاحظ أن   ) (cos )f x u x  :1حيث
:

1 2
u x

x
1اشتقاقي عمى  uوبما أن التابع  

\
2

 

  ومشتقو ىو 
2

2
:

(1 2 )
u x

x
1اشتقاقي بشرط  fفإن التابع  

cos
2

x  وبالاستفادة من الخط

 .cosxالبياني لمتابع 
1نلاحظ أن 

( )
( )

f x
u x

)  حيث  ) 1 2cosu x x  ونلاحظ أن التابعu  ومشتقو  اشتقاقي عمى

:  ىو  2sinu x x وبالتالي فإنf  اشتقاقي بشرط( ) 0u x 1  وىذا يكافئ
cos

2
x 

 .cosxوبالاستفادة من الخط البياني لمتابع 
2نجد أنو عندما  4

,
3 3

x 1  فإن
cos

2
x إذنf  2اشتقاقي عمى 4

,
3 3

  ومشتقو ىو 

2 2

( ) 2sin
( )

( ) (1 2cos )

u x x
f x

u x x
ومن الخط  sinxمن إشارة  fوبما أن المقام موجب فإن إشارة  

2عندما  نجد sinxالبياني لمتابع 
,

3
x  فإنsin 0x  4وَعندما

,
3

x  فإنsin 0x  َو

sin( )  ومنو جدول الاطراد التالي : 0
2 4

3 3
( ) 0

( ) 1

x

f x

f x

 

 
 

 Mو mعمى المجال المعطى، ثُمّ أوجد عددين  fفي الحالات الآتية، ادرس اطراد التابع  
)يُحقِّقان  )m f x M  أيّاً كانx  منI  عمى أن يكون المجال,m M .أصغر ما يمكن 

3 2

3 2

2

3,1 , ( ) 2 4 3

0,6 , ( ) 2 9 12 1

9
1,4 , ( ) 1

3 1
1,8 , ( )

1
4,0 , ( ) 1 2

I f x x x x

I f x x x x

I f x x
x
x x

I f x
x

I f x x
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3التابع   2: 2 4 3f x x x x  وبالتالي يكون  ىو تابع كثير حدود فيو اشتقاقي عمى
f  اشتقاقياً عمى[ 3,1]I  : 2وتابعو المشتق ىو: 3 4 4f x x x   ينعدم التابعf 

2  عندما
2,

3
x 2ولدينا 121

( 3) 0, ( 2) 5, , (1) 4
3 27

f f f f  وليذا التابع جدول

 :fالإشارة التالي لمتابع 
2

3 2 1
3

( ) 0 0

121
( ) 0 5 4

27

x

f x

f x

 

2  ىي Iعمى fمن الجدول نجد ان أكبر قيم التابع  121

3 27
f  وأصغر قيم التابعf عمىI ىي

( 2) 5f  :( 2) 5f 121  وبالتالي فإن
5

27
f x 

:التابع    1 2f x x  1اشتقاقي عمى
,
2

]فيو اشتقاقي عمى   4,0]I  وتابعو المشتق

1  ىو 
:

1 2
f x

x
)  فإن Iمن xونلاحظ انو أياً كان  ) 0f x  فالتابعf  ًمتناقص تماما

(0)  وبالتالي يكون Iعمى  1 ( ) ( 4) 3f f x f. 
 

3بالعلاقة  المعرّف عمى  fليكن التابع   2( ) 2 4f x x x. 
4إلى  xأثبت أنّو عندما ينتمي  .8

3
)ينتمي  ,1 )f x  4,7إلى. 

 ىل عكس الخاصّة السابقة صحيح؟ .8

 
)2  وتابع المشتق ىو  ىو تابع كثير حدود فيو اشتقاقي عمى  fالتابع ) 3 4f x x x   ينعدم
4وعندما  0x  عندما fالتابع 

3
x  :وليذا التابع جدول الإشارة التالي 
4

0
3

( ) 0 0

x

f x
 

4متزايد تماماً عمى fالتابع إذن
0,

3
4من xأياً كانت  وبالتالي 

0,
3

  فإن 

4 140
(0) 4 ( )

3 27
f f x f 

 الحل
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[متناقص تماماً  fوالتابع ]فيو متناقص تماماً عمى  [0, ]من xأياً كانت  وبالتالي [1,0 1,0] 
(0)  فإن 4 ( ) ( 1) 7f f x f 4من السابق نجد أنو أياً كانت

1,
3

x فإن( ) [4,7]f x 

f[4,7]لكن عكس ىذه الخاصة ليس صحيحاً بمعنى أنو إذا كانت  x فميس من الضروري أن يكون
4

1,
3

x  (2)  لأنو لدينا مثلُا 4 [4,7]f  4بينما
2 1,

3
. 

 
4بالعلاقة  المعرّف عمى  fليكن التابع   2( ) 8 8 1f x x x. 

1أثبت أنّ  ( ) 1f x  1يُكافئ 1x. 

 
كان من  xأيّاً كانت قيمة و . تابعٌ كثير الحدود فيو اشتقاقي عمى  fالتابع 

2( ) 16 (2 1)xf xx ينعدم إذن f  1عند

2
x 1و

2
x  0وx . 

 كما في الجدول الآتي fنستنتج من ذلك إشارة التابع المشتق 
1 1

2 2
0

( ) 0 00

x

f x
 

  يأتييمكننا أن نستنتج ما  وىكذا
  ( ) 0f x 1عمى المجال

2
1المجال متناقصٌ تماماً عمىfإذن  ,

2
,. 

 ( ) 0f x  0عمى المجال
1

2
1و ,

2
0fإذنf 0متزايدٌ تماماً عمى المجال

1

2
,. 

 ( ) 0f x  0عمى المجال,
1

2
,0متناقصٌ تماماً عمى المجال fإذن  

1

2
. 

 ( ) 0f x1المجال عمى

2
0و ,

1

2
f إذنf  ً1المجال  عمى متزايدٌ تماما

2
,. 

  الاطرادىذه النتائج في جدول  نذلنعرض إ
1 1

2 2

1 1

2 2

0

( ) 0 0 0

( ) (0)

x

f x

f x f f f

 

)نحل المعادلة  ) 1f x  4  والتي تكافئ 28 8 0x x   فنجد أن مجموعة حموليا ىي  
1,0,1S : وبالتالي يصبح جدول التغيرات كمايمي 

 الحل
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1 1
1 0 1

2 2
( ) 0 0

( ) 1 1 1 1 1

x

f x

f x

 

 ومن الجدول نجد أن :
,1[متزايد تماماً عمى  fبما أن  ,1[اً كانت فأيّ  ] [x  فإن  ( ) (1) 1f x f 
[متناقص تماماً عمى  fبما أن  , [فأياً كانت  ]1 , 1[x  فإن  ( ) ( 1) 1f x f 
1متناقص تماماً عمى  fبما أن 

1,
2

1فأياً كانت  
1,

2
x  فإن  

1
1 ( ) ( 1) 1

2
f f x f 

1متزايد تماماً عمى  fبما أن 
,0

2
1فأياً كانت  

,0
2

x  فإن  

1
1 ( ) (0) 1

2
f f x f 

1متناقص تماماً عمى  fبما أن 
0,

2
1فأياً كانت  

0,
2

x  فإن 

1
1 ( ) (0) 1

2
f f x f 

1متزايد تماماً عمى  fبما أن 
,1

2
1فأياً كانت  

,1
2

x  1 فإن
1 ( ) (1) 1

2
f f x f 

1  ومن ذلك نجد أن  1x  1تقتضي أن ( ) 1f x  1وأن ( ) 1f x  تقتضي أن  
1 1 1 1

1, ,0 0, ,1 [ 1,1]
2 2 2 2

x 

1بالتالي فإن  ( ) 1f x   1تكافئ 1x 
 

أثبت أنّ لممعادلة  
3

1
1

x

x
 .1,2حلًا وحيداً في المجال  

 
التابع لنعرف 

3

( ) 1
1

x
f x

x
 

لممعادلة 
3

1
1

x

x
)حل وحيد تكافئ أنو لممعادلة   ) 0f x حل وحيد  ،f  معرف ، فيوكسريتابع 

}\اشتقاقيّ عمى و  ومشتقو ىو ،{1
2

2

(2 3)

( 1
)

)
(

x x
f x

x
ولنمخص . لندرس إذن إشارة ثلاثي الحدود 

 ىذه الدراسة في جدول كما يأتي :

 الحل
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  1

( )

3

2

2

0 ||

( ) |
3

4
|

x

f x

f x

 

(2)0، والعددان[1,2]تماماً في المجال متزايدو  اشتقاقياً  fوعميو، فالتابع
5

3
f و

2
(1)

1
0f 

)، تقبل المعادلة2متعاكسان بالإشارة، إذن، اعتماداً عمى المبرىنة  ) 0f x  ًحلًا وحيدا
0
x في المجال

وبالتالي لممعادلة، [1,2]
3

1
1

x

x
 حل وحيد. 

 
cosxأثبت أنّ لممعادلة   x  حلًا وحيداً في المجال

3 3
,. 

 
)التابع لنعرف  ) cosf x x x 
cosxلممعادلة   قولنا  x  حل وحيد تكافئ أنو لممعادلة( ) 0f x حل وحيد 
f  المجالاشتقاقيّ عمى و  معرفتابع,

3 3
1وتابعو المشتق ىو ،  sin 0( )x xf . 

,المجالاماً في تم متزايد fوعميو، فالتابع
3 3

1 ، والعددان
0

3 3 2
f و

1

3 3 2
0f  تقبل المعادلة2متعاكسان بالإشارة، إذن، اعتماداً عمى المبرىنة ،( ) 0f x 

حلًا وحيداً 
0
x في المجال,

3 3
cosx، وبالتالي لممعادلة x .حل وحيد 

 
 

3بالعلاقة  ادرس اطراد التابع المعرّف عمى  1.  2( ) 6 3 24
2
xf x x x. 

)أثبت أنّ لممعادلة  .8 ) 0f x  ً2في المجال  حلًا وحيدا, 1. 
)لممعادلة  ىو الحلّ الوحيد في  أثبت أنّ  .8 ) 0f x. 
4 اطراد التابع جية استنتج .8 3 23 1

: 24 10
2 4

g x x x x x. 
 
  وتابع المشتق ىو ىو تابع كثير حدود فيو اشتقاقي عمى fأن بما  .1

 الحل

 الحل
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2 1
( ) 18 6

2
f x x x  وبالتالي فإن f 1  ينعدم عندما

6
x  فقط و أياً كانتx  فإن

( ) 0f x ، : ومنو جدول الاطراد التالي 
1

6
( ) 0

1
( )

6

x

f x

f x f

 

 متزايد تماماً عمى  fومن الجدول نجد أن 
,2فيو متزايد تماماً عمى متزايد تماماً عمى fبما أن .2 29 وبما أن  1

( 1) 0
2

f 
،( 2) 37 0f  أي أن( 1), ( 2)f f  من إشارتين متعاكستين وبالتالي لممعادلة( ) 0f x  حلًا

 .في وحيداً 
)فإن  1xفإنو أياً كان  متزايد تماماً عمى fبما أن   .3 ) ( 1) 0f x f  وأياً كان
2x فإن  ( ) ( 2) 0f x f   وبالتالي فإنو لا يوجد جذور لممعادلة( ) 0f x  في

] , 2[ ] 1, )لممعادلة ىو الحل الوحيد في إذن ] ) 0f x. 
 المشتق ىو ووتابع ىو تابع كثير حدود فيو اشتقاقي عمى  gالتابع

 3 2( ) 6 3 24g x x x 
 يوجد خطأ .4

1 يكن 0x. أثبت أنّو ميما يكن من  nليكن . متراجحة بِرنولي  1nx nx. 
 

(1 ) 1nx nx 0 حيثx  وn 
1)  إن ىذه المتراجحة تكافئ ) 1 0nx nx 0 حيثx  وn 

:ندرس اطراد التابع  (1 ) 1nf x x nx0]عمى,  بغية تحديد أصغر قيمة . ]
,0]اشتقاقي عمى إذنفيو  ىو تابع كثير حدود فيو اشتقاقي عمى  fنلاحظ أن وتابعو المشتق  ]

1)]   ىو  ) (1 )]
:

1

nn x x
f x

x
1وبما أن   1x  0عندماx 1)  فإن ) 1nx x 

 nوَ  0x  عندما
1)]   وعميو يكون ) (1 )]

( ) 0
1

nn x x
f x

x
متزايد تماماً عمى  fنجد من ذلك أن التابع  و

,0]وبالتالي فإن أصغر قيم ىذا التابع عمى  ,0 (0)  ىي ] 0f  0وبالتالي أياً كانتx 
)  فإن ) 0f x 1)  وتكافئ ) 1 0nx nx  1)وتكافئ ) 1nx nx . وىو المطموب 
 

2, 1
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3بالعلاقة  التابع المعرّف عمى  fليكن   23
2

( )f x x x خطّو البياني. وأخيراً  ، وليكن
3المستقيم الذي معادلتو  dليكن 

2
y x. 

 مع محور الفواصل. احسب إحداثيّات نقاط تقاطع الخط البياني  .8
 يشتركان بنقطة عمى الأقلّ. dوالمستقيم  استنتج أنّ الخطّ البياني  .8
 .dوالمستقيم  ادرس الوضع النسبيّ لمخطّ البياني  .8

 
)فإننا نحل المعادلة  xxمع المحور  Cلإيجاد إحداثيات نقاط التقاطع  .1 ) 0f x والتي تكافئ  

3 23
0

2
x x  2  وتكافئ 3

0
2

x x 

3   والثاني بسيط ىو 0x  الأول مضاعف ىو   وليا حلان 

2
x 

3ويقطعو بالنقطة O(0,0)بالمبدأ  xxيمس  Cنستنتج أن 
,0

2
 . 

3نلاحظ أن النقطة   .2
,0

2
فيما يشتركان بيذه النقطة  dوىي وضوحاً تقع عمى  Cتقع عمى  

 عمى الأقل.
  ندرس إشارة التابع  .3

3 2 2 23 3 3 3 3
( ) 1

2 2 2 2 2d
f x y x x x x x x x x 

2وبما أن  1 0x  فإن إشارة
d

f x y  3تعاكس إشارة

2
x :لذلك نمخص الدراسة بالجدول 

 
 

                        3

2
                        x 

                            0           3

2
x 

                           0                    ( )
d

f x y 
C تحت C                              d فوق d الوضع النسبي 

3ونجد أن  
,0

2
 .dو  Cىي النقطة المشتركة الوحيدة بين 

 
 معدوماً. عدداً حقيقيّاً موجباً أو xليكن  

 .أثبت عمى التوالي، بدراسة اطراد توابع مُختارة اختياراً جيِّداً، المتراجحات الآتية .8

 الحل
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21
2

2 4 31 1 1
2 24 6

1 cos sin

cos 1 sin

x x x x

x x x x x x
 

 بين كثيري حدود. cosو sin، كلًا من التابعين0xاحصر، في حالة  .8
1استنتج مما سبق تقديراً لمعددين  .8

sin
2

1و 
cos

2
. 

 
sinxالمتراجحة    .1 x   تكافئ  x sin 0x 

:  ندرس اطراد التابع  sinf x x x  0]عمى, [ 
,0]اشتقاقي عمى  fنلاحظ أن التابع  )  ومشتقو ] ) 1 cosf x x 

)  فإن  0xونلاحظ  أنو أياً كانت  ) 1 cos 0f x x 
,0]متزايد تماماً عمى  fالتابع  نإذ )  فإن  0xوبالتالي فإنو أياً كانت  ] ) (0) 0f x f  وىذا

sinx   يكافئ أن  x  0من أجلx 
  21

1 cos
2
x x  21  تكافئ

cos 1 0
2

x x 

21ندرس اطراد التابع 
: cos 1

2
g x x x  0]عمى, [ 

,0]اشتقاقي عمى  gنلاحظ أن التابع  )  ومشتقو ] ) sing x x x  أي أن  ( ) ( )g x f x 
)  ونستنتج من ذلك أن  ) 0g x  وبالتالي فإن التابعg  وبالتالي فإنو أياً  ,0متزايد تماماً عمى

)  فإن  0xكانت  ) (0) 0g x g  21   وىذا يكافئ أن
1 cos

2
x x  0من أجلx . 

31المتراجحة  
x x sin

6
x   31  تكافئ

sin 0
6

x x x 

31  ندرس اطراد التابع 
h : sin

6
x x x x  0]عمى, [ 

,0]اشتقاقي عمى  hنلاحظ أن التابع  21  ومشتقو ]
( ) cos 1

2
h x x x 

)  أي أن  ) ( )h x g x  ونستنتج من ذلك أن  ( ) 0h x  وبالتالي فإن التابعh  متزايد تماماً عمى
)  فإن  0xوبالتالي فإنو أياً كانت  ,0 ) (0) 0h x h  وىذا يكافئ أن   

31
sin

6
x x x  0من أجلx . 

2المتراجحة    41 1
cos 1

2 24
x x x   2  تكافئ 41 1

1 cos 0
2 24
x x x 

2  ندرس اطراد التابع  41 1
k : 1 cos

2 24
x x x x  0]عمى, [ 

,0]اشتقاقي عمى  kنلاحظ أن التابع  31  ومشتقو ]
( ) sin

6
k x x x x 
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)  أي أن  ) ( )k x h x ونستنتج من ذلك أن ( ) 0k x  وبالتالي فإن التابعk  متزايد تماماً عمى
[0, ) يكون 0xأياً كانت  وومنو فإن ] ) (0) 0k x k   : وىذا يكافئ أن

2 41 1
cos 1

2 24
x x x  0من أجلx . 

3  فإن  0xمن أجل   .2

2 2 4

1
sin

6
1 1 1

1 cos 1
2 2 24

x x x x

x x x x

 

1من أجل   .3

2
x نجد  

3
1 1 1 23 1 1

sin
2 6 2 48 2 2

1قيمة  إذن 
sin

2
تقع في  

1المجال  23
,

2 48
1ويمكن تقديرىا بمنتصف المجال   47

sin
2 96

 

 ونجد أيضاً أن 
2 2 4

1 1 1 1 1 1 1 337
1 cos 1

2 2 2 2 2 24 2 384
 

1قيمة  إذن
cos

2
7تقع في المجال   337

,
8 384

1  ويمكن تقديرىا بمنتصف المجال أي  337
cos

2 384
 

 
ننسب المستوي إلى مَعْمَم متجانس. ونتأمّل . حقيقيّاً موجباً تماماً عدداً  hليكن  

2y جزء المستوي المحدَّد بالقطع الذي معادلتو x  وبالمستقيم الذي معادلتو
y h المجاور، . نريد أن نُنشئ داخل ذلك الجزء، وكما ىو مبيَّن في الشكل

 .hبدلالة ىذا المستطيل  مستطيلًا مساحتو أكبر ما يمكن. احسب بعدي

 
عمى  Dو  Cعمى القطع ورأساه  Bو  Aحيث رأساه  ABCDلنرمز ليذا المستطيل بالرمز 

yالمستقيم  h  وبفرض أن( , )A x y . واقعة في الربع الأول من المستو 
yإن المستقيم  h  يقطع القطع في النقطتين( , )h h  و( , )h h 0[  وبالتالي فإن, [x h  و

]0, [y h  إن بعدي المستطيلABCD  2ىماx  وh y  وبالتالي فإن مساحتو ىي  
2 ( )S x h y  ونريد حسابS   كتابع لx  فقط بما أنA  نقطة من القطع فيي تحقق معادلتو

2y  وبالتالي x ومنو فإن  ( ) 2 ( )S x x h y  3  وبصيغة أخرى( ) 2 2S x xh x 
,0[عمى  Sندرس اطراد التابع  [h التابع   بغية الوصول إلى أكبر قيمة فنجدS  عمى اشتقاقي]0, [h

)2ومشتقو ىو  ) 2 6S x h x وبالتالي ينعدمS  عندما
3

h
x : ومنو جدول الاطراد التالي 

h               
3

h                      0                         x 

 الحل

 

1

1

h

x

y
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                        0              ( )S x 
                      6

3
S h  ( )S x 

6  من الجدول نجد أن 4

3 9
S h h h   0[ىي أكبر قيم التابع في المجال, [h  وبالتالي تكون

4  مساحة أكبر مستطيل ىي

9
h h  2ويكون بعداه ىما 6

3
h  2و

3
h. 

 
، وبحيث تكون Rتمسّ داخلًا كرة نصف قطرىا  rونصف قطر قاعدتيا  hسطوانة ارتفاعيا أ 

 سطوانة دائرتين من سطح الكرة.قاعدتا الأ
 .hو Rبدلالة  rعبِّر عن  
 .hسطوانة بدلالة احسب حجم الأ 
 أكبر ما يمكن؟ سطوانةالتي تجعل حجم الأ hما قيمة  

 
نقطة من  Aنفترضىي مركز إحدى قاعدتي الاسطوانة و  Oنفترضىي مركز الكرة و  Oنفترض  

AOفيكون المثمث ،محيط تمك القاعدة  O قائم فيO  ولدينا  , ,
2

h
OA ROO O A r 

  وحسب فيثاغورث نجد
2

2

4

h
r R 

 vمساحة القاعدة  حجم الاسطوانة ىو :الارتفاع    
2

2 2

4

h
r R  2وv r h    2وبالتالي 31

( )
4

v h R h h 

0,2[يتحول في المجال  hنلاحظ أن     [R  2لذلك ندرس اطراد التابع 31
( )

4
V h R h h  في

 ىذا المجال بغية الوصول إلى أكبر قيمة لو .
)التابع )V h  0,2[يقبل الاشتقاق عمى [R  2ومشتقو ىو 23

( )
4

V h R h  وبالتاليV  ينعدم

2  عندما

3
h R : ومنو جدول الاطراد التالي 

2R               2

3
R                      0                         h 

                        0              ( )V h 
2

3
V R  ( )V h 

 الحل

 
h

r
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32  من الجدول نجد أن 4

3 3 3
V R R   ىي أكبر قيم التابعV  0,2[في المجال [R  وبالتالي يكون

34  حجم الاسطوانة أكبر ما يمكن وقيمتو ىي

3 3
R 2 عندما تكون

3
h R . 

 
يمسّ داخلًا كرة نصف  rونصف قطر قاعدتو  hمخروط دوراني ارتفاعو  
 ، وبحيث تكون قاعدتو دائرة من سطح الكرة.O ومركزىا Rقطرىا 

2hيساوي  rأثبت أنّ   R h  احسب حجم المخروط بدلالة ثمh. 
 التي تجعل حجم المخروط أكبر ما يمكن؟ hما قيمة  

 
2AB  ىي النقطة المقابمة ليا قطرياً ومنو Bىي رأس المخروط وAنفرض   R  نفرض .O 

]ىي مركز قاعدة المخروط فتكون  ]O AB  ويكون  , 2O A h O B R h 
]قائمة لأنيا محيطية تقابل القطر AHBنقطة من محيط قاعد المخروط فتكون الزاويةHلتكن  ]AB

[ ]AB ،  فالمثمثAHB قائم فيH ويكون[ ]O H  ارتفاعاً متعمقاً بالوتر[ ]ABAB  ولدينا  
O H r 
2O  القائم لدينا AHBفي المثمث H O A O B 

2 ومنو (2 )r h R h  2)وىذا يقتضي أن )r h R h 
1مساحة القاعدة  ارتفاعو  إن حجم المخروط ىو 

3
v 

21

3
v r h  2  وبالتالي 3( ) (2 )

3
v h h R h 

0,2[يتحول في المجال  hنلاحظ أن   [R  لذلك ندرس اطراد التابع( )V h  في ىذا المجال بغية
 الوصول إلى أكبر قيمة لو .

)التابع )V h  0,2[يقبل الاشتقاق عمى [R 2  ومشتقو ىو( ) (4 3 )
3

V h Rh h  و ينعدم المشتقV

4  عندما
0,

3

R
h 0  وبما أن ]0,2 [h R  4  فإن

3

R
h  ىي القيمة المقبولة ومنو جدول

 الاطراد التالي :
2R               4

3

R                      0                         h 

                        0              ( )V h 
                       4

3

R
V  ( )V h 
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34  من الجدول نجد أن 32

3 27

R R
V   ىي أكبر قيم التابعV  0,2[في المجال [R  وبالتالي يكون

  حجم المخروط أكبر ما يمكن وقيمتو ىي
332

27

R 4 عندما تكون

3
h R . 

 
21yالذي معادلتو  نتأمّل في مَعمم متجانس القطع المُكافئ   x .0 0,M x y  نقطة من
0تُحقِّق  القطع  0x 0و 0y المرسوم من  . يقطع المماس لمقطعM  محور الفواصل فيA 

 أصغر ما يمكن. OABالذي يجعل مساحة المثمّث  Mموضع  عيّن. Bويقطع محور التراتيب في 

 
 .Mفي النقطة  لنوجد أولًا معادلة المماس لمقطع 

:2  التابع  1f x x  وتابعو المشتق ىو اشتقاقي عمى  : 2f x x 
  ىو Mفي  ميل المماس لمقطع 

0 0
( ) 2m f x x 

2  فمعادلة ىذا المماس ىي 

0 0 0
2 2y x x x y  وبما أنM    فإنM  تحقق معادلة 

2  ومنو

0 0
1y x  فتصبح معادلة المماس فيM 2 ىي

0 0
2 1y x x x  ، نعوض

B
x  في

2  معادلة المماس السابق فنجد

0
1

B
y x ، نعوض

A
y في معادلة المماس السابق فنجد  

2

0

0

1

2A

x
x

x
2أي أن  

0
(0, 1)B x  و

2

0

0

1
,0

2

x
A

x
 

0Aنرمز لمساحة المثمث القائم  B  بالرمزS 1  فيكون
.OA OB

2
S 

  وبالتالي فإن 
2 2

0

0

( 1)

4

x
S

x
3  ومنو نجد 

0 0
0

1 1 1

4 2 4
S x x

x
 

بدلًا من xونرمز ليا ب   0,1عمى أنيا متغير في المجال  Mنعامل فاصمة النقطة 
0
x   فيكونS  

31  معرّفاً بالعلاقة  xتابعاً ل   1 1
( )

4 2 4
S x x x

x
 

2  وتابعو المشتق ىو  ]0,1[اشتقاقي عمى  Sالتابع 

2

3 1 1
( )

4 2 4
S x x

x
 

  بعد التبسيط يصبح 
4 2

2

3 2 1
( )

4

x x
S x

x
)وبالتالي ينعدم   )S x  1عندما

3
x  ولدينا  

1 4 3

93
S 

)ويكون لمتابع   )S x : جدول الاطراد التالي 
1                  1

3
                  0                         x 
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                   0              ( )S x 
4 3

9
             1

3
S  ( )S x 

 

1نجد أن ومن الجدول  4 3

93
S  0,1[ىي قيمة صغرى محمية بل ىي أصغر قيم التابع عمى[  

1  ويبمغيا عندما 

3
x  4وبالتالي تكون مساحة المثمث   أصغر ما يمكن وقيمتيا 3

9
  عندما تكون

1

3
x 2وعندما تكون

3
y ي عندما تكونأM 1في الموضع 2

,
33

. 
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  601ص    تَدرَّب   

 . احسب نيايات التوابع الآتية عند
4 3

3
2

2 2

3 2

2 2

( ) 1 ( )

2
( ) 2 100 ( ) 2 6

5
2 1 2

( ) ( ) 1
1

2 1 2 2
( ) ( )

3 3

f x x f x x x

x
f x x f x x

x
x

f x f x
x x
x x

f x f x
x x x x

 

 
3( )f x x x  

f معرف عمى ] ,  لنُخرِجَ الحد المسيطر عاملً  ، فً جىار معزف فً جىار  fومنه  ]
3مشتركاً 

2

1
( ) 1f x x

x
. رأينا فيما سبق أن 

2

1

x
كبيرة،  xالصفر عندما تصبح يصبح قريباً من  

وعميو يقترب المقدار
2

1
1
x

) أي إن سموك .1من   )f x  3يماثل سموك  فيx.  إذن

lim ( )
x

f x. 
2

2

2 2
( )

3 3

x
f x

x x 
 

 من البسط ومن المقام عاملً مشتركاً 2x الحد جَ خرِ لنُ 
2

2 2

2

2 2
(2 ) 2

( )
3 3

(3 ) 3

x
x xf x

x
x x

. رأينا فيما سبق 

أن 
2

2

x
كبيرة، وعميو يقترب المقدار xيصبح قريباً من الصفر عندما تصبح  

3

2
2
x

أن ، كما 2من  
1

x
3كبيرة، وعميو يقترب المقدار xيصبح قريباً من الصفر عندما تصبح  

3
x

إذن .3من  
2

lim ( )
3x

f x. 
 

3

2

2 1
( )

x
f x

x x
  

 من البسط ومن المقام عاملً مشتركاً  الحد المسيطر جَ خرِ لنُ 
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3

3 3

2

1 12 1 1
2 2( ) 2
1 1

1 1

x
x xf x x

x
x x

 

رأينا فيما سبق أن 
3

1

2x
كبيرة، وعميو يقترب المقدار xيصبح قريباً من الصفر عندما تصبح  

3

1
1

2x
 

1أن ، كما 1من 

x
1كبيرة، وعميو يقترب المقدار xيصبح قريباً من الصفر عندما تصبح  

1
x

 .1من  
) أي إن سموك )f x  2يماثل سموك  فيx.  إذنlim ( )

x
f x. 

 

 
  601ص    تَدرَّب   

 .عيّن نيايات التوابع الآتية عند 
4 3

5
3

2 2

4 2

2 2

5
( ) ( ) 2 1

2 1
( ) ( ) 2 6

2
( ) ( )

1
1 2 5

( ) ( )

f x x f x x x
x

f x f x x x
x x
x

f x f x x
x x
x x

f x f x
x x x x

 

 
3  لنخرج الحد المسيطر كعامل مشترك فنجد 

2 3

2 1
( ) 1f x x

x x
 

  لدٌنا 
3

1
lim 0
x x
و  

2

2
lim 0
x x
  ومنو  

2 3

2 1
lim 1 1
x x x
و  

3lim
x

x وبالتالي  lim ( )
x

f x 

5لدينا  
lim 0
x x
4limو  

x
x  ومنه  lim ( )

x
f x. 

  

2

1
( )

1
1

f x

x
x

 

  لدٌنا 
2

1
lim 0
x x

ومنه  
2

1
lim 1 1
x x
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4
4 42

2

1 11 1
( ) .

1 1
1 1

x
x xf x x

x
x x

 

  لدٌنا 
4

1 1
lim lim 0
x x xx

ومنه :  
41

lim 1
1

1
x

x

x

 

2limكما أن 
x

x إذن lim ( )
x

f x 
 

 
  661ص    تَدرَّب   

م مناقشة وجود نياية من اليمين ومن المعطاة. قد يمز  a  التوابع المبينة أدناه عند النقطةادرس نيايات 
 اليسار في بعض الحالات.

3

3 2

3 2 2 5
( ) , 0 ( ) , 0

2 1
( ) , 3 ( ) , 1

9 2 1

x x
f x a f x a

x x
x x

f x a f x a
x x x

 

 
نعمم أن  

0
lim (2 5) 5
x

x  و
0

lim 0
x

x  عمى أعداد  5. عند قسمة أعداد قريبة من
أي بالقيمة المطمقة  اً كبير  يصبح الكسر سالباً و 0من  موجية قريبة

0
lim ( )
x
f x. 

\معرف عمى  fلدينا   {0} :
2

1 1
( )

1( 1)

x
f x

xx
وعميو بإجراء مناقشة مماثمة لما   

 : سبق نجد

1, 1
lim ( )

x x
f x     و

1
lim ( )
x

f x 
 .1xليس لمتابع نياية عند النقطة  إذن

 

 
  661ص    تَدرَّب   

  احسب النياياتlim ( )
x

f xوlim ( )
x

g x وlim ( )( )
x

f g xوlim ( )( )
x

fg xوlim ( )
x

f
x

g
  

 في كلٍ من الحالات الآتية.
( )g x x         و( ) 2 6f x x. 

 2( )g x x   2 و( ) 3 9f x x. 
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 3( ) 2g x x  1 و
( )f x

x
. 

 
( )g x x     و( ) 2 6f x x. 

lim ( )
x

f x 
lim ( )
x

g x 
lim ( )
x

f g x 
lim ( )( )
x

fg x 
2 6 6

lim ( ) lim lim 2 2
x x x

f x
x

g x x
 

 .وبقية التمارين تُعالج بطريقة مماثمة
 النيايات الآتية: احسب 

3

1

0

2 201

2
2

2
lim lim ( )

1
2

lim 1 lim ( )

2
lim lim

1
5

lim ( ) lim

xx

xx

xx

x x

x x
x x

x

x x x
x

x
x

x x

x x
x x

 

 
lim ( )
x

x x x   نحن أمام حالة عدم تعيين من الشكل 
1

lim ( ) lim ( 1)
x x

x x x x x
x

 

21
lim

1x

x

x
بما أن  

1
lim ( ) 1
x

x 2 وبما أن

1
lim ( 1) 0
x

x فإن  
21

lim
1x

x

x
 

 
2lim ( )

x
x x عدم تعيين من الشكل نحن أمام حالة  

2 2 2
2 3

1
lim ( ) lim 1 lim 1
x x x

x
x x x x

x x
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  621ص    تَدرَّب   

 :احسب النيايات الآتية 
3

3
5 4

2

8 2

2 2

2
2

2
lim lim (2 )

lim ( 3 1) lim

3 2 1
lim lim

1
4

lim ( ) lim

x x

x x

x x

x x

x x
x x

x
x x

x x
x

x x

x x x
x

x x
x x

 

 
3 3lim (2 ) lim 2

x x
x x x 

 
2 2

4 4 4
lim lim lim 0
x x x

x x

xx x x
  

 .تُعالج بطريقة مماثمةوبقية التمارين    

 
     ليييكن اييلييتابييعf  ايلييمعرفيي عييمى\ 1وييفييق  0

( ) 1f x x
x

خييطّو اييلييبيانييي فييي  fC.يي ويليييكن 
 معمم متجانس.

1yذا المعادلة  يقبل المستقيم  fCأثبت أنّ  .1 x .ًمقارباً مائل 
 . بالنسبة إلى المنحني  ادرس وضع المقارب .2
 .ثم  . ارسم fادرس التابع  .3
)عدد حمول المعادلة  mناقش تبعاً لقيم الوسيط  .4 )f x m. 
yعندما يقطع المستقيم الذي معادلتو  .5 m  في نقطتين مختمفتين المنحني M وN عيّن 

 .MNمنتصف القطعة  Iإحداثيات النقطة  mبدلالة 
ثم أثبت   Bو A إحداثيات عيّنحيث يكون المماس أفقياً.  fC إلى النقطتين من Bو Aلنرمز .6

 تقع عمى استقامة واحدة. Iو Bو A أن النقاط الثلثة
 

  نلحظ أنّ  .1
 

1 1
( ) ( ) (1 ) 1 (1 )f x y f x x x x

x x
 

1و
lim 0
x x

1y  الذي معادلتو . إذن المستقيم  x  مستقيم مقارب لمنحني التابعf  عند

1. وكذلك 
lim ( ) 0
x x
 . عند  fىو أيضاً مستقيم مقارب لمنحني التابع  إذن  

f

f

f

 الحل

 الحل
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1إشارة الفرق  إنّ  .2
( ) (1 )f x x

x
 0x. أي إذا كان ذاتيا  xإشارة المقام  ىي عكس 

)كان  ) 0f x y 0، أي إنّ جزء الخط البياني الموافق لقيمx  يقع تحت المقارب. و إذا كان
0x  كان( ) 0f x y 0، أي إنّ جزء الخط البياني الموافق لقيمx .يقع فوق المقارب 
\اشتقاقي عمى  fالتابع    .3 \من  xأيّاً كانت قيمة و . {0}  كان {0}

2

2 2

1
)

1
( 1f x

x

x x
 

 . 1xو 1xعند  f ينعدم إذن
 كما في الجدول الآتي fنستنتج من ذلك إشارة التابع المشتق 

1 0 1

( ) 0 || 0

x

f x
 

 يمكننا أن نستنتج ما يأتي  وىكذا
  ( ) 0f xالمجال عمى] , )و]1 1) 0f إذنf  ٌتماماً عمى المجالمتناقص] , 1]. 
 ( ) 0f x ينمجالالعمى] 1,0[, [ينالمجال كل مجال من عمىتماماً متزايدٌ fإذن  ]0,1[ 1,0[, ]0,1[

. 
 ( ) 0f x 1[عمى المجال, (1)و ] 0f  إذنf  ٌ1]تماماً عمى المجالمتناقص, [. 

  الاطرادن ىذه النتائج في جدول ذلنعرض إ
1 0 1

( ) 0 0

( ) 1 1

x

f x

f x f f

 

 وبحساب النيايات عند أطراف مجالات التعريف نجد: 
0 0

lim ( ) , lim ( ) , lim ( ) , lim ( )
x x x x

f x f x f x f x 
 جدول التغيرات التالي : fلمتابع  إذن

1 0 1

( ) 0 0

( ) 1 1

x

f x

f x f f

 

)يبيّن الجدول السابق أنّ القيمة  1) 3f  محمياً لمتابع صغرى ىي قيمةf  2يبمغيا عند النقطة 1x 
(1)وأنّ القيمة  1f 1محمياً يبمغيا عند النقطة  كبرى ىي قيمةx.  

 
: من الجدول ن .4  جد أنَّ
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  (] , 1]) [3, [

(] 1,0[) ]3, [

(]0,1]) ] , 1]

(]1, [) ] , 1[

f

f

f

f

 

فمممعادلة حلن أحدىما في  1mوبالتالي إذا كانت 
,1[والآخر في المجال ]0,1[المجال  [   

 حل وحيد لممعادلة. 1xفإنّ  1mإذا كانت 
1إذا كانت  3m .فالمعادلة مستحيمة الحل 
 .حل وحيد لممعادلة 1xفإنّ  3mإذا كانت 

[فمممعادلة حلن أحدىما في المجال  3mإذا كانت  و [والآخر في المجال ]1,0 , 1[   
 ملحظة: يمكن لمطالب مناقشة الحل بيانياً.

5. ( )f x m  1  تكافئ
1 x m

x
2وتكافئ   1x x mx  وتكافئ

2 ( 1) 1 0x m x ويكون ليذه المعادلة حلن عندما] , 1[ ]3, [m  
 يحققان :  Nxو  Mxوعندىا نجد أنَّ جذري المعادلة ىما 

1
1

1N M
m

x x m 1ومنو

2 2
N M

I

x x m
x  1ومنو

,
2

m
I m 

)ىما حمول المعادلة  Bو  Aفاصمتي  .6 ) 0f x 1وىيx  1)ومنو, 1)A و( 1,3)B . 
1
, 1

2

m
AI m  3و

,3
2

m
IB m  

2 2

1 3
(3 ) ( 1)

2 2
3 3 3 3

0
2

m m
x y y x m m

m m m m m m
 

 عمى استقامة واحدة. Iو  Bو  Aمرتبطان خطياً فالنقط  IBو AIالشعاعان  إذن
 

 621ص    تمرينات ومسائل 

limاحسب النيايات    ( )
x

f x وlim ( )
x

g x وlim ( )
x

f g x وذلك في كلٍ من الحالات ،
 الآتية.
 ( )g x x  و( ) 2 1f x x. 
 2( )g x x  2و( ) 1f x x. 
 ( ) 2g x x  1و

( )f x x
x

. 

1 
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 lim ( )

lim ( )

lim ( ) lim (2 1 ) lim ( 1)

x

x

x x x

g x

f x

f g x x x x

  

 

limاحسب النيايات   ( )
x

f x وlim ( )
x

g x وlim ( )( )
x

fg x.وذلك في كلٍ من الحالات الآتية ، 

 1
( )g x

x
)2و   )f x x. 

 ( )g x x  و
2

1
( )f x

x
. 

 
3

2
( )g x

x
)3و   ) 5 1f x x. 

 
 lim ( )

x
f x  وlim ( ) 0

x
g x  ولدينا  

 3
3 3

2 2
( . )( ) ( ). ( ) (5 1) 10f g x f x g x x

x x
 

  وبما أن 
3

2
lim 0
x x

limفإن  ( . )( ) 10
x

f g x 

 
limاحسب النيايات   ( )

x
f x وlim ( )

x
g x وlim ( )

x

f
x

g
، وذلك في كلٍ من الحالات 

 الآتية.
 2

( )g x
x

1و   
( )f x

x
. 

 1
( )g x

x
و  

2

2
( )f x

x
. 

 
2

1
( )g x

x
1و  

( )f x
x

. 

  
 lim 0

x
g x  وlim 0

x
f x 

2

2

1
( )

( )
( ) 1

f f x xxx x
g g x x

x

 

 الحل

2 

 الحل

3 

 الحل

dra
ft 



 

121 

lim ( ) lim
x x

f
x x

g
 

 
المعطاة. قد يمزم مناقشة وجود نياية من اليمين  aادرس نيايات التوابع المبينة أدناه عند النقطة   

 ومن اليسار في بعض الحالات.

2

2 2

3 1 2 5
( ) , 0 ( ) , 0

2 1
( ) , 1 ( ) , 2

1 6

x x
f x a f x a

xx
x x

f x a f x a
x x x

 

 
لدينا  

0
lim(3 1) 1
x

x 2و

0
lim 0
x
x  وبالتالي  

0
lim ( )
x
f x 

لدينا  
2

lim( 1) 3
x
x 2  نجد أن  و

2
lim ( 6) 0
x

x x  2  وأن

2
lim ( 6) 0
x

x x 
  وبالتالي فإن 

2
lim ( )
x

f x  و
2

lim ( )
x

f x وبالتالي ليس لمتابعf نياية عند النقطة

2x 
 

 .وعند احسب نيايات التوابع الآتية عند 
3 2 2

2 3 3 6

( ) 1 ( ) 3 1

( ) 2 ( ) 10 5 10

f x x x f x x

f x x x f x x x
 

  
 3 3lim ( ) lim (10 )

x x
f x x 

    3 3lim ( ) lim (10 )
x x

f x x 
 

 ة.لكلٍ من التوابع الكسري عند و   عندأوجد النياية  

2 2

2 2

2 5

2

3

2 3

3 12 3 2
( ) ( )

1 2

12
( ) ( )

5 8

3 1 10
( ) ( )

0.17

5 2
( ) ( )

3 2 1

x x
f x f x

x x

x x
f x f x

x x

x x
f x f x

xx

x x x
f x f x

x x x

 

4 

 الحل

5 

 الحل
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3 2

( )
2

x
f x

x
 

     3 2 3
lim lim 3

2x x

x x

x x
  

 

 قراءة جداول التغيرات  
اعتماداً عمى جدول التغيرات المبين أدناه، عيِّن مجموعة تعريف كل تابع، ونياياتو عند أطراف  

 مجموعة التعريف، ومجالات التزايد والتناقص.

 
 

[  لتابع الأول ىي اتعريف إن مجموعة    ,0[ ]0, [fD 
 ونيايات التابع عمى أطراف مجموعة التعريف ىي:

0 0
lim ( ) 2 , lim ( ) , lim ( ) , lim ( ) 0
x xx x

f x f x f x f x 
 مجالات التزايد والتناقص ىي: 

[عمى المجال   تماماُ  متناقص ,0[ 
,0[عمى المجال تماماُ متزايد  [ 

 
 قراءة الرسم البياني 

اعتماداً عمى منحني التابع المبين أدناه، اكتب جدول التغيرات. ىل يمكنك توقع المقاربات من 
 ؟الرسم

2 3 4

0 0

0 2 3 4

x

f

f

1 0 1

0

2 4 2

x

f

f

0 3

0 0

2 0 1

x

f

f

0

2 0

x

f

f

 الحل

7 

 الحل

8 

dra
ft 



 

123 

  

  

 

 

x2

2

y

                      

 

 

x

y

5

5

 
 

 
 

 
 
 

xيوازي المحور  Cمقارب لي  1yلدينا المستقيم  x   بجوار( )وبجوار  ( ، المستقيم  (
2x  الموازي لممحورy y   ىو مقارب ليC  ويكونC  من جية عمى يسارهoy  ، يكون وC 

yالموازي لممحور  2x، والمستقيم oyمن جية عمى يمين المقارب  y   ىو مقارب ليC  ويكونC 
 . ،oyمن جية عمى يمين المقارب  C، يكون  oyمن جية عمى يساره 

 
1

1 1

x

f

f

 

y الموازي لممحور 1xالمستقيم   لدينا  y ىو مقارب لي C  ويكونC  من جية عمى يسارهoy  ،
x الموازي لممحور 1yالمستقيم  و ،oyمن جية عمى يمين المقارب  Cيكون و  x لـ  ىو مقاربC 

)بجوار  )تحت المقارب وبجوار  C ويكون (  فوق المقارب . Cويكون  (
 

 ادرس التوابع الآتية، مبيناً محور التناظر، ثم ارسم الخطوط البيانيّة التي تمثِّميا. 
2 2

2

( ) 2 3 ( ) 5 6

( ) 2 1 3 ( ) 2

f x x x f x x x

f x x x f x x x
 

 
:2التابع   2 3f x x x  هى تابع كثٍز حدود فهى معزف واشتقاقً على  

lim  لدٌنا ( )
x

f x  وlim ( )
x

f x ومشتقو ىو  
( ) 2 2f x x  ينعدمf  1عندx  (1)  ولدينا 4f 

 ومنه الجدول التالً :

 الحل

9 

 الحل
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1

( ) 0

( ) 4

x

f x

f x

 

(1)  نلحظ من الجدول أن  4f  (1,4)ىي قيمة كبرى محمياً لمتابع ، ذروة القطع ىي النقطةv ومحور
 1x  تناظره ىو 

 
المعطاة ىي مركز تناظر الخط البياني لمتابع، ثُم ارسم  Iادرس التوابع الآتية، مبيناً أن النقطة    

 ىذا الخط. 
3

3

3 2

3 2

( ) 1, (0,1)

( ) 4 1, (0, 1)
3

( ) 3 9 1, ( 1,10)

3 1 5
( ) 1, ,

2 2 4

f x x x I

x
f x x I

f x x x x I

f x x x I

 

 
  3 23

( ) 1
2

f x x x  ,1 5
,

2 4
I 

 ,كثير حدود فيو معرف واشتقاقي عمى  fالتابع 
lim  لدينا  ( ) , lim ( )

x x
f x f x   

2( ) 3 3f x x x  ،  ينعدمf  0عندماx  (0)  ولدينا 1f  
3  ولدينا  1xو عندما 

( 1)
2

f  ، :ومنو جدول التغيرات التالي 
1 0

( ) 0 0

3
( ) 1

2

x

f x

f x

 

(0)ومن الجدول نجد أن :  1f  3ىي قيمة كبرى محمياً و
( 1)

2
f. ًقيمة صغرى محميا  

1ولنثبت أن 5
,

2 4
I ىي مركز تناظر ليfC.يجب إثبات أمرين ،  

1الأول : أياً كانت 

2 fx D  1فإن

2 fx D  وبما أنfD

 فيذا الشرط محقق وضوحاً .

10 

 الحل
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1الثاني :  1 5
2

2 2 4
f x f x : ونلحظ أن ، 

 
 

3 2 3 2

1

2 3 2 2 3 2

1 1 1 3 1 1 3 1
1 1

2 2 2 2 2 2 2 2
1 3 3 3 1 1 3 3 3 1

8 4 2 2 4 8 4 2 2 4

l f x f x x x x x

x x x x x x x x x x

2 3 2 2 3 2

2

2

1 3 3 3 3 3 1 3 3 3 3 3
2

8 4 2 8 2 2 8 4 2 8 2 2
1 1 1 5

2 2
4 4 2 2

x x x x x x x x x x

l

 
  طريقة ثانية:

3 2
2 3 2

2 3 2 3

1 1 3 1 1 3 3 3 1
1 1

2 2 2 2 8 4 2 2 4
1 3 3 3 3 3 3 5

1
8 4 2 8 2 2 4 4

f x x x x x x x x

x x x x x x x

 
31ومنو نجد  3 5

2 4 4
f x x x  1، بالجمع نجد 1 5

2 2 2
f x f x 

 fCىي مركز تناظر لي Iإذن فالشرط الثاني محقق .
 

ادرس التوابع الكسرية الآتية، وحدد مراكز التناظر والمقاربات في حال وجودىا. ثم ارسم خطوطيا  
 البيانيّة.

 
10 2

( ) ( )
5 3

3 1 1
( ) ( ) 3

1 2

x x
f x f x

x x
x

f x f x
x x

 

 
  3 1

( )
1

x
f x

x
 

\معرف واشتقاقي عمى  fالتابع  lim  ، لدينا {1} ( ) lim ( ) 3
x x

f x f x   وبالتالي فإن
xالموازي المحور 3yالمستقيم xىو مقارب ليfCعندما تكون ،x في جوار( )وجوار  ( ) 

11 

 الحل
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  ، و لدينا
1 1

lim ( ) , lim ( )
x x
f x f x  1وبالتالي فإن المستقيمxالموازي المحور

y y   ىو مقارب ليfCولممنحني ،fC.فرعان أحدىما يقع عمى يسار ىذا المقارب والآخر عمى يمينو 

 
2 2

3(1 ) 3 1 4
( ) 0

(1 ) (1 )

x x
f x

x x
، فالتابع متزايد تماماً عمى كل مجال من المجالين:

,1 ,  ومنو جدول التغيرات التالي: ,1
 

 
 

,1)  ا نتنبأ بأن نقطة تقاطع مقاربيو وىي نفإن ىوموغرافيبما أن التابع  3)I.ىي مركز تناظر لو 
1إذا كان  ولنثبت ذلك : من جية أولى \ 1x  فإن\ 0x  ومنو\ 0x 

1وبالتالي \ 1x .فالشرط الأول محقق 
1)3ومن جية ثانية:  ) 1 3(1 ) 1 3 4 4 3

(1 ) (1 )
1 (1 ) 1 (1 )
3 4 3 4 6

6 2( 3)

x x x x
f x f x

x x x x
x x x

x x

 

,1)إذن فالشرط الثاني محقق. 3)I ىي مركز تناظر ليfC 

  نستفيد من النقط المساعدة التالية  fCولرسم 
1

0 2
3

0 1 7

x

y
  

 
 

، fCالمعطى هو مقارب مائل لمنحني التابع  ، وأثبت أن المستقيم f ادرس التابع الكسري 
 :، في كلٍ من الحالات الآتيةfCبالنسبة إلى المقارب، ثُمّ ارسم  fCادرس وضع 

12 
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 2

2

2

3
: 2, ( ) 2

1 1 1
: , ( )

4 4
5 1

: 5, ( )

3 6 2
: 2, ( )

3

y x f x x
x

x x
y f x

x
x x

y x f x
x

x x
y x f x

x

 

 
  

23 6 2
( )

3

x x
f x

x
،: 2,y x  

  *معرف واشتقاقي عمى  fالتابع      
lim  لدينا ( ) , lim ( )

x x
f x f x  و

0 0
lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x 
xعمى المحورالمنطبق 0xنستنتج أن المستقيم  x   ىو مقارب ليfCوالمنحني ،fC  مؤلف من

  بالشكل fفرعين أحدىما عمى يمين المقارب والآخر عمى يساره ، ويمكننا كتابة التابع 
2

( ) 2
3

f x x
x

2وبالتالي  
( ) y

3
f x

x
  ومنو نجد أن  

lim ( ) y lim ( ) y 0
x x

f x f x  
)بجوار fCمقارب مائل لي   إذن )و  ( يمخص بالجدول  مع  fC، والوضع النسبي لي(

0التالي

( ) 0

  

x

f x y

 

 
2

2 2

2 3 2
( ) 1

3 3

x
f x

x x
2عندما  fينعدم  

3
x  2  ولدينا 2 6 6

3 3
f  

2و عندما 

3
x  2  ولدينا 2 6 6

3 3
f : ومنو جدول التغيرات التالي ، 

2 2
0

3 3
( ) 0 0

2 6 6 2 6 6
( )

3 3

x

f x

f x

 

2 2 6 6

3 3
f2ىي قيمة كبرى محمياً و 2 6 6

3 3
f .ًقيمة صغرى محميا 

 الحل
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31التابع كثير الحدود  نقرن بكل عدد حقيقي  
( ) 2

3
f x x bx. 

2yموازياً لممستقيم  1ليكون المماس في النقطة التي فاصمتيا  عين .1 x. 
 .fCوارسم خطّو البياني  fادرس التابع  .2

 
 2m  ىو  1طة التي فاصمتيا قفي الن fCلي  ميل المماس .1

f التابع  )2 ، ومشتقو ,معرف و اشتقاقي عمى     )  f x x b  مٍل المماس ،

f(1)  للتابع فً نقطة منه تساوي قٍمة المشتق فً تلك النقطة ،نعىض: m 

 2 1 b  :1ومنوb 
31و منو 

( ) 2
3

f x x x 
2. lim ( ) , lim ( )

x x
f x f x 

2( ) 1 0f x x       ،f متزايد تماماً عمى 
 , 

( )

( )

x

f x

f x

 

 

 نقاط مساعدة لمرسم :
1 0 1

2 10
( ) 2

3 3

x

f x
  

 
 
 

b

b

13 
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 لنتعمّم البحث معاً  

)من الشكل  fىل يوجد تابع كسري   )
ax b

f x
cx d

2يحقِّق   1 * *2f ويقبل خطّو ،

 ؟1yو 1xمقاربين  fCالبياني 

 
لا فإن  0cلدينا  نجد:  cليس تابعاً كسرياً وبتقسيم البسط و المقام عمى  fوا 

( )
x

f x
x

,  حيث   ,
a b d

c c c
 

] , [ ] , [fD 
lim ( ) , lim ( ) mod
x x

f x f x 
:و  منو  المستقيم  y  مقارب لfC يوازي xx 

1و منو   1  نجد أن  fCمقارب لي  1y  بالمقارنة مع الفرض          a c 
lim ( )
x

f x 
1و  منو  المستقيم  : x   مقارب ليfC  يوازيyy. 

1ومنو  1نجد  1xبالمقارنة مع المقارب  2 
(2)ثم أن   1f  2نجد أن

1 3
2

2  ومنو   
1

1
 1  ومنو    

1ومنو   
( )

1

x
f x

x
)  ، أي   ) 1f x . وىو تابع ثابت 

 
مماساً أفقياً في  fCمن الدرجة الثالثة، فردي، ويقبل خطّو البياني  fىل يوجد تابع كثير حدود 

 ؟1,1Aالنقطة 

 
 3 2( )f x ax bax cx d 

 :ومنو (0,0)يمر من  fC  أن لذا نجد من الدرجة الثالثة و معرف عمى  كثير حدودفردي و  fالتابع 
(0) 0f ،0  أي 1d  

 fC لي مركز تناظر (0,0)بما أن التابع فردي و 

 f معرف و اشتقاقي عمى] ,   ، مشتقه هى ]
2( ) 3 2f x ax bx c 

1أي  m 0ميمو لذا يكون  ،أفقي  (1,1)و بما أن المماس في 0f :وىذا يكافئ ، 
3 2 0..... 2a b c   

14 
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(1) مركز تناظر لذا نجد أن : (0,0)و بما أن   ( 1) 0f f 
 0a b c d a b c d 2  تكافئ 2 0b d  

0نجد  0dو بما أن    3b 
(1)  ومنو 1f ، (1)3 نعوض 1a c : 1 أي 4a c 

3  فنجد2في 3نعوض 0 5a c 
2  نجد أن 5و 4بحل  1a 3  ومنو 1

,
2 2

c a  التابعوfىو 
 

31 3
( )

2 2
f x x x   

 

 حل المتراجحة الآتية. 
2 4

7 4
1

x
x x

x
 

 
 

)المتراجحة من الشكل  ) ( )f x g x ، 2حيث( ) 7 4f x x x  ،4
( )

1

x
g x

x
  

g,لندرس كل من التابعين   f ينالبياني ماو نرسم خطي  
f التابع  [معرف و اشتقاقي عمى    , [ 

lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x 

( ) 2 7f x x   ينعدم ،( )f x  7  عند
 

2
x   7و 33

 
2 4

f 

  جدول التغييرات التالي : f فيكون لمتابع
7

2
( ) 0

33
( )

4

x

f x

f x

 

 نقاط مساعدة لمرسم :
0 1 2 5 6 7

( ) 4 2 6 6 2 4

x

y f x
 

4متابع أما بالنسبة ل
( )

1

x
g x

x
g التابع فإن ،  1,معرف و اشتقاقي عمى كل من    , 1, 
lim ( ) 1, lim ( ) 1
x x

g x g x 
)بجوار gCىو مقارب لي   xx' الموازي لي 1yومنو المستقيم   )وبجوار   ( ) 

16 
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1 1
lim ( ) , lim ( )

x x
g x g x 

فرعان أحدىما عمى يسار المقارب والآخر عمى يمين  gC، وليyy'يوازي  gC مقارب لي  1xو منو 
 المقارب .

 
2

5
( ) 0

( 1)
g x

x
 

 :جدول التغيرات
1

( )

( ) 1 1

x

g x

g x

 

نقاط مساعدة لمرسم:
 

4 0 2 6

( ) 0 4 6 2

x

y g x
 

)  ىي حمول المعادلة  fCو gCفواصل النقط المشتركة بين ) ( ) f x g x 
3  المعادلة تكافئ  ىذه أنبالإصلح نجد و  28 12 0x x x 

)2 و تكافئ  )8 12 0x x x  ، 0  إماx 4 ومنوy 
 2y  ومنو  6x  أو ،    6y  ومنو   2x  أو 

,0)  المشتركة ىي  فالنقاط   عندما  gCيقع تحت  fCومن الرسم البياني نجد أن  (6,2),(2,6),(4
,0 1,2 6,x  مجموعة حمول المتراجحة .وىي 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ( يمكن حل المتراجحة  جبرياً كالأتي :2طريقة )
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2المتراجحة تكافئ  4
– 7 4 0

1

x
x x

x
 

       وتكافئ 
3 28 12

0
1

x x x

x
     وتكافئ  

2( 8 12)
0

1

x x x

x
 

 1x   ينعدم المقام عندماو   0,2,6xينعدم البسط عندما 
  :الجدول

2

3 2

0 1 2 6

0

8 12

8 12

1

0 0

1 0

0 0 0

x

x

x x

x x x

x

x  

0, مجموعة حمول المتراجحة ىي  1,2 6,x 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

   قُدُماً إلى الأمام
 

 تعيين تابع 
:في مَعْمَم متجانس، وارسم المستقيمين 2,1Aعيِّن النقطة  .1 1d x  و: 2y. 
)ليكن التابع   .2 )

ax b
f x

x c
لمتابع  بالنقطة  fCليمر الخط البياني  cو bو a. عين الأعداد

A  ويقبلd مقارباً أفقياً.  مقارباً شاقوليّاً، و 
 .fCوارسم  fادرس التابع  .3
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1.  

 
2.  ( )

ax b
f x

x c
 

f التابع  ,معرف و اشتقاقي عمى كل من    c , c, 
 ( 2,1) fA C  ومنو  ( 2) 1f 2  ومنو

1 1
2

a b

c
 

lim ( ) , lim ( )
x x

f x a f x a  
yو منو المستقيم   a  مقارب لي fC  يوازي'xx  

:بالمقارنة مع المقارب  2y           2نجد أن 2a  
 lim ( )

x c
f x  نلحظ أن نياية  f    عندc  أو  تساوي  

xو منو المستقيم   c      مقارب لي fC  يوازي'yy  
 بالمقارنة مع المقارب      

: 1d x  1  نجد أنc  1ومنو 3       c 
2 ىو  و التابع  3b  فنجد أن  1 نعوض في 3

( )
1

x
f x

x
 

3. 
  

2

1
( ) 0

( 1)
f x

x
 

1

( )

( ) 2 2

x

g x

g x

 

)  ىي حمول   xx'مع فواصل نقط التقاطع   لمرسم نقط مساعدة  ) 0f x وتكافئ ،  
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2 3 0x   3  ومنو

2
x ،إذن 'xx  يقطعfC 3النقطة  في

,0
2

 

(0) ، وترتيبيا ىو  0xىي   yy'مع  fCفاصمة نقطة تقاطع  3  y f  ً(0,3)  فالنقطة ه

2المعرفة عمى الوجو الآتي :  mfجماعة التوابع  لنتأمّل 
( )

mx
f x

x m
. mحيث  

المماس في »التي تحقق  mC. عيِّن الخطوط البيانيّة mCبالرمز  mfنرمز إلى الخط البياني لمتابع  
3الذي معادلتو  dيوازي المستقيم  2xالنقطة التي فاصمتيا  0x y  و.» 

 
2

( )m
mx

f x
x m

 

mf   معرف و اشتقاقي عمى] , [, ] , [m m 
:المستقيم ميل  3 0d x y  3 ىوm وبما أن المماس لي ،mC  2)في النقطة, (2))f  يوازيd 

(2)  فإن ليما نفس الميل ، وبالتالي  3f  ولكن  
2

2

2
( )      

( )

m
f x

x m
 

ومنو  
2

2

2
3

m

x m
2 :بالإصلح نجد  6 5 0m m   1ليا حلن   وm  5أوm 

1  ىو  التابع الموافق 1mمن أجل 
2

( )
1

x
f x

x
 

1وبما أن
4

(2) 4 0 
1

f 1وبالتاليC 1خط التابعf .يحقق المطموب 

5  ىو  التابع الموافق 5mأجلومن 
5 2

( )
5

x
f x

x
 

5وبما أن
12

(2) 4 0 
3

f  5، فإنf  . لا يحقق شروط المسألة فيو مرفوض 

18 
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1  ىو  و منو التابع الموافق
2

( )
1

x
f x

x
 1Cخطو البيانيو  

 مماثمة يرسم بخطوات   موضح في الشكل 
 .لمتمرين السابق 

 

  دراسة توابع  
ادرس التوابع الآتية وارسم الخط البياني الممثل لكلٍ منيا، وفي حال وجود مقارب أفقي أو مائل  

 بيِّن وضع المنحني بالنسبة ليذه المقاربات، معيِّناً نقاط التقاطع معيا.  
3

2

4 2

2 2

2 2

2

( 2)( 3)
( ) 2 ( )

( 1)
1

( ) 2 1 ( ) 2

1 1
( ) ( ) 2 1

1
( 1) 1

( ) ( )
( 3) 1

x x
f x x x f x

x

f x x x f x x
x

f x f x x
x x
x x

f x f x
x x x x

 

 
2

( 2)( 3)
( )

( 1)

x x
f x

x
 نكتبو بالشكل  

 
2

2 2
)

1

6
(

x x
f

x x
x 

1,معرف و اشتقاقي عمى كل من  fالتابع  , 1, 
lim ( ) 1, lim ( ) 1
x x

f x f x 
:و منو المستقيم  1y  الموازي ليxx   مقارب ليfC 

1 1
lim ( ) lim ( )

x x
f x f x 

1و منو المستقيم  : 1x  الموازي لي'yy   مقارب ليfC ولي ،fC  فرعان أحدىما عمى يسار المقارب
 والآخر عمى يمين القارب .

:مع  fCالوضع النسبي لي  
2

2 2

6 3 7
( )

( 1) ( 1)

x x x
f x y

x x
  

)ينعدم  )f x y  7عند

3
x  2،  وبما أن( 01)x  فإشارة( )f x y  3من إشارة 7x 

7
1

3
( ) 0

x

f x y 

7والنقطة 
,1

3
 .fCمع الخط   ىي نقطة تقاطع المقارب 

19 
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3

11 3
( )

( 1)

x
f x

x
11عند  fينعدم  

3
x  : 11، ولدينا 25

3 16
f : ومنو جدول التغيرات التالي 

11
1

3
( ) 0

25
( ) 1 1

16

x

f x

f x

 

11ونستنتج أن  25

3 16
f . ىي قيمة كبرى محمياً لمتابع 

  
 
 
 
 
 
 
 

 عدداً مختمفاً عن الصفر. ولنتأمّل التوابع الثلثة الآتية. bلتكن  
..     

 مقاربات لو، وليس لو مقاربات غيرىا؟أيُّ ىذه التوابع يقبل المستقيمات الثلث الآتية  .1
1 2

: 1, : 1, : 2y d x d x 
 .1xعند  يقطع المستقيم  1.التي تجعل منحني التابع المعين في الطمب  bعيِّن قيم العدد  .2
 .Oمماساً أفقياً في المبدأ  1.كي يكون لمنحني التابع المعين في الطمب  bعين قيم العدد   .3

 
\كل تابع من التوابع معرف عمى .1 ,من أي معرف عمى كل،1,2 1 , 1,2 , 2, 

مقاربات الخطوط البيانية لكل منيا بأنّ ننيي كل تابع معين بقاعدة ربط واحدة و بالتالي نبحث عن و 
 لأطراف مجالات التعريف المفتوحة . المتغير

 
2

2
( )

2

x bx
f x

x x
 

lim ( ) lim ( ) 1
x x

f x f x  و منو: 1y لي  مقارب 
f
C  يوازي'xx 

أما عندما 
1

lim ( )
x
f x  1وb 0نجد حالة عدم تعيين من الشكل

0
 لإزالتيا: 

20 
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2

2

1 ( 1)
( )

( 2)( 1) 22

x x x x x
f x

x x xx x
ومنو  

1

1
lim ( )

3x
f x 

 .ليس التابع المطموب fوبالتالي  في ىذه الحالة ليس مقارب 1xومنو 
 2

( )
( 1)( 2)

x b
g x

x x
 

2نجد أن   2bوبطريقة مماثمة لما سبق من أجل 2 2
( )

( 1)( 2) 2

x
g x

x x x
  

lim ( ) lim ( ) 0
x x
g x g x 

مقارب لي   0yو منو 
g
C  منطبق عمى  'xx   و ىو غير المقاربات المطموبة 

 1
( ) 1

1 2

b
h x

x x
 

lim ( ) lim ( ) 1
x x
h x h x 

مقارب لي   1yو منو 
h
C يوازي   'xx   المقاربات المطموبة  إحدىو ىو 

1
lim ( )

x
h x  و

1
lim ( )

x
h x  1ومنوx  مقارب لي

h
C يوازي  y y   

2
lim ( )
x

h x  و
2

lim ( )
x

h x  2ومنوx  مقارب لي
g
C يوازي  y y  

2. : 1y  يقطع 
g
C 1عندx  1أي

1 0
1 1 1 2

b
  ومنه 

3

2
b 

,اشتقاقي عمى كل من المجالات   hالتابع  .3 1 , 1,2 , 2, 

   و مشتقو
2 2

1
( )

( 1) ( 2)

b
h x

x x
  ، 

h
C  (0,0)يقبل مماساً أفقياً في المبدأO   لما  

( ) 0h x   أي أي
2 2

1
0

(0 1) (0 2)

b  4ومنوb . 

 
\المعرفين عمى  gو fليكن التابعين    بالعلقتين : 0

2

( )
1

x
f x

x
و   

2

1
( ) 1

( 1)
g x x

x
. 

أثبت أنّ لممنحنيين 
f

و  
g

المقاربات الشاقوليّة والمائمة نفسيا. ثم عيّن نقاط تقاطع المنحنيين إن  
 وُجدت.

 
2

2

1
( ) , ( ) 1

1 ( 1)

x
f x g x x

x x
 

g, كل من التابعيين f 1,معرف و اشتقاقي عمى    , 1, 
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lim        :       أولاً 
x

f x    lim
x

f x 

1 1
lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x    1و منوx  مقارب لي 
f
C  يوازي   'yy . 

2 2 21 1 1 1 1
( ) 1

1 1 1 1 1

x x x
f x x

x x x x x
 

:لنأخذ المستقيم  1y x : فنجد أن 

 
1

( )
1

f x y
x

 
limوبالتالي ( ) 0( )   

x
f x y  وlim ( ) 0( )   

x
f x y 

:و منو  1y x    مقارب مائل لي
f
C  و عند   عند 

lim:      ثانياً  ( )
x
g x    وlim ( )

x
g x         

  و بسيولة نجد أن 
 
: 1y x  مقارب مائل لي

g
C  و عند   عند 

مقارب لي  1x  كما نجد أن
g
C  يوازي   'yy   

لإيجاد نقط تقاطع 
f
C  مع

g
C نحل المعادلة  ( ) ( )f x g x    و منو

2

1 1

1( 1) xx
 

1أي  1x   2و منوx        ،(2) (2) 4g f  (2,4)  و منو
f g
C C  

  و المستقيمات 
 
: 1y x  و: 1d x   مقاربان لكل من

f
C  و

g
C . 

 

\المعرف عمى  fليكن التابع   )وفق  1,4 )
( 1)( 4)

x
f x

x x
، و
f

 خطّو البياني. 

، ثم ارسم fادرس التابع  .1
f

. 
)عدد حمول المعادلة  mبالاعتماد عمى الرسم، ناقش تبعاً لقيم الوسيط  .2 )f x m. 

 
1. (

1)
)

( ( )4

x
f x

x x 
  بالشكل  fنكتب 

2
(

4
)

5x

x
f

x
x 

1,   كل من   معرف و اشتقاقي عمى f التابع , 1,4 , 4, 
 لإيجاد النياية ندرس إشارة المقام

1 4

( 1)( 4) 0 0

x

x x
 

    lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x f x 
مستقيم مقارب لي   0yو منو 

f
C منطبق عمى  'xx   

1 1
lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x 
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مستقيم مقارب لي   1xو منو 
f
C يوازي  'yy   

4 4
lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x 
مستقيم مقارب لي   4xو منو 

f
C يوازي 'yy    

2 2

2 2 2 2

1( 5 4) (2 5) 4
( )

( 5 4) ( 5 4)

x x x x x
f x

x x x x
 

)ينعدم )f x  2   لما 4x      (2)      ومنو 1f  2.x 
1      أو                                              

( 2)
9

f  2.x 
 جدول التغيرات:

2 1 2 4

0 0( )
( ) 0 1 1 0

9

x

f x
f x

 

(2)   قيمة كبرى محمياً  1f ، ً1 قيمة صغرى محميا
( 2)

9
f 

,0 التقاطع مع المحاور الإحداثية  (0) 0x f   (0,0)  ومنو f
C 

 
 
 
 
 
 
 

. حمول المعادلة  .2 ( )m f x m 
ىي فواصل نقط تقاطع 
f
C  مع مجموعة المستقيماتy m الموازية لممحورx x 

 عندما و نلحظ من الرسم أنّ 
1

0. 1.
9

m فإن لممعادلة حل وحيد 

  عندما 
1

1 ,0 0,
9

m فمممعادلة حلن 

 عندما 
1

1.
9

m . فالمعادلة مستحيمة الحل 
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بيِّن صحة أو خطأ كلٍّ من المقولات الآتية مُعمِّلً إجابتك. ليكن   
f

و 
g

الخطّان البيانيّان  
 الممثِّلن لمتابعين

22 4
( )

1

x x
f x

x
و    

2
( ) 2 1

( 1)

x
g x x

x
 

لمخطّين البيانيين  
f

و 
g

 المقاربات نفسيا. 
ليس لمخطّين البيانيين  

f
و 

g
 نقاط تقاطع. 

لكلٍ من الخطّين البيانيين  
f

و 
g

 مركز تناظر. 

 
 نبسّط 

22 4
( )

1

x x
f x

x
3  بأن نقسم البسط عمى المقام فنجد   

( ) 2 1
1

f x x
x

 
g ,كل من التابعيين  f    1,معرف و اشتقاقي عمى , 1, 

              lim ( )
x

f x    lim ( )
x

f x 
        

1 1
lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x 
مقارب لي  1xو منو 

f
C يوازي   'yy 

3  نلحظ أن 
( )  

1
f x y

x
3 وبالتالي   3

lim 0, lim 0
1 1x xx x

      

و منو 
 
: 2 1y x     مقارب مائل لي

f
C  و عند   عند 

و      1xنقطة تقاطع المقاربين 
 
: 2 1y x  

مركز تناظر لمخط البياني     N(1,3) ىي 
f
C 

1أياً كان  1)      لأنو 
f

x D    1فإن
f

x D 1
f

x D  1أي \ 1x  أي
1 1x     0ومنوx         0أيx       1نجمع 

                                               1 1x       1أي \ 1x 
1)     نتحقق أن ،من جية ثانية    ) (1 ) 2     f x f x b 

 
1

3 3
2(1 ) 1 2(1 ) 1 2(3) : 3

1 1 1 1
L x x b

x x
 

 
2

        2 1 2 1 6 2(3) L 
مركز تناظر لي     A(1,3)محقق و منو 

f
C 

 
                 lim ( )

x
g x    lim ( )

x
g x 

 
1 1

lim ( ) lim ( )
x x

g x g x          
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مقارب لي  1xو منو 
g
C يوازي    'yy  ونلحظ أن  

2
lim ( ( ) ) lim ( ) 0

( 1)x x

x
g x y

x
 

:و منو   2 1y x     ىو مقارب مائل لي
g
C  و عند   عند 

نقطة تقاطع مقاربي 
g
C  (1,3)ىيA 

1تحقق  أياً كان  
g

x D    1فإن
g

x D  حيث\ 1
g
D . محقق

 

2 2 2

1 1 2
1 (1 ) 2(1 ) 1 2(1 ) 1 6 2

(1 1)
)

( 1)
(

1

x x
g x g x x x b

x x x

ليست مركز تناظر لي  A(1,3)فالنقطة 
g
C  

نقط تقاطع  للإيجاد فواص
g
C   مع

f
C  لما ، نحل المعادلة  ( ) ( )f x g x 

  والتي تكافئ 
2

3
1 2 2 1

1 ( 1)

x
x x
x x

3 ومنو  ،

1 1

x

x
3  ومنو  3x x  

3  ومنو

4
x 4 ومنو 3 x 

 
3 3 3 3 3 3 29

2 1 1 1 12
4 4 3 2 1 2 2

1
4 4

f 

3  إذن   29
,

4 2f g
C C 

 مما سبق نستنتج أن :
لمخطين البيانيين 
f
C  و

g
C . المقاربات نفسيا ، صحيحة 

ليس لمخطين البيانيين 
f
C  و

g
C . نقاط تقاطع، خاطئة 

لكل من الخطين البيانيين 
f
C  و

g
C  لأن  مركز تناظر ، خاطئة

g
C .ليس لو مركز تناظر 

وفق  المعرف عمى  fليكن التابع  
3

2( ) 2 4 1
3

x
f x x xوليكن . 

f
خطّو  

 البياني في معمم متجانس.
 .fادرس التابع  .1
)أثبت أن لممعادلة  .2 ) 0f x  210بتقريب  . واحسب قيمة حل وحيد. 
)استنتج مما سبق إشارة  .3 )f x ثم ارسم المنحني ،

f
. 

 
التابع  .1

3
2( ) 2 4 1

3

x
f x x x  هى تابع كثٍز حدود فهى معزف واشتقاقً على,  
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lim  لدٌنا
x

f x  وlim ( )
x

f x 2  ومشتقو ىو( ) 4 4f x x x  ينعدمf  عند

2x  5  ولدينا
(2)

3
f   وأٌاً كانت ،x  فإن  ( ) 0f x : ًومنه الجدول التال، 

2

( ) 0

5
( )

3

x

f x

f x

 

 ليس ليذا التابع قيمة كبرى ولا صغرى محمياً، ومن الجدول نجد أنو : 
ماعدا نقطة  ذو إشارة ثابتة عمى f، لأن) وبالتالي مطرد تماماً ( عمى متناقص تماماً  fالتابع 

)، )حيث: 2xواحدة ىي فقط ىي  ) 0f x 2عندماx  (2)و 0f) 
lim ونلحظ أن  ( )

x
f x  وlim ( )

x
f x  من إشارتين مختمفتين وىذا يثبت لنا أن لممعادلة( ) 0f x ًحل

 في   وحيداً 
 ونلحظ أن : 

3
(1) 0

4
f   (0)و 1 0f   : 0,1ومنو 

1  كما أن  13
0

2 24
f   1  ومنو

0,
2

 

1  كما أن  10
0

3 81
f   1  ومنو

0,
3

 

1
0.119791 0

4
f   1  ومنو 1

,
4 3

 

1وطول المجال  1
,

4 3
1ىو 

12
1  وبالتالي  210فيو أصغر من   1

0.25 0.333
4 3

 

  نستنتج إشارة من الجدول التالي 
( ) 0

x

f x
 

 

ليكن   
1
f و

2
f  :التابعين المعرفين كما يمي

1

2
( )

1

x
f x

x
و 

2

2
( )

1

x
f x

x
: 

ادرس كلً من التابعين  .1
1
f و

2
f وارسم خطييما البيانيين ،

1
و 

2
 في المعمم نفسو. 

استنتج مما سبق الخط البياني .2
f

2المعرف وفق  fالممثل لمتابع 
( )

| | 1

x
f x

x
. 

 ؟  0xالاشتقاق عند  fىل يقبل التابع  .3

 

25 

 الحل
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 التابعأولًا:  .1
1
f   

1

2

1

x
f x

x
,معرف و اشتقاقي عمى   1 , 1, 

                  
1 1

lim ( ) 1, lim ( ) 1
x x

f x f x 
مستقيم مقارب لي  1yو منو 

1
C يوازي  'xx 

1 1
1 1

lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x 
مستقيم مقارب لي  1xو منو 

1
C يوازي 'yy 

'

1 2

3
( ) 0

( 1)
f x

x
 :جدول التغيرات  

1

( )

( ) 1 1

x

f x

f x

 

التقاطع مع المحاور : 
1
C يقطعx x  ويقطع  (2,0)بالنقطةy y  0)بالنقطة, 2)  

 التابعثانياً : 
2
f     

2

2
( )

1

x
f x

x
1,معرف و اشتقاقي عمى   , 1, 

                  
2 2

lim ( ) 1, lim ( ) 1
x x

f x f x 
مستقيم مقارب لي  1yو منو 

2
C يوازي  'xx 

2 2
1 1

lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x 
مستقيم مقارب لي  1xو منو 

2
C يوازي 'yy 

'

2 2

1
( ) 0

( 1)
f x

x
 :جدول التغيرات  

1

( )

( ) 1 1

x

f x

f x

 

المحاورالتقاطع مع 
2
C  يقطعx x  (2,0)بالنقطة  

yويقطع  y  0)بالنقطة, 2) 
 

x  فإن  x,0  عندما  .2 x   : ومنو ،

1

2
( ) ( )

1

x
f x f x

x
 

ينطبق عمى  Cأي 
1
C  0عندما,x  0,وعندماx  فإن  x x 

ومنو    
2

2
( ) ( )

1

x
f x f x

x
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منطبق  Cوبالتالي  
2
C   0,عندماx  و خطو البيانيC  السابق.كما في الشكل 

 0xعند  fقابمية اشتقاق  .3
2

: 02 1( )
21 : 0

1

x
xx xf x

xx x
x

 

( ) ( ) ( ) (0)
( )

f h f f h f
t h

h h
 

نجد:  0xعندما 
2 2

( 2) 2
( ) (0) 3 31 1( )

( 1) 1

h h
f h f hh ht h
h h h h h h

 

       ىو : 0xمن اليمين عند  fوبالتالي العدد المشتق لمدالة 

0 0

3
lim ( ) lim 3

1h h
t h

h
 

  نجد 0xعندما 
2

2 11( )
(1 ) 1

h
hht h

h h h h
 

       ىو : 0xمن اليسار عند  fو العدد المشتق لمدالة 

0 0

1
lim ( ) lim 1

1h h
t h

h
 

نلاحظ أن : 
0 0

lim ( ) lim ( )
h h
t h t h  وبالتالي التابعf  0غير اشتقاقي عند x 

 
3وفق :  المعرف عمى  fليكن التابع   23 9

( ) 4
2 2

f x x x وليكن ،
f

خطّو البياني  
 في معمم متجانس. 

 .fدرس التابع ا .1
ىي مركز تناظر لممنحني  I(1,1)أثبت أن النقطة  .2

f
ثم ارسم  

f
 . 

23وفق  المعرف عمى  gليكن التابع  .3
( ) 6 4

2
g x x x وليكن .

g
خطّو البياني. ادرس  

، ثم ارسم gالتابع 
g

 في المعمم نفسو.  
عيّن نقاط التقاطع الممكنة بين  .4

f
و 

g
 . 

 
 ,معرف و اشتقاقي عمى   f التابع .1

26 
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lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x 
29

( ) 9
2

f x x x  ينعدم( )f x  29  لما
9 0

2
x x 

2 أي 0
2

( )
9
x x 0  إماx (0)  ومنو 4f ، 2  أوx (2)  ومنو 2 f 

:جدول التغيرات
0 2

( ) 0

x

f x 0

( ) 4 2f x

 

(0) 4f   ًقيمة كبرى محميا 
(2) 2f   ًقيمة صغرى محميا 

2. (1,1)I  مركز تناظر لمخطC 
1أياً كان  x 1   فإن x  
1)  محققة  ) (1 ) 2(1)f x f x 

3 2 3 2

1

2 2 2 2

2

3 9 3 9
(1 ) (1 ) 4 (1 ) (1 ) 4

2 2 2 2
3 9

   (6 2) (2 2) 8 9 3 9 9 8 2
2 2

l x x x x

x x x x l
 

 Cمركز تناظر لي  I(1,1)محققة و منو  النقطة 
1نقاط مساعدة لمرسم : 3

2 2

x

y
 

 ,معرف و اشتقاقي عمى  gالتابع .3
lim ( ) , lim ( )
x x
g x g x 

( ) 3 6g x x  ، ينعدم( )g x  (2)لما 2    ,      2g x 

جدول التغيرات 
2

( ) 0

( ) 2

x

g x

g x

 

 
 التقاطع مع المحاور :

  yy'مع 
0   ,   (0) 4x g   (0,4)ومنو

g
C 

  xx'مع 
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23
6 4 0   ,    (0) 0

2
x x g   ومنو

2 1

3 3
2 3  ,   2 3 

2 2
x x 

 
2 1

( ,0) ,( ,0)
g g

x C x C 
 

نقطة التقاطع الممكنة بين لإيجاد  .4
     
,

g f
C C     نحل المعادلة  ( ) ( )f x g x 

2   أي  2 23 9 3
4 6 4

2 2 2
x x x x 

3     و بالتالي    23
6 6 0

2
x x x 

 23
( 4 4) 0

2
x x x 

3   ليا حلن إما
0

2
x          0  و منوx           (0) 0g 

2أو   4 4 0x x        2  أي( 2) 0x     2  و منوx         (2) 2g 
أي النقاط المشتركة بين 

     
,

g f
C C:(0,4)    ,    (2, 2) 

من الدرجة الثالثة، ويقبل خطّو البياني  fىل يوجد تابع كثير حدود 
f

مماساً أفقياً في النقطة  
(0,3)A (1,2)، ومتناظر بالنسبة إلى النقطةI ؟ في حال وجود ىذا التابع ادرسو وارسم خطّو
 .البياني

 
3نبحث عن تابع من الشكل : 2  ( )f x ax bx cx d . ويحقق شروط المسألة 

 
  

(0,3)
f
C : 3 أي أنd :(0) ومنو 3f 

     (0) 0f  2ومنو  ( ) 3 2f x ax bx c  :ومنو  0c 
فنجد أن  معرف عمى  fو بما أن التابع  

  
 

f
C   (1,2)يمر منI  : مركز التناظر أي 

 (1) 2f   : 2وبالتالي 3a b : 1ومنو ...... 1b a 
و النقطة  

1 1 1
( ),A x y  (0,3)نظيرةA :  (1,2) بالنسبة ليI    

ىي أيضاً تقع عمى
  f

C   و بما أنI ىي منتصف القطعة المستقيمة
1

AA فإن  
1 

2
A A

I

x x
x 

1 ومنو 
0

1
2

x  أي
 1

2x ،  و بالمثل نجد
 1

1y 

و بما أن   
1   
(2,1)

f
A C      1نجد 8 4 3a b 

4  أي   2 1a b  1   في العلقة الأخيرة نجد أن 1، وبتعويض 3
 , 

2 2
a b 

3ىو   fو التابع   21 3
( )   3

2 2
f x x x 

27 
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 ,معرف و اشتقاقي عمى   f التابع
lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x 
23

( ) 3
2

f x x x  ينعدم( )f x  23  لما
3 0

2
x x 3  ، وبالتالي

( 2) 0 
2
x x 

   ومنه 0x  إما  (0) 3f   2  أوx  (2)   ومنه 1f   
 جدول التغيرات

0 2

( ) 0 0

( ) 3 1

x

f x

f x

 

    من الجدول نجد أن (0) 3f ً(2)و   ىي قيمة كبرى محميا 1f  ًقيمة صغرى محميا 
1 نقاط مساعدة لمرسم : 3

1 3

x

y
 

 
 
3كما يمي  التابع المعرف عمى  fليكن  2( ) 3 5 4f x x x xوليكن . 

f
خطّو البياني  

 في معمم متجانس.
 .fادرس التابع  .1
,1)أثبت أن النقطة  .2 3)I ىي مركز تناظر لممنحني 

f
. ثُمّ ارسم الخط البياني 
f

. 

\المعرف عمى gليكن التابع  .3 4وفق  1
( )

1

x
g x

x
. وليكن 
g

خطّو البياني. ادرس  

ىذا التابع، وعين مقارباتو الأفقية والشاقولية، ثم ارسم 
g

 في المعمم نفسو. 
أثبت أن الخطين البيانيين  .4

f
و 

g
. ثم عين جميع نقاط تقاطع A(0,4)يمران بالنقطة  

f
و 

g
 . 

 .Iأثبت أن اثنتين من ىذه النقاط متناظرتين بالنسبة إلى النقطة  .5
أثبت أن لمخطين البيانيين  .6

f
و 

g
 . عين معادلتو. Aمماس مشترك في النقطة  

 
 ,معرف و اشتقاقي عمى   f التابع .1

lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x 
2( ) 3 6 5f x x x  ينعدم( )f x  : 23لما 6 5  0x x 

  عند النقطتين :  fوبالتالي ينعدم 
1

2
1 6 2.6

3
x   و 

2

2
1 6 0.6

3
x 

28 
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1

    ( ) 11.7f x    
2

    ( ) 5.7f x    
 جدول التغيرات

0.6 2.6

( ) 0 0

( ) 5.7 11.7

x

f x

f x

 

)من الجدول نجد أن :  0.6)    5.7f (2.6)ىي قيمة كبرى محمياً ، و    11.7f ىي قيمة
 صغرى محمياً .

 
2. (1, 3)I  مركز تناظر لي

  f
C : لأن 

1أياً كان  x   1فإن x  1)والعلاقة :،محققة ) 1( 3)) 2(f x f x  نلأمحققة : 
1

3 2 3 2

2 2

2

(1 ) (1 )

(1 ) 3(1 ) 5(1 ) 4 (1 ) 3(1 ) 5(1 ) 4

2 6 6 6 10 8 6

l f x f x

x x x x x x

x x l

 

,1)و منو  النقطة  3)I مركز تناظر لي
  f

C  
  نقاط مساعدة لمرسم :
1 3

( ) 5 3

x

y f x
 

 
 
 
 

 
,: معرف و اشتقاقي عمى كل من     gالتابع .3 1 , 1, 

                  lim ( ) 1, lim ( ) 1
x x
g x g x 

مستقيم مقارب لي  1yو منو 
g
C         يوازي           ox 

1 1
lim ( ) , lim ( )

x x
g x g x 

مستقيم مقارب لي  1xو منو 
g
C يوازي 'yy 
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2(
( ) 0

1)

5
g x

x
  ،(4,0)

g
C  (0,4)و

g
C 

 

 

4. (0) (0) 4f g  0,4و منو النقطةA   مشتركة بين
  f

C و
  g

C 
فواصل النقط المشتركة بين 

  f
C  و

  g
C   ىي حمول المعادلة( ) ( )f x g x : والتي تكافئ 

 3 2 4
3 5 4

1

x
x x x

x
 

4ومنو :   3 22 8 0x x x : تكافئ 
2 2( 2 8) 0x x x  

2  إما   0  x (0)و منو 4   ,   0f x 
)2أو  2 8) 0x x  :ومنو : إما

1
4x : (4)ومنو 0f :أو ،

2
2x :ومنو( 2) 6f 

,(0,4)و بالتالي   (4,0), ( 2, 6)A B D  نقط مشتركة بين
  f

C  و
  g

C 
5. ,B D  1)نقطتان متناظرتان بالنسبة لمنقطة, 3)I 

4حيث :   BDمنتصف  Iلأن  2
1

2 2
B D

I

x x
x     ،0 6

3
2 2

B D
I

y y
y 

6. '(0) 5  , (0) 5f g     و منو لي
  f

C و
  g

C  (0,4)مماس مشترك في النقطةA 
 .  5mميمو            

)و معادلة المماس المشترك :  )
A A

y y m x x 
 4 5( 0)y x  : 5ومنو 4y x 

 
\المعرف عمى fليكن التابع  وفق  1,1

4

2
( )

1

x
f x

x
. وليكن
f

خطّو البياني في معمم  

 متجانس.
 .وعند  عند  fادرس نيايات  .1
,عين الأعداد  .2 , , ,a b c d e : التي تُحقِّق 

2

2
\ 1,1 , ( )

1

dx e
x f x ax bx c

x
  

)2وفق  gلنعرف التابع  .3 ) 1g x x  وليكن
g

)خطّو البياني. أثبت أن نياية التابع   )f g 
. )أي إن المنحنيىي الصفر وكذلك عند  عند 

f
يقترب من القطع المكافئ  

g
 

كبيراً بقيمتو المطمقة. نقول في ىذه الحالة إن  xعندما يكون المتحول
g

ىو قطع مكافئ مقارب  
لممنحني 
f

.) 
ادرس وضع المنحني  .4

g
بالنسبة لي 

f
)) أي إشارة الفرق.  )f g ) 
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أثبت أن  .5
f

 يقبل مستقيمين مقاربين أوجدىما. 
ثم ارسم  gو fادرس كلًّ من التابعين  .6

f
و 

g
. 

 
,معرف و اشتقاقي  عمى كل من  fالتابع  .1 1 , 1,1 , 1, 

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x 

 
4 4 2 2

2 2 2 2

1 1 ( 1)( 1) 1
( )

1 1 1 1

x x x x
f x

x x x x
 

 2

2

1
( ) 1

1
f x x

x
 

2وىي من الشكل  :

2
  ( )

1

dx e
f x ax bx c

x
  

0dحيث :  b  1و a c e 
2.      

2

1
( )( ) ( ) ( )

1
f g x f x g x

x
 ونلحظ أن : 

lim ( ( ) ( )) 0, lim ( ( ) ( )) 0
x x

f x g x f x g xوبالتالي: القطع المكافئ ،
g
C  ىو مقارب

لممنحني
f
C  عندما يكونx . كبيراً جداً بقيمتو المطمقة 

دراسة الوضع النسبي لي   .3
  g

C  بالنسبة إلى
  f

C 
 تتم بدراسة إشارة الفرق : 

2

1
( )( )

1
xf g

x
 وبما أن البسط موجب فالإشارة من إشارة المقام . 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

4. 
1 1

lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x 
مستقيم مقارب لي  1xو منو 

f
C يوازي 'yy 

 الحل

 الوضع النسبي          يقع فوق       يقع تحت         يقع فوق       
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1 1
lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x 
مستقيم مقارب لي  1xو منو 

f
C يوازي 'yy 

:  fتتمة دراسة التابع  .5
3 2 4 5 3

2 2 2 2

4 ( 1) 2 2 4
( )

( 1) ( 1)

x x xx x x
f x

x x
 

)ينعدم   )f x  : 5لما 32 4 0x x  :3يكافئ 22 ( 2) 0x x 
32  إما  : 0 x  0ومنو x و        (0) 0   f ًىي قيمة كبرى محميا 
 2او: 2 x 2 إما :  :   ومنو   x )  و  2) 4f  قيمة صغرى محمياً  

x   2      أو :                      )  و  2) 4f ًقيمة صغرى محميا 
 : fجدول تغيرات  

1 0 12 2
0 0 0( )

( ) 4 0 4

x

f x
f x

 
 

 : gدراسة التابع  .6
 g  معرف و اشتقاقي عمى, 

lim ( ) lim ( )
x x
g x g x 

( ) 2g x x ،  ينعدم( )g x 2الم 0  x  
0x   ،(0)ومنو 1f  ًقيمة صغرى محميا 

:جدول التغيرات 
 

0

( ) 0

( ) 1

x

f x

f x

 

نقاط مساعدة لمرسم :
 

2 2

( ) 3 3

x

y g x

 

 
\المعرف عمى  f  ليكن التابع   وفق  2

3 2

2

2 7 3 3
( )

( 2)

x x x
f x

x
  . وليكن

f
خطّو  

 البياني في معمم متجانس.
 .fادرس التابع  .1
,أثبت وجود الأعداد  .2 , ,a b c d  بحيث أياً كانx من\  لدينا: 2

30 
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2
( )

2 ( 2)

c d
f x ax b

x x
 

وحدد وضعو بالنسبة لممنحني  استنتج وجود مقارب مائل  .3
f

. 
ارسم  .4

f
 .و  

شارة حمول المعادلة  mبالاعتماد عمى الرسم، ناقش تبعاً لقيم الوسيط  .5  عدد وا 
3 22 (7 ) (3 4 ) 4 0x m x m x m 

 
2,معرف و اشتقاقي  عمى كل من   التابع  .1 , 2, 

lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x 

2 2
lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x 
 yy' يوازي Cمستقيم مقارب لي  2xو منو 

2 2 3 2

4

(6 14 3)( 2) 2( 2)(2 7 3 3)
( )

( 2)

x x x x x x x
f x

x
 

3 2

4

( 2)(2 12 25 )
( )

( 2)

x x x x
f x

x
 

fينعدم  x  2لما( 2)(2 12 25) 0  x x x x 

0x   ،3ومنو 
(0)

4
f  ًقيمة كبرى محميا 

22أو ،مرفوض  2xأو  12 25 0x x  144مستحيمة لأن 200 56 0 
جدول التغيرات :

 

0 2

( ) 0

3
( )

4

x

f x

f x

 

نقسم البسط عمى المقام وفق القسمة الإقميدية )المطولة( فنجد  .2
2

7
( ) 2 1

( 2)

x
f x x

x
  

ثم نكتب :
 

2 2

7
1

2( 2) ( 2)

x c d

xx x
 

)2بي  1نضرب طرفي  2)x :فنجد ( 2)7 xx c d 

7نجد:  1في  0xوبتعويض ، 9dفنجد:  2تسعى إلى xثم نجعل

44 2

c d 
7نجد:  9dمع تعىٌض قٍمة  4وبالضزب بـ 2 9c  : 1ومنهc 

:لنأخذ المستقٍم   .3 2 1y x  : فنجد أن
2

7
( )

( 2)

x

x
f x y 
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lim وبالتالً : ( ( ) ) 0, lim ( ( ) ) 0
x x

f x y f x y  

و منو: 
 
: 2 1y x  مقارب مائل لي

f
C  و عند  عند 

الوضع النسبي لي
f
C  مع: 

7 2

( ) 0

x

f x y 

يقطع  ونلحظ أن
f
C  في النقطة( 7, 13) 

 
2:   نرسم  .4 1y x : نستفيد من النقط ، 

1
0

2
1 0

x

y
 

 المعادلة الوسيطية : .5
 3 22 (7 ) (3 4 ) 4 0x m x m x m 

23 أي 2 32 7 3 ( 2)x xx x m  ّ2وبما أنx  ًليس حل
)2فإننا نقسم طرفي المعادلة عمى لممعادلة  2)x  فتصبح المعادلة
)تكافئ:  )f x m 

و حمول ىذه المعادلة ىي فواصل نقط التقاطع بين
f
C  مع مجموعة

yالمستقيمات  m  يوازيxx 
 و من الرسم نجد :

3عندما :
,

4
m  فإن لممعادلة ثلثة حمول ، حلن موجبان وحل سالب 

3عندما : 

4
m  0فمممعادلة حلن أحدىماx. والآخر موجب 

3عندما : 
.

4
m . فإن لممعادلة حل وحيد موجب 

 
وفق  المعرف عمى fليكن التابع 

2

1 2
( ) 1f x

x x
. وليكن 
f

خطّو البياني في معمم  

 متجانس.
بملحظة أن  .1

2

2
( ) 1

x
f x

x
 أوجد النياية من اليمين ومن اليسار عند الصفر. 

31 

 الوضع النسبي                يقع فوق        يقع تحت           يقع فوق
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 . وفي  في  fادرس نيايتيّ  .2
أثبت أن  .3

f
  يطمب تعيين إحداثياتيما. Bو Aيقطع محور الفواصل  في نقطتين  

واكتب جدولًا بيا، ثم ارسم المنحني  f. وادرس التابع fاحسب المشتق  .4
f

. 
1لمتابع  في المعمم نفسو، ارسم الخط البياني .5

( ) 1
2

h x
x

 .المعرف عمى 
fعدد حمول المعادلة  mناقش تبعاً لقيم الوسيط  .6 x m. 
yعندما يقطع المستقيم  .7 m  المنحني

f
 mعين بدلالة  Nو Mفي نقطتين مختمفتين  

M,منتصف القطعة  Iإحداثيات النقطة  N. 
 .تقع عمى المنحني  Iأثبت أن النقطة  .8

 
0,معرف و اشتقاقي  عمى كل من  fالتابع  , 0, 

1.         
2

2
( ) 1

x
f x

x
 

0 0
lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x 
مستقيم مقارب لي  0xو منو 

f
C منطبق عمى  'yy 

2. lim ( ) 1, lim ( ) 1
x x

f x f x 
:و منو  1y  مستقيم مقارب لي

f
C  يوازي'xx 

و دراسة الوضع النسبي لي  
f
C:

2

2
( )

x
f x y

x
 

)ينعدم :   )f x y  2لما   x 
2 0

( ) 0

x

f x y 

)كما أن النقطة ىي نقطة مشتركة بين  (2,1
f
C  و. 

 التقاطع مع محور الفواصل : .3
)نحل المعادلة :  ) 0 f x  : أي

2

2

2
0

x x

x
2ومنو    2 0x x 

)، ومنو :  2xو 1xليا حلن :  1,0)A ,(2,0)B  وىما نقطتا التقاطع مع'xx 
4. 

2 3 3

1 4 3
( )

x
f x

x x x
)ينعدم  ،   )f x   4لما x     ،9

( 4)
8

f 

 الحل
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4جدول التغيرات : 0

( ) 0

9
( ) 1 1

8

x

f x

f x

 

9
( 4)

8
f      ًىي قيمة كبرى محميا 

1التابع  .5
( ) 1

2
h x

x
0,اشتقاقي عمى   معرف و  , 0,  

lim ( ) 1, lim ( ) 1
x x
h x h x  و منو: 1y  مستقيم مقارب لي

h
C '/ /xx 

0 0
lim ( ) , lim ( )
x x

h x h x   

مستقيم مقارب لي  0xمنو و 
h
C منطبق عمى'yy   ،

2

1
( ) 0

2
h x

x
 

 جدول التغيرات : 
0

( )

( ) 1 1

x

f x

f x

 

1

2
x  :ومنو( ) 0h x : وبالتالي

 
1
,0

2
  

يتقاطع 
f
C  معH  : لما

2

1 1 2
1 1

2x x x
9،وبالحل نجد أن :  

4   ,           
8

x y 
9

4,
8

نقطة تقاطع  
f
C  معH. 

)حل المعادلة  .6 )f x m ىي فواصل نقط تقاطع
f
C   مع مجموعة المستقيماتy m  الموازية لي'xx ،

 من الرسم نلحظ  : 
9عندما :

,
8

m  .فإن المعادلة مستحيمة الحل  

9عندما : 
1,

8
m  . فإن لممعادلة حل وحيد 
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9عندما : 
,1 1,

8
m . فإن لممعادلة حلن 

yفواصل نقط تقاطع  .7 m   مع
f
C  : ىي حمول( )    f x m : وتكافئ 

2

1 2
1 m
x x

 

2وتكافئ :  22x x mx  : 2ومنو*       (1 ) 2 0  m x x 

9حلن يجب أن يكون*وحتى يكون لممعادلة 
. \ 1
8

m من *وعندىا تكون المعادلة 

الدرجة الثانية ، وبفرض أن جذراىا ىما 
1 2
,x x  : فيكون :

1 2

b
x x

a
:، ومنو 

1 2

1

1
x x

m
 

)ولتكن   , )I x y   منتصفMN    :1  عندئذ 2

2I

x x
x :ومنو

2

1

2I
x

m
 

وبما أن : 
NM m

y y  : فإن
I
y m  : 1، وبالتالي فإن

,
2

m
2m

I 

ونلاحظ أن  .8
1 1 1

( ) 1 1 1 (1 )
2 2 11

2.
12 2

I I
h x h m m y

m

mm

 

I :بالتالي و H 
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 للىحدة الخامسةتحليل المحتىي 

 المتتالية ونهايتها

في  تعّرف أىمية المتتاليات في مواضيع رياضياتية مختمفة كالتوابع ودورىاالهدف العام: 
  ....و   2والعدد  عادية كالعدد حساب قيم تقريبية لأعداد حقيقية غير

مة
مقد

ال
 

ظيار دور الكاشي واستعمالو   تعّرف البدايات التاريخية لمبحث عن قيمة العدد  الهدف  وا 
 .πالمتتاليات في حساب قيمة تقريبية لمعدد 

 دور المدرس

 ودور الطالب

  الطلاب عمى قراءة المقدمة ومتابعة الجدول وصولًا إلى مفيوم العددحث 

 عمى اسئمة المدرس. للإجابةقراءة المقدمة والحوار مع زملائو 

 آلية التنفيذ

 د7

 يطمب المدرس قراءة المقدمة ويمكن أن يسأل 

كيف حسب الكاشي قيمة العدد  ؟π. هل كان لدى الكاشي آلة حاسبة لحساب قيمة العدد1

π؟ 
اعتماداَ على وضع    πويوضح المدرس كيف حصل الكاشي على قيمة تقريبية للعدد 

قائمة من الأعداد الطبيعية وحساب قيم محيط المضلع المنتظم المرسوم في دائرة، 

 وقيم محيط المضلع المنتظم المماس للدائرة، وإثبات العلاقة:
. 2 .n nn P nT 

 

 استعمل الجدول الآتي: πلتوضيح كيف حسب الكاشي قيمة العدد  ملاحظة:

2 2
2 2

,
2 4 2 4

n n
n n

n n

T P
T P

T P

 
   

 

.وحيث:              2 .n nn P nT  

 . nnT 2 . nn P n 
 6 3  3 3 3 
    6 
    12 
     

، حيث:  السطر الأول في الجدول يعتد عمى حساب ارتفاع مثمث متساوي الأضلاع
. .

2
2

n nn P nT
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 .أمثمة واقعية لحفيز الطلاب لمدرس واظيار مدى ارتباط المفيوم بالواقع واستعمالاتو الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب

 تشجيع الحوار والربط بين الأسئمة ليقدم لمفيوم المتتالية

 الإجابة عن أسئمة النشاط

 آلية التنفيذ

 د8

بين المدرس والطلاب حول المثالين الواردين و توجيو الطلاب إلى ملاحظة حوار 
 العلاقة النسبية بين متغيرين يوضح المدرس أن المتتالية ىي قائمة من الأعداد.

ملاحظة: لا تصحح إجابات الانطلاقة النشطة تترك لمطالب ليتوصل إلى الإجابة 
 الصحيحة في نياية الدرس

ت 
اليا

متت
ال

دة،
تزاي

الم
 

ات
تالي

لمت
وا

 
صة

تناق
الم

 

 الهدف 
 تعريف اطراد متتالية .1
 طرائق دراسة إطراد متتالية. .2
 لاكتشاف طريقة ثالثة لدراسة إطراد متتالية. 1توظيف  المبرىنة .3

 دور المدرس

 ودور الطالب

طرح الأسئمة وتوجيو الطلاب لاستنتاج تعريف إطراد متتالية، الإجابة عن  .1
 تعريف إطراد متتالية.لاستنتاج  الأسئمة

لاستنتاج طرائق دراسة إطراد متتالية، استنتاج  طرائق دراسة  توجيو الطلاب .2
 إطراد متتالية

  ، استعمال المبرىنة في دراسة إطراد متتالية.1شرح ومناقشة المبرىنة  .3

 آلية التنفيذ

 د55

  يسأل المدرس:

 ما معنى إطراد تابع؟ 
 ما تعريف التابع المتزايد؟ 
  المتتالية تابع؟ىل 
 كيف يمكن صياغة تعريف تزايد متتالية؟ 

وبأسموب مشابو نعرض تعريف المتتالية المتزايدة تماماً، والمتتالية المتناقصة، والمتتالية 
يوضح المدرس: اعتماداً عمى تعريف المتتالية المتزايدة تماماً يكون:  المتناقص تماماً.

1n nu u   :وحسب خواص التراجح نجد 

1 0n nu u       1 1n

n

u

u

     

 1يعرض المدرس المبرىنة لدراسة إطراد متتالية. 144ويعرض المدرس أمثمة صفحة 
 .ويناقشيا مع الطلاب.
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 الهدف 
 تعرّف المتتالية الحسابية ضمن شرطييا

 المتوسط الحسابي لثلاث حدود متوالية من متتالية حسابيةتعرّف خاصة 

 دور المدرس

 ودور الطالب

عرض تعريف المتتالية الحسابية  ، الإجابة عن الأسئمة.عرض الأمثمة ومناقشة الطلاب
عرض خاصة المتوسط الحسابي  مع الأمثمة ، صياغة تعريف المتتالية الحسابية.

  استنتاج الخاصة. حسابية ،لثلاثة حدود متوالية من متتالية 

 آلية التنفيذ

 دقيقة 10

 يكتب المدرس أمثمة عن حدود متتاليات )بعضيا حسابية والأخرى ليست حسابية( مثلًا: 

1,2,3,5,8,13,......... 

1,4,7,10 ,13,......... 

5,10,15,20,25 ,......... 

3,9,27,81,243 ,......... 

 الحد الذي يسبقو بإضافة عدد ثابت.أياً من الأمثمة ينتج كل حد عن 

  ثم يعرض المدرس تعريف المتتالية الحسابية مع الأمثمة.

 يعرض المدرس عمى السبورة عدة أمثمة عن متتالية حسابية 
 ويسأل:

 . عين ثلاثة حدود متوالية من المتتالية. 1
 . ما العلاقة بين ىذه الحدود؟2

 لثلاثة حدود متوالية من متتالية حسابية.ثم يعرض المدرس خاصة المتوسط الحسابي 

  

فهم
اً لم

ريس
تك

 

 الهدف 
تقويمي لقياس مدى قدرة الطالب عمى اثبات أن اطراد المتتالية لا يساعد في دراسة اطراد 

  التابع تقويمي لقياس مدى قدرة الطالب عمى تحديد طرائق دراسة اطراد متتالية

 

 دور المدرس

 ودور الطالب

غير   1لاستنتاج أن عكس المبرىنة عرض المثال وطرح الأسئمة وتوجيو الطلاب 
طرح  غير صحيح. 1الإجابة عن الأسئمة  لاستنتاج أن عكس المبرىنة، صحيح 

 الإجابة عن السؤالالسؤال عمى الطلاب ثم عرض الأمثمة ، 

 يطرح المدرس السؤال:  آلية التنفيذ
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 دقيقة 20

 

)0إذا كان لدينا المتتالية  )n nu    مطردة حيث( )nu f n 

 ىل يعني أن التابعf  مطرد؟ 
 مع الطلاب ويسأل: 145ثم يناقش مثال صفحة 

 ىل التابعf مطرد؟ 
 ىل حدود متتالية مطردة؟ 
  يطرح المدرس السؤال:  صحيح؟ 1المبرىنةىل عكس 
  كيف ندرس إطراد متتالية؟ 

  مع الطلاب. 146وصفحة  145ثم يناقش المثالين صفحة 

حة 
صف

رب 
تد

64
6

 

 .تقويمي لقياس قدرة الطالب عمى دراسة إطراد متتالية الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب

 تغذية راجعة

 حل المشكلات

 146المدرس من الطلاب حل تدرب صفحة يطمب  آلية التنفيذ

هنة
مبر

5
جة

 نتي
+

3 

 الهدف 
 إيجاد حد من حدود متتالية  .2توظيف الاستقراء الرياضي في إثبات المبرىنة

 حسابية باستعمال الحد الأول وأساس المتتالية.
 .حساب  إيجاد حد من حدود متتالية حسابية باستعمال أحد الحدود وأساس المتتالية

  متتالية حسابية إذا عُمِمَ حدين منيا.أساس 

 دور المدرس

 ودور الطالب

 ثباتيا مع الطلاب  ، 2مناقشة المبرىنة الإجابة عن الأسئمة التي يطرحيا  وا 
 2المدرس عند إثبات المبرىنة

 الإجابة عن أسئمة المدرس. . ،3توجيو الطلاب في استنتاج النتيجة  

 آلية التنفيذ

 د61

  المبرىنة ويتناقش مع الطلاب في إثباتيا ويوضح أن طريقة يعرض المدرس
 الاثبات تسمى طريقة الإثبات بالتدريج أو بالاستقراء الرياضي.

 ويسأل الطلاب: 
 ما ىي خطوات الإثبات بطريقة الاستقراء الرياضي؟

 ثم يطمب المدرس من الطلاب إثبات قضية بسيطة بالاعتماد عمى الاستقراء الرياضي.

  المدرس من أحد الطلاب كتابة الحدينيطمب,n mu u  ًمن متتالية حسابية اعتمادا
nعمى المبرىنة ثم حساب ناتج  mu u  .لموصول إلى النتيجة  
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لثلاث حدود تعرّف المتتالية اليندسية ضمن شرطيياتعرّف خاصة المتوسط اليندسي  الهدف 
 متوالية من متتالية ىندسية

 دور المدرس

 ودور الطالب

 الإجابة عن الأسئمة .عرض الأمثمة ومناقشة الطلاب

عرض تعريف المتتالية اليندسية مع الأمثمة. صياغة تعريف المتتالية اليندسيةعرض 
 استنتاج الخاصة خاصة المتوسط اليندسي لثلاثة حدود متوالية من متتالية ىندسية.

 آلية التنفيذ

 د61

 يكتب المدرس أمثمة عن حدود متتاليات )بعضيا ىندسية والأخرى ليست ىندسية( مثلًا: 

1,2,3,5,8,13,......... 

1,4,7,10 ,13,......... 

5,10,20,40,80 ,......... 

3,9,27,81,243 ,......... 

 بضربو بعدد ثابت.أياً من الأمثمة ينتج كل حد عن الحد الذي يسبقو 

  ثم يعرض المدرس تعريف المتتالية اليندسية مع الأمثمة.

 يعرض المدرس عمى السبورة عدة أمثمة عن متتالية ىندسية 
 ويسأل:

 عين ثلاثة حدود متوالية من المتتالية.  .1
 ما العلاقة بين ىذه الحدود؟ .2

 متتالية ىندسية.ثم يعرض المدرس خاصة المتوسط لميندسي لثلاثة حدود متوالية من 

 

 الهدف 

 قياس مدى قدرة الطالب عمى: في حل المسائل. 3توضيح أىمية النتيجة 

 تحديد أىمية النتيجة.-

 إثبات أن متتالية ىي متتالية حسابية.-

  توظيف الاستقراء الرياضي لإثبات علاقة.-

 دور المدرس

 ودور الطالب

 تغذية راجعة وتوجيو الطلاب إلى الإجابة

  الإجابة عن أسئمة تكريساً لمفيم.
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 آلية التنفيذ

 د65

)يسأل المدرس: ما أىمية العلاقة  )n mu u n m r   ؟ 
 ثم يوضح أىمية ىذه العلاقة.

 ثم يطرح المدرس السؤال: 

  149يعرض مثال صفحة ثمّ كيف نثبت أن متتالية ىي متتالية حسابية؟. 

 .149يعرض مثال صفحة ثمّ  الإثبات بالتدريج؟ويسأل المدرس السؤال: ما أىمية 

هنة
مبر

4 

 الهدف 
 .4توظيف الاستقراء الرياضي في إثبات المبرىنة

 إيجاد حد من حدود متتالية ىندسية باستعمال الحد الأول وأساس المتتالية

 دور المدرس

 ودور الطالب

ثباتيا مع الطلاب  4مناقشة المبرىنة  وا 

 4يطرحيا المدرس عند إثبات المبرىنة الإجابة عن الأسئمة التي

 آلية التنفيذ

 د 61
 يعرض المدرس المبرىنة ويتناقش مع الطلاب في إثباتيا بالاستقراء الرياضي.

  ثم يعرض المثال المحمول.
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حساب  إيجاد حد من حدود متتالية ىندسية باستعمال أحد الحدود وأساس المتتالية. الهدف 
  ىندسية إذا عُمِمَ حدين منيا.أساس متتالية 

 دور المدرس

 ودور الطالب
  الإجابة عن أسئمة المدرس. 5توجيو الطلاب في استنتاج النتيجة

 آلية التنفيذ
n,يطمب المدرس من أحد الطلاب كتابة الحدين mu u  من متتالية ىندسية اعتماداً عمى

nالمبرىنة ثم حساب ناتج 

m

u

u
  لموصول إلى النتيجة.  

ود 
حد

وع 
جم

م
ية 

توال
م لية

متتا
ل

 

حد   nاستنتاج دستور مجموع   حد من  متتالية حسابية.  nاستنتاج دستور مجموع   الهدف 
  من  متتالية ىندسية.

 دور المدرس

 ودور الطالب

متوالية متتالية  حسابية ومناقشة  nعرض الحالة الخاصة والحالة العامة لمجموع 
 الإجابة عن الأسئمة .الطلاب

متوالية لمتتالية  ىندسية ومناقشة  nعرض الحالة الخاصة والحالة العامة لمجموع  
 . الإجابة عن الأسئمةالطلاب
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 آلية التنفيذ

 د35

 يطمب المدرس من الطلاب حساب مجموع 
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10. 

عدداً طبيعياً غير معدوم، ثم يوجو  nثم يعرض الحالة الخاصة لحساب مجموع أول 
  .6المدرس الطلاب إلى تعميم الحالة الخاصة لاستنتاج المبرىنة 

حداً من متتالية ىندسية حدىا  nيعرض المدرس الحالة الخاصة لحساب مجموع أول 
،  ثم يوجو المدرس الطلاب إلى تعميم الحالة الخاصة لاستنتاج qوأساسيا  1الأول 

  ، ثم يعرض المدرس أمثمة تكريساً لمفيم.7المبرىنة 
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حد من متتالية حسابية أو   nقياس مدى قدرة الطالب عمى استعمال دساتير مجموع  الهدف 
 حد من  متتالية ىندسية في حل المسائل.  nمجموع  

 دور المدرس

 ودور الطالب

 تغذية راجعة

 حل المشكلات

 آلية التنفيذ

 د61
أثناء الحصة وما يتبقى من   156يتعاون المدرس مع الطلاب حل تمارين تدرب صفحة 

 تمارين تؤخذ كواجب بيتي، تصحح في الحصة التالية

فهم
اً لم

ريس
تك

 

تعرّف آلية تمثيل حدود متتالي ىندسية عمى محور الفواصل باستعمال منصف الربع  الهدف 
 متتالية ىي متتالية ىندسية. قياس مدى قدرة الطالب عمى إثبات أن الأول.

 دور المدرس

 ودور الطالب

الإجابة عن الأسئمة التي عرض الرسوم وتوضيح كيفية تمثيل الحدود الأولى لمتتالية. 
 يطرحيا المدرس

 الإجابة عن الأسئمة التي يطرحيا المدرس عرض الأسئمة وتوجيو الطلاب إلى الإجابة.

 آلية التنفيذ

 د55

 السؤال: كيف يمكننا تمثيل الحدود الأولى لمتتالية ىندسية؟يطرح المدرس 
، ويوضح أن التمثيل البياني لمتابع الممثل لمتتالية 145ثم يعرض رسومات صفحة 

 ىندسية ىو مستقيم مار من المبدأ.
ويوضح آلية إرجاع حدود متتالية من محور التراتيب إلى محور الفواصل باستعمال 

 منصف الربع الأول.
ح بيانياً آلية الحصول عمى الحد اللاحق اعتماداً عمى الحد السابق، ثم يعطي ويوض

  مثال عمى متتالية ىندسية بصيغة تدريجية ونطمب من الطلاب تمثيميا.
 يطرح المدرس السؤال: كيف نثبت أن متتالية ىي متتالية ىندسية؟

لم يعرض تمثيل الحدود الأولى لمتتالية حسابية لأنيا تمثل فوراً عمى محور ملاحظة: 
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 أفقي.

,عرض التمثيل البياني لمتتالية ىندسية ليتحقق الشرط  ( )x f x  ينتيمان إلى مجال
 واحد.
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 في حل المسائل تقويمي لقياس قدرة الطالب عمى توظيف خواص المتتالية اليندسية الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب

 تغذية راجعة

 حل المشكلات

بالكامل كواجب بيتي، تصحح  153يطمب المدرس من الطلاب حل تمارين تدرب صفحة  آلية التنفيذ
  في الحصة التالية.

لية
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رب 
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  تعرّف مفيوم نياية متتالية.  الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب
 الأمثمة ومناقشة وتوجيو الطلابعرض 

 آلية التنفيذ
 حيث يوضح كيف تتجمع حدود متتالية عند الصفر. 157 يعرض المدرس مثال صفحة

 ثم يعرض المدرس فقرة: 
 كيف نعبر عن فكرة تجمع حدود المتتالية عند قيمة؟

  ثم يقدم تعريف نياية متتالية.
   

   
   

   
   

   
   

   
  

هنة
مبر

 8 

 توظيف نياية تابع في حساب نياية متتالية.  الهدف  

 دور المدرس

 ودور الطالب
 مناقشة الطلاب

 آلية التنفيذ

مع الرسم الموضح صفحة  8يذكر المدرس الطلاب بنياية تابع، يعرض المدرس مبرىنة 
158. 

1ثم يسأل: احسب نياية التابع 
( )

1
f x

x



، ما ىي نياية المتتالية التي حدىا ذي  

1ىو  nالدليل 

1
nu

n
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  توظيف العمميات الجبرية عمى المتتاليات في حساب نياية متتالية. الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب
 مناقشة الطلاب

يعرض المدرس كيفية الاستفادة من العمميات الجبرية عمى المتتاليات في حساب نياية  آلية التنفيذ
 متتالية، ثم يناقش الطلاب بالأمثمة

نة 
بره

م
ات

تالي
لمت

ا
 

لاث
الث

 

 توظيف مبرىنة المتتاليات الثلاث في حساب نياية متتالية.  الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب
 مناقشة الطلاب

 آلية التنفيذ

يعرض المدرس المبرىنة ويناقش الطلاب في إثباتيا، ثم يعرض أمثمة كيف نستفيد من 
 164مبرىنة المتتاليات الثلاث صفحة 

نستعمل مبرىنة المتتاليات الثلاث عندما لا نستطيع كتابة المتتالية كتابع ملاحظة: 

مثال:مرجعي 
 

( 1)

1

n
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  إيجاد نياية متتالية ىندسية. مفيوم النياية اللانيائية لمتتالية.تعرّف   الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب
عرض دراسة . الإجابة عن الأسئمةعرض مفيوم النياية اللانيائية ومناقشتو مع الطلاب

 . الإجابة عن الأسئمةنياية متتالية  ىندسية ومناقشة الطلاب

 آلية التنفيذ

 د65

. ما ىي نياية المتتالية 1يسأل المدرس:  5
n

nu   ؟ 
، ويناقش 6المدرس الطلاب في نيايتيا، ويعرض مفيوم النياية اللانيائية وتعريفويناقش 
V)0يوضح المدرس إذا كانت  الأمثمة. )n n  ٍمتتالية ىندسية عندئذ

0

n

nv v q    حيث
0v  أساس المتتالية وىو عدد ثابت وحسب العمميات عمى نياية متتاليات يكفي دراسة

 والأمثمة 11، ثم يعرض المدرس المبرىنة nqنياية 

ساً 
كري

ت
هم 

لمف
 

 الهدف 
 .إثبات أنو لا يمكن أن يكون لمتتالية نيايتين 

 يمكن لمتتالية أن لا يكون ليا نياية.توضيح أنو 

 توضيح الفائدة من المبرىنات عمى النيايات.
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 دور المدرس

 ودور الطالب
 / الإجابة عن الأسئمة  تغذية راجعة

 آلية التنفيذ

 د31

يطرح المدرس أسئمة تكريساً لمفيم ويناقش الإجابات مع الطلاب ويعرض الأمثمة 
 الموضحة
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 قياس مدى قدرة الطالب عمى دراسة تقارب متتالية وحساب نيايتيا  الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب
 الإجابة عن الأسئمة \ تغذية راجعة

كواجب بيتي، تصحح في   164يطمب المدرس من الطلاب حل تمارين تدرب صفحة  آلية التنفيذ
  الحصة التالية.

طة
نش

الأ
 

 الهدف 

 2ونشاط 1نشاط 

 فائدة التمثيل البياني في التنبؤ بجية إطراد متتالية  ونيايتيا. 

 3نشاط

 طراد متتالية تكتب كتابع تآلفياراسة د

 دور المدرس

 ودور الطالب
 حل الأنشطة تغذية راجعة ميسر وموجو.

 آلية التنفيذ

 حصة
ويطمب من الطلاب حميا، ويناقش الطلاب بالحل يعرض  2و1يعرض المدرس نشاط 

  ويطمب من الطلاب حميا. 3المدرس نشاط 

ات
رين

لتم
ا

ائل 
مس

وال
 

 الهدف
 دراسة إطراد متتالية

+  173صفحة 17+ 169صفحة  1،2،3
 176صفحة  26،27

حساب الحدود الأولى، 
ثبات أن المتتالية حسابية  وا 

 22+  170صفحة  12+  169صفحة  5،4
 175صفحة 
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حساب الحدود الأولى، 
ثبات أن   المتتالية ىندسيةوا 

 170صفحة  7+  169صفحة  6

 nالاستفادة من مجموع 
 حداً  nحداً أو إيجاد 

 33، 32+  170صفحة  11، 10، 9، 8
 177صفحة 

حل معادلات باستخدام 
 خواص المتتاليات

+  175صفحة  20، 19+  171صفحة  13
 176صفحة  25، 23

تداخل شكمين ىندسيين 
 ودراسة متتالية ناتجة

 173صفحة  24، 16

ربط الشكل اليندسي 
 لممضمعات مع المتتاليات

 34+ 174صفحة  18+  172صفحة  15
 177صفحة  31+  178صفحة 

حساب عدد العناصر خارج 
 مجال معطى

 178صفحة  35+  176صفحة  28

تطبيق مبرىنة المتتاليات 
 الثلاث

 177صفحة  30، 29

توظيف المتتاليات في حل 
 المشكلات ومسائل حياتية.

 171صفحة  14
 
 
 

معاً 
ث 

لبح
م ا

تعم
لن

 

 تزويد الطالب بمنيجية التفكير الاستقصائي  

 دور المدرس

 ودور الطالب

 ميسر وموجو.

 حل المشكلات تغذية راجعة

 آلية التنفيذ

 ثلاث حصص

لنتعمم البحث معاً ويناقشيم في الحل ويطمب من الطلاب حميا يعرض المدرس مسائل 
 وفق الآلية المعروضة في الكتاب، ثم صياغة الحل وكتابتو بمغة سميمة.
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 تعزيز ميارات حل المسائل والتفكير الناقد.  الهدف 

 دور المدرس

 ودور الطالب
 حل مسائل وتمارين قدماً إلى الأمام. تغذية راجعة

 آلية التنفيذ

 ثلاث حصص
 يطمب المدرس من الطلاب حل تمارين ومسائل قدماً إلى الأمام
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)العلاقة  nالذي يُحقّق أيّاً كان  fالتابع  يأتيعيّن فيما  )nu f n  0واحسب الحدودu،...،5u. 

2

2

1 cos 2 5
3

1
sin ( 1)

2 21

n n n

n n n

u n n u n u n

n n
u n u u

nn

 

 
  

0 1 2 3 4 5

2 5

: , 2 5

5 , 7 , 9 , 11 , 13 , 15

nu n

f x x

u u u u u u

 

2 1nu n n 
2: , 1f x x x 

0 1 2 3 4 51, 1, 5 2 , 10 3 , 15 , 26 5u u u u u u 

1
n

n
u

n
 

: ,
1

x
f x

x
 

0 1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

0, , , , ,
22 3 5 6

u u u u u u 

)0المتتالية   )n nu  0معرّفة بقيمةu  التابع  يأتيوبعلاقة تدريجيّة. عيّن فيماf  الذي يُحقّق أيّاً كان
n  1العلاقة ( )n nu f u  1واحسب الحدودu،...،5u. 

0 0
2

11

0 0

1 1

1, 1,

( 1)1

2, 5,

1 2

1

n nn n

n n
n n

n n

u u

u uu u

u u

u u
u u

u u

 

 
0

2
1

1,

( 1)n n

u

u u
 

2: , ( 1)f x x 
1 2 2 3 4 50 , 1 , 4 , 25 , 676 , 456976u u u u u u 

 الحل

 الحل

dra
ft 



2 

 

0

1

5,

2

1
n

n
n

u

u
u

u

 

2
: \ { 1} ,

1

x
f x

x
 

1 2 2 3 4 55, 5/3 , 5/4, 10/9 , 20/19 , 40/39u u u u u u 
)0، المتتاليةيأتيفيما   )n nu  ّمعرّفة بصيغة مباشرة لمحدnu بدلالةnعبّر بدلالة .n  عن كلٍّ من

1nu1وnu 2وnu 2و 3nu 1وnu  الآتيةفي الحالات: 
2

2

1
1

1
3 1

2 1
2 1

1 2
1

n n

n
n n

n n
u u n

n
n

u u
n

 

 
 

23 1nu n 
2 2

1
2 2

1
2 2

2
2 2

2 3
2

3( 1) 1 3 6 2

3( 1) 1 3 6 2

3(2 ) 1 12 1

3(2 3) 1 12 36 26

1 3

n

n

n

n

n

u n n n

u n n n

u n n

u n n n

u n

 

2 1

1n
n

u
n 

1 1 2 2 3
2 1 2 3 4 1 4 5

, , ,
2 2 1 2 4

3
1

1

n n n n

n

n n n n
u u u u

n n n n
n

u
n

 

 
  346ص  تَدرَّب  

 
)0المتتاليةاطراد ادرس   )n nu  الآتيةفي الحالات. 
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 والمتتالية متزايدة    
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 والمتتالية متناقصة.    
 

)0لتكن المتتالية  )n nu 2 المعرّفة بالعلاقة 10 26nu n n1. احسبn nu u ّوبرىن أن ،
)0المتتالية )n nu  5متزايدة بدءاً من الدليلتصبحn. 

 
  1طريقة

 1 2 9n nu u n 1ومنو يكون 0n nu u  9عندما

2
n 0المتتاليةوبالتالي( )n nu  تصبح

 .5nمتزايدة بدءاً من الدليل
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)0بيِّن أيُّ المتتاليات  )n nu  .الآتية حسابية 
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 وبالتالي حسابية .  nناتج الطرح عدد ثابت ليس لو علاقة بـ 
2

nu n n 
2 2

1 (( 1) ( 1)) ( ) 2n nu u n n n n n 
 وبالتالي غير حسابية. nناتج الطرح غير ثابت أي لو علاقة بـ 

)0المتتالية يأتيفيما   )n nu  متتالية حسابية، أساسياr . 
 0 1u  10و 31u .  احسبr  2004وu. 
  0 5u  100و 45u .  احسبr  20وu. 
 17 34u 40و 70u .  احسبr  0وu. 
 10000 1u 2000و 79u احسب .r  3857وu. 

 
 0 1u  10و 31u .  احسبr  2004وu. 

10 0 10u u r  10ومنو 0 31 1
3

10 10

u u
r 

2004 0 2004 1 2004(3) 6013u u r 
 

22nأثبت بالتدريج أنّ   n  4أياً كان العدد الطبيعيn. 

 
 نجد : 4nمن أجل 
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 كالتالي 1kنحاول أن نثبت صحتيا من أجل لوالآن 
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2والآن لإثبات أن  22 ( 1)k k   2يكفي أن نثبت أن 22 ( 1) 0k k  2أي 2 1 0k k 
:2وىكذا لنأخذ التابع  0, : 2 1f x x x  

)تكافئ إثبات أن  ) 0f x . عمى مجال تعريفو 

( ) 2 2f x x 

)نلاحظ أن ) 0f x  0حيثk  1]ومنو التابع متزايد عمى المجال, ، وبما أن   ]
(4) 7 0f  فإن( ) 0f x  4أياً كانتx  2 وبالتالي 22 ( 1) 0k k 

1أثبت بالتدريج أنّ لتكن المتتالية المعرّفة في المثال السابق 
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4

k k kk k k

k kk k

k k k k

k k k k

k k k k

k k

u u u

u u

 

حيث 
1

1 2 2 2 2

1 5 3 5
0

3 3 3

k

k k k
 1kعندما  
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  351ص  تَدرَّب  

)0بيِّن أيُّ المتتاليات  )n nu  .الآتية ىندسيّة 
3

0 1

0 1 1

2, 4 5 3 3

2 5 2
1,5 2 1

3 5

n n
n n n n

n n n n n

u u u u u n

n
u u u u u
  

 
3 3n

nu n 
1

1

1

3 3 3 3 3 3 6 6 3

3 3 3 3

3 3 9 3 6 3 3 3 6
3

3 3 3 3 3 3 3 3

1 2
3

3

n n
n

n n
n

n n

n n n n

n

u n n n n

u n n

n n n n

n n n n

n

n

 

 المتتالية غير ىندسيةف nوالناتج قيمة متعمقة بـ لا يمكن اختزالو فيو غير ثابت     
35nnu 

1 3
1 3 1 3

3

5
5 5

5

n
n n n

n
n

u

u
فالمتتالية  nبما أن الناتج عدد ثابت ليس لو علاقة بـ  

 ىندسية.
 

)0المتتالية يأتيفيما   )n nu متتالية ىندسيّة، أساسياq . 
 0 4u 5وq اكتب .nu  بدلالةn. 
 4 8u 2وq 2. احسبu  6وu. 
 5 64u 7و 256u.10احسبu.)ىناك جوابان( 

 
0بالتعويض بالصيغة العامة نجد 4 5n n

nu u q 
4

2 2

8
2

2

u
u

q q
2وَ  

6 4 4 8 32u q u 

 2 7

5

256
4

64

u
q

u
| الطرفيننجذر   | 4q 2وبالتاليq 

3 وبالتالي 2qإمّا    3
10 7 q 256 2 2048u u. 

3وبالتالي 2qأو     3
10 7 q 256 ( 2) 2048u u. 

 الحل

 الحل
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 عدداً طبيعياً.  nو تماماً  عدداً حقيقيا موجباً  rكان إذا 
)0أثبت أنّ المتتالية   )n nv1المعرّفة بالعلاقةnv rn حسابية. 
)0أثبت أنّ المتتالية   )n nu1)المعرّفة بالعلاقة )nnu r .ىندسيّة 
1)أنّ أثبت   ) 1nr rn. 

 
1   1 (n 1) (1 )  n nv v r rn r  سابية ح المتتاليةوبالتالي ثابت . 

1
1 (1 r) (1 r) (1 r)

1
(1 r) (1 r)

n n
n

n n
n

u
r

u
  

 .ىندسية  المتتاليةثابت وبالتالي 
 كمايمي: 0nنتحقق من صحتيا من أجل  

0(1 ) 1

1 0 1

l r

R r
 

 محققة 
nصحتيا من أجل نفترض k  :1)أي أن العلاقة التالية محققة ) 1kr rk  

1nنحاول أن نثبت صحتيا من أجل ل k  :كالتالي 
1 1

2

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )(1 )

1 1 1 (1 )

k kl r r r rk r

r rk r k r rk r k R
 

21حيث 1r rk r k r rk 2ن  لأr k  ًعدد حقيقي موجب تماما 
1)وىكذا نكون قد أثبتنا بالتدريج أنّ  ) 1nr rn  أياً كان العددnوىو المطموب. 

 

 
  356ص    تَدرَّب  

)0المتتالية  )n nu  10متتالية حسابيّة فييا 12u20و 32u. 
 .rو 0uاحسب  .1
10احسب المجموع .2 20 30 100S u u u u. 

 
0nuبما أن المتتالية حسابية وَ  .1 u nr 20فإن 10 10u u r 

20ومنو  10 32 ( 12) 20
2

10 10 10

u u
r 

0 10 10 12 20 8u u r 

 الحل

 الحل

dra
ft 



8 

 

  (1طريقة ) .2

10الحدود التالية  20 30 100, , , ,u u u u 10ىي حدود لمتتالية حسابية( 1)k kv u  أساسيا
10 ( 2) 0وحدىا الأول  20 10 12v u  :فيكون المجموع 

10 20 30 100

0 1 2 9
12 192

10 1020
2

S u u u u

v v v v
 

 (2طريقة ) 
10 20 30 100 0

0

10 10(1 2 10)

102010 550 80 550( 2)

S u u u u u r

u r
 

 
)0المتتالية   )n nu 3متتالية ىندسيّة، فيياq 4و 12uاحسب المجموع الآتي . 

4 5 6 7 8 9u u u u u u. 

 
 (1طريقة )

4 5 6 7 8 9 3

1 4

9

04 1 3 4 1 3
4368

27 1 3 27 1 3
u u u u u u S S 

 (2طريقة )

 والتعويض 163العمل مع الطالب عمى استنتاج الصيغة الموجودة في الصفحة 
1 9 4 1

4
1 1

436
3

1
8

1 3

m n

n
q

S u u
q

 

 
)0المتتالية  )n nu  1متتالية حسابيّة. نعرّف 2 3n nS u u u u.  1احسبu وnS  إذا

 .2rو 17nو 105nuعممتَ أنّ 

 
1

1

1

17 1

( 1)

105 16( 2)

105 32 137

17
( ) (137 105) 5

2
2

2
0 7

n

n

u u n r

u

u

n
S u u
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0

0

0

1 0

17 0

105 17( 2)

105 34 139

137

18
( ) (139 10 219

2
65)

2

n

n

u u nr

u

u

u u r

n
S u u

 

 
 

 
  364ص  تَدرَّب  

)1أوجد، عند التقارب، نياية المتتالية    )n nu راً الإجابةفي ا  .لحالات الآتية مبرِّ

2 4

1 1 2 5
3n n nu u u

n n nn n
 

 
4

5
nu
n

 

4

5
lim 0
n n
 ( .0إذا المتتالية متقاربة نحو الصفر ) 

  
2

1 2
3nu n n

  

2

1 2
lim lim lim lim 3 0 0 3 3n
n n n n
u

n n
 

 . 3 منالمتتالية متقاربة  إذن
 

)1أوجد، عند التقارب، نياية المتتالية   )n nu في الحالات الآتية. 

3 2

cos sin
3 ( 1) 3

2 5

n

n n n

n n
n

u u u
n n n

 

 

  
2

sin
3

n

n

u
n

 

2 2 2

sin
1 3 1

n

n n n
 

 

 الحل
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2 2 2

sin
1 3 1

lim lim lim
n n n

n

n n n
 

وبما أن  
2

1
lim 0
n n

و 
2

1
lim 0
n n
  

 مبرىنة المتتاليات الثلاثو حسب فإن
2

sin
3

lim 0
n

n

n
 

  
cos

3

2 5n

n
n

u
n

 

 
cos

1 3 1

2 5 2 5 2 5

n
n

n n

n n n
 

cos
1 3 1

lim lim lim
2 5 2 5 2 5n n n

n
n

n n

n n n
 

 
1وبما أن   1

lim
2 5 2n

n

n
1و  1

lim
2 5 2n

n

n
  

 مبرىنة المتتاليات الثلاثفإنو حسب 
cos

3 1
lim

2 5 2n

n
n

n
 

 
)0ادرس تقارب المتتالية   )n nu في الحالات الآتية. 

2

1 1

32 1

1 3

5 1 2

n

n nn

n

n n

n
u u

n

n
u u

n

 

 
1

3

n

nu  

1متتالية هندسية أساسها     
1 1

3
1فيكون 

lim lim 0
3

n

n
n n
u 

2

1

2 1
n n

n
u

n
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2

1 1 1
lim lim lim lim lim

12 1 2
n n nn n n n n

n
u

n n
n

 

1وبما أن 
lim 0

2nn
 و 

2
lim 0

1n

n

n
lim فإن    0n

n
u. 

  بنفس طريقة الأول. 
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 أنشطة
 المتتاليات المعزّفة بالتدريج

2xحالة التابع   x 
)0لتكن  )n nu : المتتالية المعرّفة كما يأتي 

0
3

4
u وأيّاً كان  ،n 2،  كان

1n nu u. 
20كان   0,1من المجال  xأثبت أنّو أيّاً كان   1x x. 
)ارسم في مستوٍ مزوّدٍ بمعمم متجانس   , , )O i j خذ(10cm  الخط البياني )واحدة الطولfC  لمتابع

2:f x x ثُمّ ارسم المستقيم ،d الذي معادلتوy x يقطع المستقيم .d  المنحنيfC  في النقطتين
O وI. أوجد إحداثيي النقطةI. 
. يقطع المستقيمُ المار 0uالتي فاصمتيا fCمن  Aعيّن النقطة    

 1u. لماذا تكون Bبنقطة  dموازياً محور الفواصل المستقيمَ  Aبالنقطة 
 ؟Bفاصمةَ 
، ثُمّ كرّر الإنشاء لتجد الحدود 2uالتي فاصمتيا  fCعيّن النقطة من   

 الأولى من المتتالية.
أَيُفيدك ىذا التمثيل البياني في التنبّؤ بجية اطراد المتتالية؟ وبنيايتيا  

 المحتممة؟
)0أثبت أنّ المتتالية .  بالاستفادة من السؤال 0نقبل أنّ ىذه المتتالية تتقارب من   )n nu  متناقصة

)0وجية اطراد المتتالية  fتماماً.  قارن جية اطراد التابع  )n nu . 

 
2

0 1
3

,
4 n nu u u 

2كما أن :  0xفإن : 0,1xبما أن    0x 

f:2لنأخذ التابع : x x x :ليذا التابع جدول الإشارة التالي , 

2

0 1

( ) 0 0

x

f x x x
 

2فإن:  0,1xإذاَ عندما  0x x  20وىذا يكافئ 1x x 

1 فإن 0,1xإذاَ عندما  0x 1وىذا يكافئx 

 1 نشاط

 الحل

 

1

1

O

f

d

AB

0u1u2u

1u

2u
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20فإن  0,1xنستنتج أنو من أجل  1x x 

 بالحل المشترك لمعادلتييما نجد: 

( ) df y y  :2تكافئx x  2وتكافئ 0x x تكافئ  و( 1) 0x x 

إما :  0x ومنو   0y أو:   1x ومنو   1y  

 . I(1,1)وO(0,0)في النقطتين fCيقطع d إذن

2لدينا   
1 0

9

16
u u 

B نقطة منd ليا نفس ترتيبA  : 3, وبما أن 9

4 16Ay f  : 9فإن

16By 

Bوبما أن :  d  فيي تحقق معادلتوy x  : 9ومنو

16Bx 1 إذنBx u. 

1التي فاصمتيا ىي fCىي النقطة من Nنفترض 
9

16Nx u   وبما أن

fN C   1فإن
81

256Ny u أن   نفترضولM  ىي نقطة منd  ليا نفس

81أي  Nترتيب 

256My 

Mوبما أن  d   2فإن
81

256M Mx y u 

0نعم نجد أن :  1 2 3 ......u u u u 

)تقترب من المبدأ فإننا نتنبأ بأن المتتالية fCوبما أن النقط المحددة عمى  )nu  متناقصة ومتقاربة من
 الصفر .

 2
1n nu u  

20:  و حسبفإن nوذلك أياً كانت  0,1nuوبما أن  1n nu u  : وبالتالي
1n nu u 

)0فالمتتالية  )n nu  2متناقصة تماماً ونحن نعمم أن التابع:f x x  متزايد تماماً عمى المجال
)تعاكس جية اطراد  fجية اطراد إذن.  ,0 )nu. 

 

1

1

O

f

d

AB

0u1u2u

1u

2u

I

 

1

1

O

f

d

AB

0u1u2u

1u

2u

I
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1، لتمثيل الحدود الأولى لمتتالية تدريجيّة بوجو عام ( )n nu f u  نرسم المنحني البيانيfC  والمستقيم
yالذي معادلتو  x 0، ثُم نعيّنu .عمى محور الفواصل، ونتابع الإنشاء كما سبق 

 
xحالة التابع التآلفي   ax b 

)0لتكن )n nu  0الشرط بالمتتالية المعرّفة 1uوأيّاً كان ، n 1،  كان
1

3
2n nu u. 

 .1u،2u،3u،4u،5u،6uاحسب  
1الذي يُحقّق  fما ىو التابع   ( )n nu f u  أيّاً كانت قيمةn. 
)0اتبع طريقة الفقرة السابقة لتمثيل الحدود الأولى لممتتالية  )n nu أيفيدك ىذا التمثيل في التنبّؤ بجية .

 المتتالية؟ وبنيايتيا المحتممة؟اطراد 
)0أثبت أنّ المتتالية    )n nv  2المعرّفة بالعلاقةn nv u .متتالية ىندسيّة 
)0. ثُمّ استنتج نياية n بدلالة nvعبّر عن     )n nv 0ونياية( )n nu. 

 
  0 1

1
1, 3

2n nu u u 

1 0

2 1

3 2

4 3

5 4

6 5

1 5
3 2.5

2 2
1 5 7

3 3 1.75
2 4 4
1 7 17

3 3 2.125
2 8 8
1 17 31

3 3 1.937
2 16 16
1 31 65

3 3 2.03
2 32 32
1 65 127

3 3 1.98
2 64 64

u u

u u

u u

u u

u u

u u

 

  1
3

2
x x ::f 

   
yالذي معادلتو  dوالمستقيم  fCنوجد النقطة المشتركة بين  x  بحل

 المعادلة :

 2 نشاط

 الحل

 

2

2
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1
3

2
x x  3أو

3
2
x  2أيx 

  I(2,2) بالنقطة fCالخط dيقطع  إذن

  تماماً.ة ليست مطردة نتنبأ بأن المتتالي

 2ونيايتيا المحتممة ىي:  

   
 

1 1

2

1 1
2 3 2 1

2 2

n n

n n n n

v u

v u u u

 

2n:لكن nu v :1ومنو

1

1
1 1

2
1

2

n n

n n

v v

v v

 

1ثابت: إذن 1
( )

2
n

n

v
const

v
 

)0:إذن )n nv  1متتالية ىندسية أساسيا ىو

2
q 

 0 0 2 1 2 1v u  0ومنو
1

2

n
n

nv v q 

1وىي متتالية ىندسية أساسيا  

2
 متقاربة من الصفر. 

2nوبما أن: nu v   :فإنlim lim 2 0 2 2n n
n n
u v 

 
xالحالة العامّة لمتابع التآلفي   ax b 

)0لتكن )n nu  0:  يأتيالمتتالية المعرّفة كماu c1، وn nu au b  أيّاً كانn 1. معa. 
xأثبت أنّ لممعادلة   ax b  احسبو بدلالة حلٌّ وحيد نرمز إليو بالرمز ،a وb. 
)0نعرّف المتتالية  )n nv بالعلاقةn nv u. 
)0أثبت أنّ   )n nv .متتالية ىندسيّة 

 3 نشاط
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 .nبدلالة  nvاحسب  
)0أثبت تقارب المتتالية   )n nv  1في حالة 1a.ما نيايتيا في ىذه الحالة ، 
1 نفترض أنّ   1a0 . أثبت تقارب المتتالية( )n nu واحسب نيايتيا بدلالة ،a وb وc. 
 .nو cو bو aبدلالة  nuاحسب  

 
0 1, . : 1n nu c u a u b a 

 x ax b  :1)تكافئ )x a b 

ومنو: 
1

b
x

a
: إذنحل وحيد، 

1

b

a
 

  n nv u 

1 1 .n n nv u a u b 

nولكن :  nu v  : 1ومنو

1 1
(1 )

1

1

n n

n

n

n n

v av a b

b b
av a b

a a
ab b a b

av
a

ab b ab b
av av

a

 

1nوبالتالي: 

n

v
a

v
 ثابت 

qمتتالية ىندسية أساسيا  nv إذن a 

   0u c  0ومنو 0
(1 )

1 1

b c a b
v u c

a a
 

0 1

c ac b
v

a
 

0. .
1

n n
n

c ac b
v v q a

a
 

1وفي حالة :  1a أن :  (11)فمدينا حسب المبرىنةlim 0n

n
a 

 الحل
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limوبالتالي :  0n
n
v  ،0 إذن( )n nv  1متقاربة في حالة 1a . ونيايتيا الصفر 

nلدينا   nu v  :وبالتاليlim 0n
n
u  ،0 إذن( )n nu  متقاربة ونيايتيا 

 (1طريقة ) 

0. .
1 1

(1 )
. .

1 1 1
1

.
1

n n
n n

n n

n
n

c ac b b
u v v q a

a a
c a b b

a a
a a a

a
ca b

a

 

 :(2طريقة )

 يمكننا استقراء الناتج كالتالي:

 1 0
2 2

2 1
3 2 3 2

3 2
4 3 2 4 3 2

4 3
5 4 3 2

5 4
5 4 3 2

.

. ( ) ( 1)

. ( 1)

. ( 1)

.

( 1)

u a u b ac b

u a u b a ac b b a c ab b a c b a

u a u b a c a b ab b a c b a a

u a u b a c a b a b ab b a c b a a a

u a u b a c a b a b a b ab b

a c b a a a a

 

1 2( ... 1)n n n
nu a c b a a a 

أو : 
1

0

.
K n

n K
n

K

u a c b a .ابحث عن تطابق نتيجة الطريقتين 
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 تمرينات ومسائل   
)0المتتاليةاطراد ادرس    )n nu  الآتيةفي الحالات. 

0 12, sin
2

2
, 1 ( 1)

n n n

n
n

n n

u u u n u n

u n u n
n

 

 
sin

2nu n  غير مطردة 

0 12, n nu u u n 

1 0n nu u n   تماماً  المتتالية متناقصةومنو 
( 1)nnu n 

1
1 1 ( 1) ( ( 1) ) 1 ( 1) ( 1 1) 1 2( 1)n n n n

n nu u n n 
 غير مطردة. المتتالية 

2
, 1
n

nu n
n

 
1

1 2 2
1

1 12

n
n

n
n

u n n

u n n
 .متزايدة 

)0لتكن المتتالية  )n nu  3المعرّفة بالعلاقة 22 30 54nu n n n . 
3 التابع اطرادادرس  .1 2: , ( ) 2 30 54f f x x x x. 
)0استنتج أنّ المتتالية .2 )n nu 9 متزايدة بدءاً من الدليلn. 

 
 كان من xأيّاً كانت قيمةو . تابعٌ كثير الحدود فيو اشتقاقي عمى  fالتابع   .1

2( ) 6 60 54x x xf 
 . 1xو 9xعند fينعدم إذن

 كما في الجدول الآتي fنستنتج من ذلك إشارة التابع المشتق
1 9

( ) 0 0

x

f x
 

 يمكننا أن نستنتج ما يأتي  وىكذا
 ( ) 0f x  عمى المجال] )و ]1, 1) 0f  إذنf متزايدٌ تماماً عمى المجال] ,1[. 

 الحل

 الحل
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 ( ) 0f x 1,9[عمى المجال[ إذنf متناقصٌ تماماً عمى المجال]1,9[. 
 ( ) 0f x 9[عمى المجال, (9)و ] 0f إذنf 9]متزايدٌ تماماً عمى المجال, [. 

  الاطرادن ىذه النتائج في جدول ذلنعرض إ
1 9

( ) 0 0

( ) (1) (9)

x

f x

f x f f

 

,9[عمى المجالمتزايداً تماماً كانت  fبما أن     .2 )0المتتاليةكانت  ] )n nu  تماماً بدءاً متزايدة
 .9n من الدليل

)0لتكن  )n nu متتالية حسابيّة أساسيا r 0المتتالية اطراد . عيّن جية( )n nu بدلالة إشارة r . 

 
1 0 0( ( 1) ) ( )n nu u u n r u nr r 

1نجد أن   0rأولًا: عندما 0n nu u .والمتتالية متزايدة 

1نجد أن   0rثانياً: عندما 0n nu u .والمتتالية متناقصة 

1نجد أن   0rثالثاً: عندما 0n nu u .والمتتالية ثابتة 

)0لتكن المتتالية  )n nu  0 الشرطينبالمعرّفة 1u  وأيّاً كانn 1كان 1
n

n
n

u
u

u
 . 

 .1u،2u،...،5uاحسب الحدود  .1
1نعرّف 0nuفي حالة  .2

n
n

v
u

 .0v،1v،...،5v. احسب الحدود 

)0أثبت أنّ المتتالية  .3 )n nv  متتالية حسابيّة، ثُمّ عبّر عنnu بدلالة n. 

 
1بالتعويض بالعلاقة  .1 1

n
n

n

u
u

u
 نجد 

1 2 3 4 5
1 1 1 1 1

, , , ,
2 3 4 5 6

u u u u u 

1بالتعويض بالعلاقة .2
n

n

v
u

 نجد 

 الحل

 الحل
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0 1 2 3 4 51, 2, 3, 4 , 5 , 6v v v v v v 

3. 1
1

1 1 1 1
1

1

n
n n

n n n n n

n

u
v v

u u u u u

u

  

1nv، ومنو 1وحدىا الأوّل 1متتالية حسابية أساسيا   nvثابت وبالتالي n 

1ومنو 

1nu n
. 

)0المتتالية أعد السؤال السابق في حالة  )n nu المعرّفة كما يأتي. 

0
1

5
u  وأيّاً كانn 1كان 1 2

n
n

n

u
u

u
. 

 
1بالتعويض بالعلاقة  .1 1

n
n

n

u
u

u
 نجد 

1 2 3 4 5, 1 , 1
1 1 1

3 3 5
, ,u u u u u 

1بالتعويض بالعلاقة .2
n

n

v
u

 نجد 

0 1 2 3 4 55, 3, 1, 1 , 3 , 5v v v v v v 

3. 1
1

21 1 1 1
2

1 2

n
n n

n n n n n

n

u
v v

u u u u u

u

  

5، ومنو 5وحدىا الأوّل 2متتالية حسابية أساسيا   nvوبالتاليثابت  2nv n 

1ومنو 

5 2nu n
. 

)0لتكن المتتالية  )n nu  الشرطينبالمعرّفة: 

0 2u وأيّاً كانn 1 كان 2 5n nu u. 

 الحل
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 .1u،2u،...،5uاحسب الحدود  .1
5nنعرّف .2 nv u 0. احسب الحدودv،1v،...،5v. 
)0أثبت أنّ المتتالية  .3 )n nv  متتالية ىندسيّة، ثُمّ عبّر عنnu  بدلالةn. 

 
1.  

1 0

2 1

3 2

4 3

5 4

2 5 9

2 5 23

2 5 51

2 5 107

2 5 219

u u

u u

u u

u u

u u

 

2.  
5n nv u 0و 0 5 7v u  ،1 14v،2 28v ،3 56v،4 112v  ،5 224v 

11   ثابت .3
5 2 10

2
5 5

n nn

n n n

u uv

v u u
 

7  2ىندسية أساسيا  nvوبالتالي  2nnv  7: ومنو 2 5n
nu 

 

)0المتتالية أعد السؤال السابق في حالة  )n nu  يأتيالمعرّفة كما: 

0 3u  وأيّاً كانn  1كان
1

1
2n nu u، 3و 2n nv u. 

 
1.  

1 0

2 1

3 2

4 3

5 4

1 1
1

2 2
1 5

1
2 4
1 3

1
2 8
1 13

1
2 16
1 19

1
2 32

u u

u u

u u

u u

u u

 

2.  
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0 0

1 1

2 2

3 3

4 4

5 5

3 2

3 2 7

7
3 2

2
7

3 2
4
7

3 2
8
7

3 2
16

7
3 2

32

n nv u

v u

v u

v u

v u

v u

v u

 

1   ثابت .3 1

3
13 2 12

3 2 3 2 2

n
n n

n n n

uv u

v u u
 

1ىندسية أساسيا  nvوبالتالي 

2
.  1

7
2

n

nv  1: ومنو 1
(2 7 )

3 2

n

nu 

 
)0المتتالية  )n nu  متتالية حسابيّة فييا 

1 2 3 9u u u      10و 11 40u u. 
 .rو 0uاحسب  .1
0احسب المجموع  .2 1 2 30S u u u u. 

 
0nu نعوِّض .1 u n r  فنجد 

0 0 0

0 0

0

0

2 3 9

10 11 40

3 6 9

2 21 40

u r u r u r

u r u r

u r

u r

 

0ومنه  

0

2 3

3 2

u r

u r
 

 نعوِّض في المعادلة الثانية 

0

2(3 2 r) 21r 40

6 4 21 40

17 34

2

3 4 1

r r

r

r

u
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2.  

0
31

(2 ( ) ) (2( 1) 30 2) 899
2 2

n
S u n r 

 
1أثبت أنّ المجموع   3 5 97 ىو مربّع عدد طبيعي. بوجو عام، احسب بدلالة 99
n مجموع أول ،n عدد طبيعي فردي  

1 3 5 (2 1)S n 

 
1 3 5 97 99 

 ومنو 1و حدىا الأول  2مجموع متتالية حسابية أساسيا نلاحظ أن المقدار السابق ىو 
1 2(a )

2n

n a
S 

299 1
1 3 5 97 99 50 50

2
 

1بوجو عام    3 5 (2 1)S n   
  nومنو نجد عدد الحدود   2و أساسيا    1مجموع متتالية حسابية حدىا الأول 

2(2 1 1)
2

n
S n n 

 
)0المتتالية  )n nu  1متتالية حسابيّة. نعرّف 2 3n nS u u u u. 

 .0nSو 33nو 7rإذا عممتَ أنّ  nuو 1uاحسب  .1
 .1176nSو  7rو 14nuإذا عممتَ أنّ  nو 1uاحسب  .2

 
1.  

1

1

1

1

(2u (n 1)r)
2

33
0 (2u 32 7)

2
2u 32 7

16 7 112

112 (n 1)( 7) 112 7 n 7 119 7 n

n

n

n
S

u

u

 

2.   

9 

 الحل

 الحل
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1

1

1

1

1

(n 1)r

14 u 7(n 1)

14 u 7 7

21 7

21 7

nu u

n

u n

u n

 

1

1

1

2

2

2

(u u )
2

1176 (14 u )
2

2352 (14 )

2352 n(14 21 7 n)

2352 35 7

7 35 2352 0

5 336 0

(n 21)(n 16) 0

n n
n

S

n

n u

n n

n n

n n

 

21n مقبول 
16n مرفوض 

1 21 7 21 6 21 126u 
 
 .اميع الآتيةاحسب المج 

 

 
1 1 1 1

.....
4 8 16 1048576aS 

 التي حدودىا :  nuنلاحظ أن المتتالية 

1 1 1
, , ,........

4 8 16
 

0ىي متتالية ىندسية حدىا الأول : 
1

4
u  1وأساسيا

2
q  

7

1 1 1 1
4 8 16 1048576

1 1 1 1
3 9 27 6561

1 1 1
1

10 100 10

a

b

c

S

S

S
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1ولإيجاد رتبة الحد 

1048576
 نكتب :  

0

0

18

1

1048576
1 1 1

4 2 1048576

1 4

2 1048576
1 1

2621442
2 262144

2 2

18

n
n

n

n

n

n

n

n

u u q

u q

n

 

1حدّ من متتالية ىندسية أساسيا  11ىو مجموع أول  bS إذن

2
q  0و حدىا الأول

1

4
u 

19

19

18
524

1

1

1
1

1 2 287

10

1 1
(1 )

4 1 2 48 762
1

5

2

n

a

a

q
S a

q

S S

 

1 1 1 1
........

3 9 27 6561nS 

1إن:  1 1
, , , ........

3 9 27
 

1تشكل متتالية ىندسية حدىا الأول

3
a :1وأساسيا

3
q  ّ1ولإيجاد مرتبة الحد

6561
 نجد:  
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7

1
.

6561
1 1 1

6561 3 3

1 3
( 1) .

3 6561
( 1) 1

21873
3 2187

3 3

7

n

n

n
n

n

n

n

n

a q

n

 

1حدود من متتالية ىندسية أساسيا  8ىو مجموع أول  nS إذن

3
q  1و حدىا الأول

3
a  ومنو

 : 

8

8

7

1
.
1

1 11 1
1 3 1640

6561

1 3.
3 1 3 4

1
3 3

n

b

b

q
S a

q

S S

 

cS  1حدّ من متتالية ىندسية أساسيا  8ىو مجموع أول

10
q  0و حدىا الأول 1u  نعوض ونجد

 الناتج

 
)لنتأمّل متتاليتين حسابيّتين   )n nu و( )n nv وعددين حقيقيين ،b وaنعرّف .  

n n nt au bv 
)أثبت أنّ المتتالية    )n nt .متتالية حسابيّة 

 
 (1طريقة )

 1dىو  nuأن أساس المتتالية  نفترض
 2dىو nvوأن أساس المتتالية 

 الحل
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1 1 1

1 1

1 1

1 2

( . . ) ( . . )

( ) ( )

n n n n n n

n n n n

n n n n

t t a u b v a u b v

a u a u bv b v

a u u b v v

ad bd

 

1:  ىي متتالية حسابية أساسيا ntثابت إذن  2d ad bd 

  :(2) طريقة
0فيكون :  1dىو  nuأساس  نفترض 1(n 1)dnu u 
0فيكون:  2dىو nvأساس  نفترض 2(n 1)dnv v  وحسب تعريفnt :نجد 

0 1 0 2 0 0 1 2(n 1)d ( 1) (a u b ) (n 1)(a d b d )nt a u a b v b n d v 
0متتالية حسابية حدىا الأول  ntإذن  0 0t a u bv  : 1وأساسيا 2d ad b d 

 
 

 لنتعلّم البحث معا  
 

 

  متتالية حسابيّة  
ن الأعداد  ثلاثة حدود متوالية من متتالية حسابيّة. نفترض أنّ مجموع ىذه الأعداد يساوي  cو bو aتكوِّ

 ىذه الأعداد.عيّن   .197 وأنّ مجموع مربّعاتيا يساوي 21

 

2 2 2

21

147

a b c

a b c
 

كل حد في متتالية حسابية وسط حسابي بين مجاوريو  طريقة أولى:
2

a c
b فنجد  نعوضيا في ل

2 21b b  7ومنوb 

14aأصبح  c 14ومنوc a 

2:  بالإفادة من  2

2 2

2

49 (14 ) 197

49 196 28 197 0

14 24 0

( 12)( 2) 0

a a

a a a

a a

a a

 

,12ما: إ 2, 7a c b 
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,2أو:  12, 7a c b 

 طريقة ثانية :

,فتكون الحدود الثلاثة  :  rنفترض أن أساس المتتالية  ,b r b b r 

12حسب نص المسألة : 

7

b r b b r

b

 

2وأيضاً :  2 2

2 2

2

(7 ) 7 (7 ) 147

49 14 449 14 147

25

r r

r r r r

r

 

,2والحدود ىي :  5rإما :  12, 7a c b 

,12والحدود ىي : 5rأو :  2, 7a c b 

 

 الملاحقة 
. انطمق الكمب الرمادي من 250mيمعب كمبان في طريق يحيط بحديقة مربّعة طول ضمعيا

راكضاً بسرعة ثابتة وقاطعاً ضمع المربّع بدقيقة واحدة. رآه الكمب البنّي الذي  0Gالنقطة 
 وأراد المحاق بو فركض ورائو بسرعة أكبر  0B كان عند النقطة

 في كلِّ دقيقة.  2وبحيث تقُسم المسافة بينيما عمى
 .المتتابعة الأربعة الدقائقين موضعَي الكمبين عمى الشكل في عّ  .1
يمحق  بعد كم دقيقة .20cmنُقرُّ أنّ الكمب البنّي قد لحق بالرماديّ إذا صارت المسافة بينيما أقلّ من .2

 ذ؟قد قطعيا حينئالكمبُ البنيّ الكمبَ الرمادي؟ وما المسافة التي يكون 

 
0نضع  .1 250md  المسافة بينيما بعد  ..وىي تمثِّل المسافة بين الكمبين عند البداية، فتكون مثلًا

 خمس دقائق

 الحل

 

0B0G  

 


 

 dra
ft 



29 

 

0

1

2

2

3

3

4

4

250

1
250 125

2
1

250 62.5
2

1
250 31.25

2

1
250 15.625

2

d

d

d

d

d

 

دقائق يكون الرمادي في النقطة  9بعد .2
9
G  المنطبقة عمى

5
G  و

1
G يمحق الكمب البني بالكمب ،

 دقائق  4الرمادي بعد
1250دقائق ىي :  4المسافة التي قطعيا الكمب البني بعد  15.625 1234.375m 

 

 

  صح أو خطأ  
 يوجد مثمّث قائم الزاوية تقع أطوال أضلاعو في متتالية ىندسيّة. ىل 

 
,بالرموزالمثمث ىذا نرمّز أطوال أضلاع لنفترض وجود المثمث القائم المطموب ، ول  ,a b c أنيا  نفترضول

0فيكون qثلاثة حدود متوالية من متتالية ىندسية نرمز إلى أساسيا بالرمز q  لأن أطوال أضلاع
 . تماماً  المثمث موجبة

bعندئذٍ  aq  2وc bq aq 

aيكونف 1qإن تساوي أي ضمعين في ىذا المثمث يؤدي إلى أن  b c  المثمث  مستحيل لأن  وىذا
 يصبح متساوي الأضلاع وليس قائماً ومنو: 

aوىنا تكون  1q إما : b c  ويكونc . ىو الوتر 

 حسب مبرىنة فيثاغورث: 1qفي حالة 
2 2 2

4 2 2 2 2

4 2 1 0

c a b

q a a q a

q q      2نضعq x : 

 الحل

0B0G  

 


 

 

3

7

G

G

4

8

G

G

9

5

1

G

G

G
6 
2 

G 
G 

dra
ft 



30 

 

2

1

2

1 0

1 4 5

1 5

2
1 5

0
2

x x

x

x مرفوض 

1ومنو  5

2
q  1وبالتالي 5

2
q.  

,2يوجد مثمث قائم تقع أطول أضلاعو في متتالية ىندسية وىي إذن  ,a aq aq 1حيث 5

2
 

 

0كان بالإمكان مناقشة حالة  ملاحظة: 1q : وىنا تكونa b c  ويكونa ىو الوتر 

0وفي حالة  1q نجد حسب فيثاغورث : 
2 2 2

2 2 2 2 4

4 2 1 0

a b c

a a q a q

q q 

2q  نفترض x فنجد: 
2 1 0

1 4 5

x x

 

1

1 5

2
x  : 2ومنو 5 1

2
q  : 5ومنو 1

2
q 

2

1 5
0

2
x  مرفوض 

,2يوجد مثمث قائم تقع أطول أضلاعو في متتالية ىندسية وىي إذا  ,a aq aq  0حيثa  َو 
5 1

2
q 

  دوائز ومزبّعات متداخلة  
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، وننشئ داخميا مربّعاً، ثُّم ننشئ الدائرة 2cmنعطى دائرة نصف قطرىا 
الماسّة لأضلاع المربّع. نفترض أنّو بالإمكان متابعة ىذا الإنشاء إلى ما لا 

 حدّدمتتالية مساحات الدوائر، ومتتالية مساحات المربّعات. و  ادرس نياية.
 .21mmمرحمة الإنشاء التي تصبح بدءاً منيا مساحة المربّع أصغر من

 
نصف قطر الدائرة الأولى 

0
2r  2،مساحتيا

0 0
4d r 

2طول ضمع المربع الأول :  2

0 0 0 0 0
8 2 2l AB OA OB 

2مساحة المربع الأول 

0 0
8C l 

طول ضمع  المربع الأول ، أي : ىوقطر الدائرة الثانية 
1

2 2 2r  ومنو
1

2r 

مساحة الدائرة الثانية 
1

2d 

طول ضمع المربع الثاني 
1

2 2 2l 

نرمّز مساحات لدوائر المتتالية بـ
0 1 1 2
, , , ,...,

n
d d d d d  :فيكون 

0

1

2

2

4

1
2 4

2

1
4

2

1
4

2

n

n

d

d

d

d 

ونلاحظ أن 

1

1

1
4

2 1

21
4

2

n

n

n
n

d

d
ثابت ، ومنو : متتالية مساحات الدوائر 

0
( )
n n
d  المعرفة وفق

1
4

2

n

n
d  ىي متتالية ىندسية حدىا الأول

0
4d  1وأساسيا

0 1
2

q  فيي متتالية ذات

 (0)حدود موجبة ، متناقصة تماماً ومتقاربة من 
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نرمّز مساحات المربعات المتتابعة بـ
0 1 2
, , ,...,

n
c c c c  :فيكون 

0

1

2

2

8

1
4 8

2

1
8

2

1
8

2

n

n

c

c

c

c 

ونلاحظ أن 

1

1

1
8

2 1

21
8

2

n

n

n
n

c

c
ثابت ، ومنو : متتالية مساحات المربعات 

0
( )
n n
c  المعرفة وفق

1
8

2

n

n
c  ىي متتالية ىندسية حدىا الأول

0
8c  1وأساسيا

0 1
2

q  فيي متتالية ذات

 (0)حدود موجبة ، متناقصة تماماً ومتقاربة من 

 يوافق : mm.21كل مربع مساحتو أصغر تماماً من 

3

3

3

3

3 7

1 1
8

2 100

1 1 1
.

2 2 100

1 1

2 100
1 1

1002
2 100

2 2

10

n

n

n

n

n

n

n

 

 وما يمييا . 10nمرحمة الإنشاء المطموبة ىي بدءاً من 
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  جذور تزبيعيّة 
)المتتالية  )

n n
u  متتالية معرّفة أيّاً كانت قيمةn  1بالعلاقة

n
u n n. المتتالية  ادرس

( )
n n
u ،والنياية إن وُجدت.طراد الا من جية 

 
1لدينا 

n
u n n  أياً كانتn  

 باستعمال آلة حاسبة نجد: 

0 1 2 3 4 5 6
1, 0.41 , 0.31 , 0.28 , 0.22 , 0.21 , 0.14u u u u u u u 

نلاحظ أن : 
0 1 2 3 4 5 6
u u u u u u u يمكننا التنبؤ أن المتتالية متناقصة 

كما أن 
100 10000 100000

0.049875 0., 00499 .0015, 81u u u  

أي يجب أن نثبت أن  ،نحو الصفر ىذا يوحي لنا أن نحاول إثبات أن المتتالية متناقصة تماماً 
1n n

u u   أياً كانتn 

2أي:  1 1n n n n  2وىذا يكافئ 2 1n n n 

 موجبان فيي تكافئ المتراجحة الآتية : وبما أن طرفي المتراجحة 

 2 2( 2 ) (2 1)n n n 

2وبالإصلاح نجد :  2 2 4( 1)

2( 1) 2 ( 2) 4( 1)

n n n n n

n n n n

 

  أي المتراجحة 

( 2) 1n n n 

)2ذات الطرفين الموجبين تكافئ :  والمتراجحة  2) ( 1)n n n   

2أي  22 2 1n n n n  ًوىي محققة وضوحا 

صحيحة وبالتالي  ومنو  المتراجحة 
1n n

u u   أياً كانتn والمتتالية
0

( )
n n
u   متناقصة

 .تماماً 

 الحل
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1nلإيجاد النياية نضرب بالمرافق  n : ونقسم عميو 

( 1 )( 1 ) 1 1

1 1 1
n

n n n n n n
u

n n n n n n
 

1من أجل  n  : نجد 

1 1

1
n
u

n n n n
 ثابت ، إذا صَغُرَ المقام يكبر الكسر الموجب( 1)البسط = 

1أي : 
0

2
n
u

n
 

1وبما أن 
lim 0

2n n
limبحسب مبرىنة المتتاليات الثلاث نجد : فإنو   ( ) 0

nn
u 

يمكن حساب 
1 100
,...,uu  :1

1
n
u

n n
 

 
  مضلّعي منكسز خطٌّ 

. يصنعان زاوية ىندسيّة حادّة Oyو Ox ستقيميننتأمّل نصفي م
0
A نقطة من Ox تُحقّق 

0
10cmOA المسقط القائم لمنقطة .

0
A 

 ىي Oyعمى 
0
B وكذلك المسقط القائم لمنقطة .

0
B  عمىOx ىي 

1
A ....وىكذا دواليك. 

 لمقدارنياية ا، إن وُجِدَت،  احسب
0 0 1 1n n n
AB AB AB. 

 
من الشكل نلاحظ أن: 

1n n n n n
AOB AB A  ًلتعامد الأضلاع وأيضا

1 1
ˆ
n n n
B A B  لتعامد

 الأضلاع )او لمتبادل الداخمي (

في المثمث القائم 
0 0
ABO  :0 0

0

sin
AB

OA
0أي   0sin

10

AB  : ومنو

0 0
10sinAB  

 الحل

 

O x

y

0A1A2A3A4A

0B
1B

2B
3B

4B

 

nA1nA

nB
1nB
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في المثمث القائم  
0 1 0
AAB  نجد أن

0 0 1
ˆAB A  : ومنو

1 0 0 0
.cos

10sin cos

AB AB 

في المثمث القائم 
1 1 0
AB B  نجد أن

1 1 0
ˆBAB  : 1ومنو 1 1 0

2

1 1

.cos

10 sin .cos .cos

10 sin .cos

AB AB

AB

 

وحسب الشكل نجد: 
1 1 1

2

.cos

.cos cos

cos

n n n n

n n

n n

A B A B

A B

A B

  

) وبذلك نحصل عمى المتتالية اليندسية )
n
u n  210 حيثsin (cos )n

n n n
AB u 

حدىا الأول : 
0 0 0

10sinu AB 

2cosأساسيا:  0,1

0,
2

q 

 يكون :عندئذِ 

0 0 1 1

1
1

0

2 1

2

2 1

2

2 1

...

...

1

1
1 (cos )

10 sin .
1 cos

1 (cos )
10 sin .

sin
10

(1 (cos ) )
sin

n n n

o n
n

n

n

n

l A B AB A B

u u u

q
u

q

 

فالمتتالية 
0

( )
n n
l  2المعرفة وفق 110

(1 (cos ) )
sin

n

n
l  : نيايتيا

10 10
lim ( ) (1 0)

sin sinnn
l : 2لأنو 1lim (cos ) 0n

n
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   قُدُما  ا لى الأمام

تكوِّن حدوداً متوالية من متتالية حسابيّة. مجموع ىذه الأعداد  a،b،c،d،eخمسة أعداد  
 ىذه الأعداد. عيّن. 665ومجموع مربّعاتيا يساوي 55يساوي 

 
 أساس المتتالية rنفترض أن

55aلدينا  b c d e  وحسب تعريف  المتتالية الحسابية:
2 3 4 55

5 10 55

2 11

11 2

a a r a r a r a r

a r

a r

a r

 

2ولدينا فرضاً :  2 2 2 2 665a b c d e  نكتب : ، وبالإفادة من 
2 2 2 2 2

2 2 2 2

2

2

(11 2 ) (11 ) (11) (11 ) (11 2 ) 665

121 44 4 121 22 121 121 22 121 44 4 665

10 605 665

10 60

r r r r

r r r r r r r r

r

r

 

2ومنو  6r 

11ومنو: 6rإما: 2 6 , 11 6 , 11 , 11 6 , 11 2 6a b c d e 

11ومنو:  6rأو: 2 6 , 11 6 , 11 , 11 6 , 11 2 6a b c d e 

2ل المسألة باعتباريمكن ح ملاحظة: , , , 2a c r b c r d c r e c r  ثم نوجدc و 
 .13كما في المسألة  rبعدىا

 
، وأوّل حدٍّ من 5أوجد جميع المتتاليات الحسابيّة التي أساسيا عددٌ طبيعي أكبر تماماً من  

 .82و 37و 22 بين حدودىا الأعداد، وتضمّ 15,2 حدودىا ينتمي إلى المجال

 
، وبالتالي 45و 15  ىما بالترتيب .82و 37بين الحدين  و  37و 22حدين النلاحظ أن  الفرق بين 
أساسيا عددٌ ، وبما أن  15أو5أو3أو 1إما،فقيمتو 45و 15مشترك لمعددينقاسم  ىوفإن أساس المتتالية 

 الحل

 الحل

dra
ft 



37 

 

ينتمي إلى  8وبما أنّ   8و 7ىي 22السابقة لـ الحدودنجد و  15فإنو  ،5طبيعي أكبر تماماً من 
 فيو الحد الأول. ،15,2 المجال

)المتتالية ىي )
n n
u :8 15

n
u n 

 
 يأتيالمتتالية المعرّفة كما  لتكن  

0

1

2
u وأيّاً كان   ،n  كان    من

1 1 2
n

n
n

u
u

u
. 

1بالعلاقة  نعرّف المتتالية  
1

n
n

v
u

. 

 .بالاستفادة من رسم بياني، تنبّأ بسموك المتتالية  .1
 متتالية حسابيّة، عيّن أوّل حدودىا وأساسيا. أثبت أنّ  .2
عبّر عن  .3

n
vبدلالة ، n.  ّاستنتج ثُم 

n
u  بدلالةn. 

 .استنتج تقارب ونياية المتتالية  .4

 
1.   

0 1

1 2 3

1 2 3

1
,

2 1 2
1 1 1

1 1 12 4 6, ,
1 1 4 1 6 2 8

1 1
2 6

n
n

n

o

u
u u

u

u u u

u u u u

 

 نتوقع المتتالية متناقصة تماماً  لنثبت ذلك 

0نلاحظ أنو  nأياً كانت 
n
u  2ومنو 0

n
u  

1وبالتالي :  2 1
n
u  1وىذا يكافئ

1
1 2

n
u

ويكافئ أيضاً  
1 2

n
n

n

u
u

u
 وتكافئ 

1n n
u u

 والمتتالية متناقصة تماماً.

2.  ( )
n n
v  :1

1
n

n

v
u

 

n nu

n nv

n nu

n nv

n nu
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ثابتفإنو :    nأياً كانت 
1

1

1 21 1 1
1 1 1 1 2n

n n
n n n n

u
v v

u u u u
 ثابت  

)ومنو :  )
n n
v  3متتالية حسابية حدىا الأول

o
v  2وأساسياr  2التالي بو 3

n
v n 

3.  1
1 , 3 2

n n
n

v v n
u

1ومنو :   1

1 2 2n
n

u
v n

 

)أي المتتالية  )
n n
u  1معرفة بالعلاقة

2 2n
u

n
 

)المتتالية   .4 )
n n
u  1حيث

2 2n
u

n
)وىي من النمط   )

n
u f n  وf ىو التابع الكسري

1المعرف بالصيغة 
:

2 2
x

x
limونعمم أن   ( ) 0

x
f x  : ومنوlim ( ) 0

nu
u 

أي المتتالية 
0

( )
n n
u . متقاربة من الصفر 

 
يرمز المقداران  

n
a و

n
p  إلى مساحة ومحيط المضمّع المموّن في الشكل المجاور المرسوم في

 مستوٍ منسوب إلى معمم متجانس. 
احسب  .1

n
a و

n
p  بدلالة n. 

)أثبت أنّ المتتاليتين  .2 )
n n
a و( )

n n
p .حسابيّتان 

 
AD,شبو منحرف قائم قاعدتاه ABCDالشكل  .1 BC  1وارتفاعوAB :حيث 

( , 0)

( 1,0)

1 4
1,

3 3

1
, 1
3

A n

B n

C n n

D n n

 

طول الضمع المائمة 
2

2 1 10
(1)

3 3
DC 

 المنحرف تساوي نصف ارتفاعو مضروباً بمجموع قاعدتيومساحة شبو 

1 1 1 1 1 4 1 7
( ) (1)( ) 1

2 2 2 3 3 3 3 6n D c
a AB AD BC y y n n n 

 الحل
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 محيط شبو المنحرف يساوي مجموع أطوال أضلاعو

1 4 1 1 2 1
1 10 1 (10 10)

3 3 3 3 3 3n
p AB BC CD DA n n n 

2.  
)المتتالية  )

n n
a  1المعرفة وفق 7

3 6n
a n   من الصيغة

n o
a nr a  فيي متتالية حسابية

1أساسيا 

3
r  7و حدىا الأول

6o
a 

المتتالية 
n n
p  2المعرفة وفق 1

(10 10)
3 3n

p n   من الصيغة
n o
a nr a  فيي متتالية

2حسابية أساسيا 

3
r  1و حدىا الأول

(10 10)
3o

p 

 ثلاثة حدود متوالية من متتالية ىندسيّة. نفترض أنّ :  cو bو aلتكن  
21a b c      2و 27a b c. 

 .cو bو aاحسب  

 
,2فتكون الحدود الثلاثة 0qأن أساس المتتالية  نفترض ,a aq aq 

21aلدينا   b c : 2ومنو 21a aq aq 

1)2أي :  ) 21a q q 

2بما أن :  27a b c  : 22ومنو 27a aq aq 

2)2أي :  ) 27q qa 

 طرفاً عمى طرف فنجد: و  نقسم العلاقتين 
2

2

1

2

7

9

q q

q q
 

216بالإصلاح نحصل عمى المعادلة :  2 5 0

(8 5)(2 1) 0

q q

q q

 

1إما :

2
q   : 5أو

8
q 
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1من أجل 

2
q   : نجد

2

2

21 21
12

71
4

42
6

7
21

3
7

a
q q

b aq

c aq

 

5من أجل 

8
q   : نجد

2

21 192

5 25 7
1

8 64
120

7
75

7

a

b aq

c aq

 

تابع إلى ما لا أنّ الإنشاء يُ نفترض في الشكل المجاور، جميع المضمّعات المرسومة منتظمة. و  
 نياية.

)أثبت أنّ كلًا من متتالية مساحات المثمّثات  .1 )
n n
t  ومتتالية مساحات

)المسدسات  )
n n
h .ىي متتالية ىندسيّة 

)أثبت أنّ المتتالية  .2 )
n n
u  المعرّفة، أيّاً كانت قيمةn يأتي، كما :

2n n
u t و

2 1n n
u h  .ىي أيضاً متتالية ىندسيّة 

 السطح الأبيض داخل المثمّث الأكبر.احسب نسبة مساحة السطح الأزرق إلى مساحة  .3

 
، فتكون مساحتو : lان طول ضمع المثمث المنتظم )متساوي الأضلاع ( الكبير ىو  نفترض .1

2 3

4o
t l  ، المثمث الذي بداخمو ويميو ) أصغر منو مباشرة ( طول ضمعو

2

l  خاصة القطعة(

الواصمة بين منتصفي ضمعين في مثمث ( ، ومساحتو  
2 2

1

3 3

2 4 16

l l
t 

1وىكذا  تكون مساحة كل مثمث تنتج عن ضرب مساحة سابقو بـ 

4
 

)فتكون متتالية مساحات المثمثات  )
n n
t  2معرفة وفق 3 1

.
4 4

n

n
n o
t t q l 

ىي متتالية ىندسية حدىا الأول 
o
t  1وأساسيا

4
q 
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نصف قطر ىذه  rطول ضمع المسدس المسوم داخل الدائرة المماسة لأضلاع المثمث الكبير يساوي 

1الدائرة ويساوي  

3
h 3حيث

2
h l  : 1ارتفاع المثمث الكبير أي 3 3

.
3 2 6

l
r 

3وىنا المسدس عبارة عن ست مثمثات مساوي الأضلاع وطبوقة، طول ضمع كل منيا 

6

l
r 

وبالتالي مساحة المسدس الكبير 
2

23 3 3
6 .

6 4 8o

l l
h 

1تنتج عن مساحة المسدس السابق بضربيا بـ ونجد أن مساحة كل مسدس آخر

4
 

)فتكون متتالية مساحات المسدسات  )
n n
h  2معرفة وفق 3 1

.
8 4

n

n
h l 

ىي متتالية ىندسية حدىا الأول 
o
h  1وأساسيا

4
q 

2.  
2

2 1

2 2

3 1
.

8 4 1

23 1
.

4 4

n

n n
n

n n

l
u h

u t
l

)ثابت ، ومنو   )
n n
u  متتالية ىندسية 

نرمّز مجموع مساحات الأجزاء ذات المون الأزرق بـ .3
b
S 

نرمّز مجموع مساحات الأجزاء ذات المون الأبيض بـ
w
S 

 تنويه للمدرس: 

 للطلاب قبل حل ىذا التمرين بالشكل الدعروض في الجزء الثاني حيث ورد بالصيغة التالية: يرجى توضيح معنى الرمز 

1إذا كانت  2( , , , )nx x x  تمثّل عينّة مكوّنة منn  لذذه العينة بأنو الدقدار  الحسابيالمتوسط قراءة لدقدار إحصائي. نعرّف
x الدعرّف بالصيغة   

1 2

1

1 n
n

i
i

x x x
x x

n n
 

   («سيغما»أو « لرموع»يقُرأ )   الرمز
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". نحتاج أحياناً iدليل  ia   "a. حيث يقُرأ الرمز 1a ،2a،...،naعدداً، جرى العرف على تسميتها  nلكتابة قائمة من 
 الأولى مثلاً لكتابة لرموع ىذه الأعداد، لرموع الحدود الخمسة 

5 1 2 3 4 5S a a a a a. 

لتبسيط ىكذا كتابة، يمكننا ترميزىا على الوجو الآتي 
5

5
1
i

i

S a يعني الرمز  .
1

n

i
i

a  أننّا نجمع الأعدادia  عندما يتحوّل

1. أي  nإلى  1من  iالدليل  2
1

n

i n
i

a a a a. 

 ومن خواصّ جمع وضرب الأعداد الحقيقيّة نرى بسهولة صحّة ما يأتي:  
2إذا كانت  1 2 1, , , , , , , ,n nb b b a a a  : ّأعداداً حقيقيّة فإن 

 
1 1 1 1 1 1

n n n n n n

i i i i i i
i i i i i i

n x x a b a b 

 لنتابع الحل 

 النسبة ىي: 

 

2 2

2 2

2 2 2 21

3 1 3 1
. .

4 1 8 1 3 4 3 4 1 1
1 1 . .

4 4 4 3 8 3 4 8
1 13 1 3 1 3 4 3 4

. . . .
8 168 1 16 1 4 3 16 3

1 1
4 4

1

8 2
1

16

b n n

n nw

l l

l lS

S
l l l l

t h

h t

 

و cو bثلاثة حدود متوالية من متتالية حسابيّة غير ثابتة. نفترض أنّ الأعداد  cو bو aلتكن  
a  ّ18بيذا الترتيب تكوّن أيضاً ثلاثة حدود متوالية من متتالية ىندسيّة. فإذا عممتَ أنa b c ،

 .cو bو a احسب

 
,بما ان الاعداد  ,a b c  :2ثلاثة حدود متوالية من متتالية حسابية فيكونb a c 

,والأعداد  ,b c a  : 2ثلاثة حدود متوالية من متتالية ىندسية ، فيكون .c a b 

18aولدينا فرضاً  b c 
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3نجد:  ومن  18b  :6ومنوb 

12aفيكون  c  12وبالتاليa c 

 فنجد: في العلاقة  و نعوض 
2

2

6(12 )

6 72 0

( 12)( 6) 0

c c

c c

c c

 

,24فيكون  12c حموليا  6a b 6 وc  6فيكون, 6a b  وىذا الحل مرفوض لأن
 المتتالية المفروضة غير ثابتة.

 

) لنتأمّل متتاليتين  )
n n
u و( )

n n
v . 

 نفترض أنّ المتتاليتين متزايدتان، ونعرّف .1
n n n
w u v ّأثبت أن .( )

n n
w  متزايدة. وأنّيا

) متزايدة تماماً إذا كانت إحدى المتتاليتين )
n n
u أو( )

n n
v .ًمتزايدة تماما 

)المتتالية اطراد ادرس جية  .2 )
n n
w 2 المعرّفة بالعلاقة 3 1n

n
w n. 

 
)لإثبات أن المتتالية .1 )

n n
w : متزايدة ، نشكل الفرق 

1 1 1 1 1
( ) 0

n n n n n n n n n n
w w u v u v u u v v 

حيث :
1

0
n n
u u  لأن المتتالية( )

n n
u  متزايدة 

و 
1

0
n n
v v  لأن المتتالية( )

n n
v  متزايدة 

)ومنو المتتالية  )
n n
w . متزايدة 

)نفترض أن المتتالية  )
n n
u  : متزايدة تماماً ، أي تحقق

1
0

n n
u u 

)وأن المتتالية  )
n n
v  : متزايدة ، أي تحقق

1
0

n n
v v 

 عندئذ نجد: 

1 1 1 1 1
( ) ( ) 0

n n n n n n n n n n
w w u v u v u u v v 
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)ومنو المتتالية  )
n n
w .ًمتزايدة تماما 

)لدراسة اطراد المتتالية  .2 )
n n
w  2المعرفة بالعلاقة 3 1n

n
w n  نعتبر

n n n
w u v 

)حيث المتتالية  )
n n
u 2المعرفة بالعلاقةn

n
u  متزايدة تماماً ، لأنو : أياً كانتn  : فإن

1

1
2 2 2 0n n n

n n
u u 

)والمتتالية  )
n n
v 3المعرفة بالعلاقة 1

n
w n  متزايدة تماماً، لأنو :أياً كانتn : فإن 

 
1

3( 1) 1 (3 1) 3 0
n n
v v n n 

)وبالتالي المتتالية  )
n n
w . ًمتزايدة تماما 

 

) لنتأمّل المتتالية  )
n n
u بالعلاقة المعرّفة

2

( 2)

( 1)

n

n
u

n
 . 

آلة حاسبة،  مستعملاً احسب،  .1
0
u،

1
u،

2
u،

3
u،

4
u،

5
u ىذه المتتالية.اطراد . ماذا تتنبّأ بشأن جية 

 احسب .2
6
u؟. ماذا تستنتج 

) المتتاليةاطراد ادرس جية  .3 )
n n
u. 

 

1.  ( )
n n
u  :

2

( 2)

(1 )

n

n
u

n
 

1 2 3 4 5
1 , 0.35, 0.22, 0.17, 0.16, 0.15

o
u u u u u u  

 ن تكون متناقصة تماماً أ التنبؤ يمكن

2.  
6 5

0.16u u . نلاحظ أن المتتالية غير مطردة 
6نلاحظ أن المتتالية متناقصة من أجل    .3 0n 

وأن: 
6

( )
n n
u  :

2

( 2)

(1 )

n

n
u

n
 متزايدة تماماً لأنيا تحقق : 

1

222
1

2

2

( 2)

2(1 ) 1( 2)
2 1

2( 2)( 2)

(1 )

n

n

n
n

u nn

u nn

n
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1نجد أن   6nباستخدام الآلة الحاسبة وعندما  1.08 1n

n

u

u
ازدادت قيمة  nوكمما زادت قيمة  

1المقدار 
1

2n
1nوبالتالي ازدادت قيمة المقدار  

n

u

u
1ومنو   1n

n

u

u
  

 6nاعتباراً من 

المتتالية 
0

( )
n n
u  دليلًا  عيّن. 0 تتقارب من الآتيةفي الحالاتm  يأتييحقّق ما 

 
n
u  5تنتمي إلى المجال 510 ,10I في حالة m n. 

   10تنتمي إلى المجال 1010 ,10I في حالة m n. 

2

5 1 2 1
, 0 , 0

2 1 5n n n n
u u u n u n

n n n n
 

 

 

   

 5 51
10 ,10

n
51 يكافئ 

10
n

 510n  ومنو 

1010nبالتربيع  m 

 10 101
10 ,10

n
101يكافئ  

10
n

 1010nومنو   

2010nبالتربيع  m 

 

 5 5

2

2
10 ,10

n
5يكافئ  

2

2
10

n
أي  

2 5

2 1

10n
ومنو   

2
510

2

n 

2يكافئ :   5

2 4

2(10 )

2(10)(10 )

2 10(100)

2 5(100)

2( )(100) (2.236 4.47 (100)2) 447,2

447

n

n

n

n

n

n m

 

nu
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 10 10

2

2
10 ,10

n
10يكافئ  

2

2
10

n
أي  

2 10

2 1

10n
ومنو   

2
1010

2

n 

2يكافئ :   10

5

2(10 )

10 (1.41421)

141421

n

n

n m

 

 

 5 51
10 ,10

5n
51يكافئ  

10
5n

 

55يكافئ :   10

100000 5

99995

n

n

n m

 

 10 101
10 ,10

5n
101يكافئ  

10
5n

  

يكافئ :  
10

10

5 10

10 5

n

n m
 

 

 5 55
10 ,10

2 1n
55يكافئ  

10
2 1n

يكافئ  
5

5 1

2 1 10n
 

5يكافئ 

5

2 1
10

5
2 1 5(10)

2 500000 1

2 499999

249999.5

250000

n

n

n

n

n

n m

 

 10 105
10 ,10

2 1n
105يكافئ  

10
2 1n

يكافئ  
10

5 1

2 1 10n
 يكافئ: 

10

5

10

9

9

9

2 1
10

5
2 1 5(10)

2 5(10) 1

2 50(10) 1

1
25(10)

2
25(10)

n

n

n

n

n

n m 
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المعرّفة بالعلاقة  لنتأمّل المتتالية  
2

2

2 3sin

1n

n n
u

n
 . 

، فمدينا nأثبت أنّو، ميما تكن  .1
2 2

2 2

2 3 2 3

1 1n

n n
u

n n
. 

) استنتج نياية المتتالية .2 )
n n
u. 

 
1.  

n :1أياً كان  sin 1n و نغير جية المتراجحة  3نضرب بـ 

3 3sin 3n   22نضيفn 
2 2 22 3 2 3sin 2 3n n n n  2نقسم عمى 1 0n 

2 2

2 2 2

2 3 2 3sin 2 3

1 1 1

n n n n

n n n
 

أي 
2 2

2 2

2 3 2 3

1 1n

n n
u

n n
 

  :لاحظ أنن .2
2

2

2 3
lim 2

1n

n

n
 

2

2

2 3
lim 2

1n

n

n
 

limوحسب مبرىنة المتتاليات الثلاثة نجد:  ومن  ( ) 2
nn
u 

 

لنتأمّل المتتالية  
1

( )
n n
u  1المعرّفة، في حالة nبالعلاقة ، 

2 2 21 2n

n n n
u

n n n n
 

احسب الحدود .1
1
u،

2
u،

3
u،

4
u. 

يساوي .2
n
u  َمجموعn .حدّاً. عيّن أكبرىا وأصغرىا 

n nu
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نياية المتتالية  وعين ، فمديناnاستنتج أنّو، ميما تكن .3
1

( )
n n
u. 

 
1.  

1

2

3

4

1 1

1 1 2
2 2 11

5 6 15
3 3 3 181

10 11 12 220
4 4 4 4 1402

17 18 19 20 1615

u

u

u

u

 

2.  
2 2 2

...
1 2n

n n n
u

n n n n
ىو nأكبر ىذه الحدود التي عددىا  

2 1

n

n
 

وأصغرىا 
2

n

n n
 

3.    

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1 1

2 1

1

n n n

n n n n
n n n

n n n n

n n n

n n n n n

 

بالجمع عمودياً طرفاً مع طرف نجد: 
2 2

. .
1n

n n
n u n
n n n

 

2 2

2 2 1n

n n
u

n n n
وبما أن  

2 2

2 2
lim lim

1n n

n n

n n n
 

)limيكون حسب مبرىنة المتتاليات الثلاث  ) 1
nn
u 

 
نفترض أنّ الإنشاء المبيّن في الشكل المجاور يُتابَعُ إلى ما لا  

 نياية، وأنّ 
0

4cmOA أوجد نياية المتتالية .
1

( )
n n
u المعرّفة بالعلاقة 

 

2 2

2 2 1
n

n n
u

n n n

0 1 1 2 2 3 1n n nu A A AA AA A A
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في المثمث القائم 
1 0

OAA  :0 1sin
3 4

AA 

ومنو : 
0 1

4 sin 2 3
3

AA 

وبالمثل نجد: 
1 2

2

2 3

1

1

1
2 sin 3 2 3

3 2
1 1

sin 3 2 3
3 2 2

.

.

1
2 3

2

n

n n

AA

AA

A A

 

ومنو: 
0 1 1 2 2 3 1

...
n n n
u AA AA AA A A 

0 1 2 1
1 1 1 1

2 3 2 3 2 3 ... 2 3
2 2 2 2

n

n
u 

حداً في متتالية ىندسية حدىا الأول  nوىو مجموع 
1

2 3u  1وأساسيا
0 1

2
q 

 ومنو
1

1

1

n

n

q
u u

q
 :وبالتالي 

1
1

2 1
2 3 4 3 1

1 2
1

2

n

n

n
u 

1 بما أن 
lim 0

2

n

n
limفإن   4 3

nn
u. 

 
3التابع  fليكن   3( 1)x x x:نعرّف المجموعين . 

1 2S n  2 و 2 21 2P n 
)2تحقّق أنّ   ) 3 3 1f x x x. 
 واستنتج  n،...،1،2بالأعداد  xعوّض عمى التوالي  

(1) (2) ( ) 3 3f f f n P S n. 

 الحل

dra
ft 



50 

 

Sاستنتج قيمة   P  بدلالةn ثُمّ احسب المجموع ،P  بدلالةn. 
3 2

3 2 2

3 2

2

2 2 2

1 1
( 1) ( 3 2 )

2 3
1 1
( 3 2 ) ( )

3 2
1
(2 3 )

6
1

(2 3 1)
6
1

( 1)(2 1)
6

1
1 2 ... ( 1)(2 1)

6

p n n n n n

p n n n n n

n n n

n n n

n n n

p n n n n

 

 

 
 

  

2

2

2

2 2 2

(1) 3(1) 3(1) 1

(2) 3(2) 3(2) 1

( ) 3( ) 3( ) 1

(1) (2) ... ( ) 3(1 2 ... ) 3(1 2 ... )

(1) (2) ... ( ) 3 3

f

f

f n n n

f f f n n n n

f f f n p s n

 

 من جية أخرى: 
3 3

3 3

3 3

3 3

3 3

(1) 2 1

(2) 3 2

(3) 4 3

( 1) ( 1)

( ) ( 1)

f

f

f

f n n n

f n n n

 

3بالجمع نجد :  3

3 2

3 2

(1) (2) ... ( ) ( 1) (1)

(1) (2) ... ( ) 3 3 1 1

(1) (2) ... ( ) 3 3

f f f n n

f f f n n n n

f f f n n n n

 

 :في  نعوض 

3 الحل 3

3 2 3

2

( ) ( 1)

3 3 1

3 3 1

f x x x

x x x x

x x
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3 2

3 2

3 3 3 3

1
( 3 2 )

3

n n n p s n

p s n n n
 

1لكن 
1 2 ... ( 1)

2
s n n n وحدىا 1أساسيا  )مجموع حدود متوالية لمتتالية حسابية

 ( 1الأول 

 : في  نعوض 

3 2

3 2 2

3 2

2

2 2 2

1 1
( 1) ( 3 2 )

2 3
1 1
( 3 2 ) ( )

3 2
1
(2 3 )

6
1

(2 3 1)
6
1

( 1)(2 1)
6

1
1 2 ... ( 1)(2 1)

6

p n n n n n

p n n n n n

n n n

n n n

n n n

p n n n n

 

 

 حلّ المعادلات الآتية : 

 
2 3 4 5 6 7

1 1 1 1 1 1 1
0

x x x x x x x
. 

 
2 3 4 5

1 1 1 1 1
1 0

2 4 8 16 32x x x x x
. 

 7 5 327 9 3 0x x x x. 

 
 

2 3 4 5 6 7

1 1 1 1 1 1 1
0

x x x x x x x
. 

0ليس حل لممعادلة  1xأولًا : )نلاحظ أن  7 ) 
 1xثانياً : 
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1الطرف الأيسر لممعادلة ىو مجموع سبعة حدود متوالية لمتتالية ىندسية حدىا الأول 
a
x

وأساسيا  

2

1
1

1
xq

x

x

 0xشرط

ذا كان  1وا 
1

x
1فإن مجموع ىذه الحدود ىو : 1xأي  

.
1

nq
s a

q
 ومنو المعادلة : 

7

7

7

7

1
1

1
. 0

1
1

1
1

0
1

1
1 0

1
1

x

x

x

x

x

x

x
1أي    

1
x

 

 وىذا تناقض وبالتالي المعادلة مستحيمة .

 
2 3 4 5

1 1 1 1 1
1 0

2 4 8 16 32x x x x x
. 

وأساسيا  1aالطرف الأيسر لممعادلة ىو مجموع ستة حدود متوالية لمتتالية ىندسية حدىا الأول 
1

2
q

x
6فالمعادلة تصبح 1q، إذا كان الأساس  وىي مستحيمة.0

ذا كان  1أي  1qوا 
1

2x
1أي  

2
x : فإن مجموع ىذه الحدود ىو 

6

6

6

1
1

2
1. 0

1
1

2
1

1 0
2

1
1 0

64

x

x

x

x
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664ومنو : 1x  6أي 1

64
x 

1ما : إ

2
x مرفوض 

1أو : 

2
x مقبول 

 7 5 327 9 3 0x x x x. 
6المعادلة تكافئ:  4 2(27 9 3 1) 0x x x x 

 0xإما 

6أو  4 272 9 3 1 0x x x  6مستحيمة لأن طرفيا الأيسر 4 227 9 3 1 1x x x  مقادير(
 xأياً كانت (1موجبة 

   0xأي جذر المعادلة ىو : 

 

)نتأمّل في مستو مزوّد بمعمم متجانس   , , )O i j  النقطتين
0
(1,1)A و

1
(2,2)A ّونتأمّل الخط .

المضمّعي المنكسر 
0 1
, , , ,

n
A A A  الذي يُحقّق في حالة كلِّ عدد طبيعيn  يأتي ما 

  فاصمة النقطة
n
A  1ىيn.  

 إذا رمزنا بالرمز
n
u ستقيم إلى ميل الم

1
( )
n n
AA  كانت

0
( )
n n
u  1متتالية حسابيّة أساسيا

2
. 

عيّن في المستوي النقاط  
0
A،

1
A،

2
A،

3
A،

4
A،

5
A. 

نفترض أنّ إحداثيي النقطة  
n
A  ىما( , )

n n
x y 0. أثبت أنو ميما تكن n يكن 

1

1

2n n

n
y y 

استنتج أنّ  
2 3 4

4n

n n
y. 

أثبت أنّ جميع النقاط  
n
A  ارسمو عمى الشكل نفسو مع النقاط تقع عمى قطع مُكافئ ،

0
A،

1
A،

2
A،

3
A،

4
A،

5
A. 
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 1 0

0 1

1 0

0

2 1
1

2 1

A A

A A

A A

y y
u m

x x

 
   

 
 

1 0

1 1 3
1

2 2 2
u u      ولكن

1 2

2 1
1

2 1

A A

y y
u m

x x


 


 وبالتالي 

 
 
وبالتالي  

2

3
2

2
y    أي

2

7

2
y   2ومنو

7
3,

2
A

 
 
 

 

2 1

1
2

2
u u    ومنو

2 32 3 2A Au m y y    ومنو
3

7
2

2
y     

وبالتالي 
3

11

2
y  أي

3

11
4,

2
A

 
 
 

  

3 2

1 5

2 2
u u    ومنو

3 4

4 3
3

1
A A

y y
u m


   أي

4

5 11

2 2
y   ومنو

4 8y   أي 4 5,8A 

4 3

1
3

2
u u    ومنو

4 5

4 3
4

1
A A

y y
u m


   أي

53 8y   ومنو
5 11y   أي 5 6,11A 

  طريقة ثانية عمى الورق حيث      

 نجد: 1n   بالاستقراء الرياضي لنبرىن أن 

 
1 0

1 1

2
2 1 1

y y

 محققة   

nصحة القضية من أجل  نفترضو  k  أي
1

1

2k k

k
y y 

1nنبرىن صحتيا من أجل  k  : أي الطمب
1

2

2k k

k
y y 

الحقيقة أن: 
1

1
1

1

1

2k k

k k
k k A A

k k

y y k
y y m

x x
 

لكن 
1 1

1
1 1

1

1 1 1 2

2 2 2 2k k k

k k
k k A A A A

k k

y y k k
l y y m m

x x
  

1nفالقضية صحيحة من أجل  k  1فيي صحيحة n  

2 23

2 3 2

y 




 ,n n nA x y0n 

1

1

2
n n

n
y y 
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1

1

2n n

n
y y 

إن 
1

1 1

2 2n n n
v y y n  ىو حد عام لمتتالية حسابية

1
( )
n n
v  حدىا الأول

1

1 1
1

2 2
v 

1وأساسيا 

2
 

1حد فييا ىو : nمجموع 
1

2 2n

n n
S 

لكن 
1 1 2 1 0

( ) ( ) ... ( )
n n n n n
S y y y y y y 

1بالإصلاح نجد أن :
n n
S y 

: و من
2

2

2

1
1 1

2 2

1
2 4 4

4 2

4
3 4

4

n

n

n

n

n n
y

n n n
y

n n n
y

n n
y

 

  ( , )
n n n
A x y  1حيث n

n
x  ومنوn 1nx  نعوض في :

2( 1) 3( 1) 4

4
n n

n

x x
y 

21بالإصلاح 
( 2)

4n n n
y x x  21ومنو 1 1

4 4 2n n n
y x x 

2yوىي معادلة قطع مكافئ من الشكل  ax bx c  ذروتو( , )
v v

v x y  

1
14

2 1 2

2

v

b
x

a
7و               

16v
y 

1 7
,

2 16
v وفتحتو نحو الأعمى كما في الشكل: 
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لتكن  

0
( )
n n
u ة المعرّفة تدريجيّاً بالعلاقاتالمتتالي 

0 2
1, 2u u   0وأياً كان n  ، 1

2

3

2
n n

n

u u
u 

نعرّف  
1n n n

v u u أثبت أنّ المتتالية .
0

( )
n n
v .متتالية ىندسيّة 

عبّر عن  
n
v  بدلالةn ، 

استنتج عبارة  
n
u  بدلالةn. 

ما نياية المتتالية 
0

( )
n n
u؟ 

53يجعل  m اً طبيعي اً عدد عيّن  10
n
u  أياً كانت قيمةm n. 

 

 
:  نلاحظ أن 

1
1 1

1 2 1

1 1 1

3 1
12 2
2

n n
n n n

n n n

n n n n n n n

u u
u u uv u u

q
v u u u u u u

 

0 1 0
2 1 1v u u  ومنو المتتالية

0
( )
n n
v 1ىندسية أساسيا

2
q  وحدىا الأول

0
1v 

المتتالية اليندسية 
0

( )
n n
v  حدىا الأول

0
1v  1وأساسيا

2
q  :فيكون

0
. n

n
v u q  أي

1

2

n

n
v 

 
1n n n

u u v 
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0
0

1 0 0

0 1

2

0 1 2

3

0 1 1

1

1
1

2

1 1
1

2 2

1 1 1
1

2 2 2

1
1

21 1 1
1 ... 1

2 2 2 1
1

2

n

n

n

u

u u v

u

u

u

1
1 2 1

2

1
3 2 :

2

n

n

n

n

u

u n 

 

lim 3
nn
u  : 1لأنو

lim 0
2

n

n
 

  
5

5

1 5

1 5

1 16

3 10

1 1
2

2 10

1 1

2 10
2 10

2 2

1 16

17

18

n

n

n

n

n

u

n

n

n

 

 18nأي 
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