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الطبعة الثانية ٢٠١٤ م

فريق عمل دراسة ومواءمة كتب الرياضيات للصف العاشر

ا) أ. رضيّة ناصر القطان (رئيسً
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Intersection Between Tangent and Secant from any Point Outside of a Circle
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���� ��� � ������ ��� ��

�����! � ��"�#$�� %#&'( :) − *
�������	�
 ������� F
� :) ���  

������ ������	� ����� :+ ���  
�������	� ������	� :, ���  

�����-� ./I� 12 :+ − *
�������	� �� :) ���  

�������	� ��I :+ ���  
�������	� �!"�#	� $% :, ���  

�����-� 34 :, − *
������& ' "() *+ :) ���  

�������	� *+ :+ ���  
5��678-�9 ;<�� =&'��� 
���� �����! :> − *

�,-�� ./0�� "�12 :) ���  
�����3�� ����� 4& �#
�& �����& "(5 :+ ���  

?@#MB ?@�C�8! D! E�&" F� :G − *
������67� ,-�� 8�9#	� :�(;�<�
 $=� :) ���  

��&��> ?()�@ :�(;�<�
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Matrices

.(Biotherapy) ájƒ«ëdG áédÉ©ªdG :IóMƒdG ´hô°ûe

 H#I�#�#7�� C����� �J��� 3/�( /$@8J :K�/L��� H!�M!  )
 ��N ,PJ�Q�� /�8�� /I�R! %�� D! H#�S�� ��#��� T�	
 U V7@( W@�� HJ#Q�� HS��8��� X�S! W� �J/#@7$�� E�R@�(�

���MBY� ��� D! V�QZ� H[#$�� F#Q! W� �]#8#$I

 ��"�#  ̂FZQ( _6 ,
���� ��� W� F�8�� �'  ̀:_�a��  +
 ��J@Q��� %6/� bI�@'�� E�R@�(� ,�aS��8( _6� ,K�/L���
 �c/B� 1J��L! �C��! D` PQ$( _6 %d D!� ,�a8�(�
 
�`���Z� eQf(� ��S@6 �! gRZ( _6 ,HJ�a'�� W��

�K�/L��� HZ�7( W�

�H#"�#^ H$6�� H�h :Ei�Z��  ,

 bI�@" D! ��"�#^ X��S�� jfJ :k#$M@�� X� HZ[6�  >
 W� ��a��" H^/@�� D! H#I�L` ��'#` l�R� ���Z8�� F#ZQ(
 /m�'` D! W��@��  ����� ,HJ#Q�� HS��8��� 1J��L! ���
 5�9 DJ�#�@�� ,539 DJ�'$�� :
/MR�� H#��/@$�� ��S@'���
 �� 5�9 D#Z#�N	 ,5n9 DJ�'$�� F#oJ	 ,UZ�� %J�  ̀FI�6 ��
 ,�����! 1^�� W� ��"�#$�� p/`� �W"^/N���#� qN/!

 �Fo�J �r�! /Nr�� ,H���! FN D! � s/�'` /@B� %d

IóMƒdGá©HÉ°ùdG

IóMƒdG ¢ShQO

��"�#$�� %#&'(
�����! W�

 ./I� 1��
��������

�������� 3/f 
���� �����!
 W^/t�� /#&'���
5��678���9

 D#@�C�8! D! E�&" F�
D#@#MB

)−*+−*,−*>−*G−*

5%SNu%SZ!9 H^/@�� W� qN/��� ��J@�!
� n � 3 H'#8��

DEFB GFH GFHB GFGI )
DJFB GFKJ DFGB GFGI +

AH BFI I GFJB ,
DHFB C GFDH GFCC >

CI CFB GFEC GFDD G
������! > W� X��S�� ��"�#^ p/`�  �

 DJ�#�@��� DJ�'$�� H�#�( ����� ,�������� ��� E�R@6�   3
 H'#` F7� %SNuE�/S#Z���^ D#Z#�Nv�� DJ�'$�� F#oJ	�

�3�/(
 W� qwN/! F7� HJ[��� H$�'�� U� ���Z8�� x�y ,� s/az )+ �8^   {�
 �%SNu%SZ! |}|G X�8�  ̂�t�R"� �� H^/@�� D! H'#  ̀FN
 W�� |}|) T��Y� H'#8�� W� �Q$m� DJ�'$�� H$�" , s~o��
 H8^�/�� H'#8�� W�� |},| Ho��o�� H'#8�� W�� |}|) H#"�o�� H'#8��
 �������� E�R@6� �|}|� H�!�R�� H'#8�� W�� |})*

�H'#  ̀FN W� qN/! FN U��M" 3��Q�
 D�t@( W@��  ��J��'��  1�! D` �soQ^ kM� :/J/M@��  G
 ?1���� K��(� c�! �! �� ]J#� �a@S��8! ��( W@��� ,
�MB
 _~R^ �a!��R@6� D7�J W@�� c/BY�  HS��8��� �/I �!

?HJ#Q�� HS��8���
 1���� D  ̀��"�#  ̂D�t@(� �oQ  ̂gRZ( HZ#Z� ��/M� q@N�
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?(%��� �&(L&
 M�/0� ����9
 N7#�� M�O��& ?(%��� PQO ' *RM�� T0�

 $U��	 V�7% "�1W ������& ' ��U��%W� �������
 ��#@�� X) ��0& �����@ Y�Z! �[�� .���� ,�����%

�?"(5
 �� ��%�I �� ������	� �� VR] 4& ^�Y M�� _�<

 �& `�a
 � bc#
 ��c#
 ' �d+ �� TL�L% "() ' �d+
��e�=�� f@�	� `7M��

 �V��(e ' �6/0	� ������� g#
 *RM�� :�&� h�)�
 ,_��[ ' �L� ������� PQO 4& i� (�(j M���2 `7I�

�?(6)�� _��[ ' �L� ��0& i�� ,?(6)� ' �L� ��0& i��


���� K��!
 k2 _�#�7� *RM�� :�&� ?.> �[�� ��l	� �QO ����

 4) ��U��%W� ������� M�/0� ' ��&�(;�<�� ������	�
 �QO ' ��m��� $>�n	� o(%2 TO T���� ����=� ��p�#	�

�q#��
 *RM�� :�L� _�< ,������	� X) ���76#�� VR] 4&

 Mr ,?"�e�	� ���7;	� ���6> ' ��.s��� *��a

 �& h�)� ����;7�� o�]� ����% �p�#& ����n& ta
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 �J�Q��� /�'8�� − HJ/���� H������−1�S�� H���! − 
/��'@��� /m�'8�� − H������ /�'  ̀− _�m − 
��`� − H���!
 �78!9 H����Z� W^/t�� /#&'�� −  
���� H���! − H8^/��� H������ − 3/t�� �����! − W6�#M�� C�8�� − W8�S��

�H������ C�Q! − /!�/N 
�`�� − 5H������

IóMƒdGá©HÉ°ùdG

 ��"�#$�� ,�y�S��� qZ�� W� ��'�� E�R@�J
 %#&'( �/I c��	� ,H�&'! 
�`�� W� H$(/���
 
�m W� �a@^�@N W� 
/�@R! 
��  ̂��"�#$��
 �������� 1�� 1#M@�" ���^ ,H���!
 ��r E��R@6� D7�J ��N ��a^/f� �a�/I�
 W� �`��( H#��f	 ��!Z8! TZ` X�QZ�
 �������� �!�R@6� ,�]#RJ��( ���/M�� r�R(�
 E��R@6� D7�J� ��N ,
/�L! FI�6� FQ�
 ��M#$M(� FI��! W� �������� 3/f

�H#(�#�

∂JÉeƒ∏©e ≈dEG ∞°VCG
(áÑ°ùàμªdG á≤HÉ°ùdG ±QÉ©ªdG) ¿B’G âfCG øjCG

•  � ��/#�@��� E��R@6�^ ���~8�� F#o�( ��Z8(
•   � s��N� HQ#Qm � sC��`�  H'�t@��� HJ/$S�� ����$8�� F#�$( ��Z8(

��a@�#� C�SJ	�
•  �DJ/#�@! D! �yC�8! F#o�( ��Z8(
•  ��]#"�#^ ��'J�$@���� �yC�8��� %6� ��Z8(
•  ��]#"�#^ ��'J�$@��� �� �yC�8��� D! E�&" %6� ��Z8(

?º∏©àJ ±ƒ°S GPÉe
•  ���"�#$�� %#&'@� �������� E�R@�( _6
•  �HJ���@��� �������� _/8@( _6 
•   �yC�8!  FQ�  �a�/I�  ��������  1��  E�R@�(  _6

�H#(�#� ���! W� ��������
•  �H#(�#� FI��! FQ� �������� 3/f E�R@�( _6
•   �������� �yC�8! FQ� �������� ��678! E�R@�( _6

�H#(�#� FI��! W�
•  �/!�/N 
�`�� E��R@6�^ D#@#MB D#@�C�8! D! � s!�&" FQ( _6

 • vM� (@ �@�& ' ��(e��� (@ ����> �Y2 �& *RM�� Vw<�
����x�> "��& ���L
 �� F�� �� y�z �L
 4& u��/0�

 • :(;��� ����=� �p�#	� V�{ |� *RM7� }~�
�?��c�� ���7;	� ^�9��� �#�M�� ' ?"�e�	� ��.�9��

 • T��� "��	�
 �6U�@ "�()�
 ��&�@ �Y2 �& *RM�� Vw<�
���l	� ' ����2 |�e��� _�<

 • V�{ ' ��&�7#	� 4& (��	� "�12 X) *RM�� � v�%
�o�]� �"��& i� �� y���W� �9� 4& ����=� �p�#	�
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��=�
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 ������	� M/#&� ,�a�a[ ��
��=� M/#&
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,− * >
)� ) I−  = , − | � + +− , + )

)+ + * � + G− H − J  = {� +   
�, × + W� {� +  H$(�

FQ( U� X���

 
)− ,−
> G−

*− )
 + 

+> )+−
G ,−

)| )−
 :WZJ �! b(�" ����  )

IG

äÉaƒØ°üªdG ìôWh ™ªL

Adding and Subtracting Matrices

2-7

º∏©àJ ±ƒ°S

•  �������� 1��
•  �������� ./I
•  H#������ �yC�8��� VF�

 W"��8( F�`
:V�(��� T� ��&�7#6�� :(;�<� �^� $�&z �& $6)� :�]#I���	

�����Z� W^��Q�� F6@���

H'���
H�Z����#f�J/��

£�"	�Nr£�"	�Nr
+|||�G�,*��+
+||)�*�G*>�G

��0< $> T� ��>Q�� ��e�(� 4��
��a�� 4�M<��6�� ��6�& V�(��� 4& (e�� �  )
��0< $> T� °��W� ��e�(� 4��
��a�� 4�M<��6�� ��6�& V�(��� 4& (e�� 3  

�4��0��� VR] °��W�� ��>Q7� �s7�� ��e�(� T
��a�� F<��6�� $v36� �����& `�>�  �  +
����(6)�� ,�����[� ,�����6�� :4& $9� �b���0) �~   

������6�� PQO ��� �>Y� 3  :á q«°VÉjQ áeƒ∏©e
 W� 
/��'@��� /m�'8��

 /m�'8�� W� ��������
 W� e��" 1f��� �a� W@��

�H���! FN

 °��W�� ��>Q7� ���~����� ��e�(� T
��a�� F<��6�� $v36� �����& `�>�  �  ,
�4��0��� VR]  

����(6)�� ,�����[� ,�����6�� :4& $9� �b���0) �~  
������6�� ��� �>Y� 3  

�J ,C 4���¸��� T� ����> T��� ������6��� V��� V�¸��� 4) ^�
�e2 ¤�2 �/0��
  �  >
�4��0��� VR] °��W�� ��>Q�� ��e�(� 4��
��a�� 4�M<��6�� ��6�& $36� �3��r �����& `�>�   

 ����(6)�� ,�����[� ,�����6�� :4& $9� �b���0) �~  
������6�� PQO ��� �>Y� 3  

�������6�� �6�� �L��I ������ �O��� U�6�� i�� ^��/%R& :(;�<�  G

äÉaƒØ°üŸG ìôWh ™ªL  :2-7

_���Y�  )
 •���%�M�� ������	� �61
 •�������& �!"�#& $�


�J��� %#���-�� ��C/�-�  +
 − V�(
W� ��[�] − ¢R�W� ��[�] − ?�¯�0�& ��0)

�T#6p� 8�9#	� − ������� �����	� − ��6���� ��[�]
FI�6��� ���CY�  ,

��Data show� U�L<2 z��e − *�<�% − �<�% ���
�#a�@��  >

:?����� X) `�>�
��J + �A + 8C� + ��I + �J + 8A�

 Mr ,¹��0�� (1 |� *RM�� 4& ®)�M�	� (%� k2 `7I��
:�� �	 ¹��0�� "�12 �]� k2 `7I�

��J + �A + 8C� − ��I + �J + 8A�
 �� `1 x�%�I (0) �� 4�.#� �� (0) u�� * vRM�� � v>Y

��d�n�	� "�(=� ��I �� �d�n�	� "�(=�
:$3& ®�����& ?����� X) `�>�
AD−C

J−AA−  = *  ;  CIJ−
AJC  =  

:"�12 ����> * vRM�� �& ²@���
�* −   Mr * +  

lJ��@��  G
 �(�� $@ �����7� ,��=� F<��	� f��#�
 * vRM�� �>Y

�� ��#� $6)¡ ?�L� ' ?"�e�	� �7m<�� 4) �
�eW�

 $6)¡ ?�L� ' ?"�e�	� �7m<�� M�� X) *RM�� ()�<
 |�> �Y2 M�w<� �Mµ�
�e2 4& (>w��� M�0�
 V�º ,� ��#�

 ®��¸��� ' ���7) ��7�% T��� ��
�eW� ®
 F
��� M»�9&�

� ,  � +  �7m<��� �*� )  ¼� � � � )



BJ

,>

 ����������������������������������������������������������  : �i"R�	� ��������  ���������������������������������������������������� : �i���� ���������| ���
C−K

�����-� ./I� 12
Adding And Subtracting Matrices

 H#6�6� DJ���  H`�S-�
:      ( - )  

  C J C
J C J  − C D C

D C D
 5)9

  J I−
C− K  + J− I

C K−
 5+9

:            ( - )  

  D A− C−
DG DD J  − G H− I

K B E−
 5,9

 
 

B K
C− J
A J

 − 
C G
I J−
K B−

 + 
J D
A C
K I

 5>9

:               ( - )  

 
C− D
A GFJJ

GFDB K−
 = * ,

B A DC D
H E JB C = 

DDC KE A− C−
DGDD − D− C J

= " ,
AA J
G D

CJFJ DA
= ¶e

 " +  5G9

IC

á«JÉ«M äÉ≤«Ñ£J  5+9 X�o!
 q`y �� k^��@! VFN TZ` U7J ,���� EJ ���! TZ` �a#� �����'! c/S( W@��� ,PJ�Q�� VW6��R�� Hf�J� W� :Hf�J/��

�H#��t�� ��/@B� ,HV#6�/��� ,H��$��� ,�#���^ 
i��$��� ,HJ�!/�� :l�R�� 3�8�Y� W� ���LJ U�
 ��'d� l�R�� 3�8�Y� W� q`y VFN �a#Z` F�� W@�� U�M'�� K�S! ���� %d W��@�� X��S�� D! H$8� F7� H���! UN

��yM$�� c��	 W� %a(����'!

Hf�J/��  
q`~��

 HJ�!� 
i��$!
�#���^

 H��$6H#6�/� ��/@B�
H#��t��

X V�Y�) )G��)�) )�����) )��
W"�o��) |,��)�) +�|�+�) +)|

P��o��) |+>�*�) +��) |*|) +*|

:FQ��
:�������� 1��� %d ,) × , �����! l�B q@N�

= ,
    

HJ�!/��
) )G�
) |,�
) |+>

= 3,
    


i��$���
�)�
�)�
�*�

= {�,
    

H��$���
) )��
) +�|
) +��

= C,
   

H#6�/���
���
�+�

) |*|
= {�

H#��t�� ��/@B�
) )��
) +)|
) +*|

 
) )��
) +)|
) +*|

 + 
���
�+�

) |*|
 + 

) )��
) +�|
) +��

 + 
�)�
�)�
�*�

 + 
) )G�
) |,�
) |+>

 = {� + C + {� + 3 + 

G +)*
G )��
G ,,�

 = 
) )�� + ��� + ) )�� + �)� + ) )G�
) +)| + �+� + ) +�| + �)� + ) |,�

) +*| + ) |*| + ) +�� + �*� + ) |+>
 =  

�P��o�� q`~�� � 3�8�Y� ��� W� �I���� q`~��� W��@��^�

 F<��	� $O :½���� V�¸�7� �d�n& �7m<� M��7) ��I�
 u��� �O ����~���� �s�� CGGG �0< ' °��¾� ,��=�

 ' V��� "�6#�� 4& V��� f��� 4& V��� q0#��
? >  V�¸��� ' ���7) y7�% T��� �����	�

 bxU�" `1 ��%�I �� ������	� �� (0) u�� *RM7� ( v>�
 ����� 4& ������	� |�9� |�� ?�¯�0�	� ��0#�� :�(;�<�

������
 ¥¿� ®)! �rRr §�0O |� *RM7� �¨� ,�C� V�3	� '

 ¹U��0�� 4& ��)�6{ °Rr (e�� ^�Q� ,��~��� ��#�
 �U���� `)R�� ���#& 496� ^�Q
� ����� `)! $9� t�%

�¥6À� *�#��� '
F^/��  �

 ������	� |��~����� |�
�(	� :(;��� ,�C� V�3	� '
 ��p ®�~����� X) $6#�� M��7) $��� �Á ¹U��0�� h�#�

������	� ' �&(L�& �>��& N�Lj ��s
 M�U�"� ®�j
�a@��8!� H8�@! ��MB�  *

 X) "(� �������	� ��I �� �� ' *RM�� ³M´ (@
 ' ?�¯�0�	� ��0#�� FL� ��%�M� �� *RM�� �61 |�

�������	�
%##M@��  �

 ,�$j |� V��%¡ ���L� X) |�76#� MO� *RM�� �
��
�?��-�� (0) MO(���� Mµ�
�e2 4& (>w�



BA

,G

 * + ¶e  5�9
 * +  5*9
 " − ¶e  5�9

 ¶e + *  5�9
:     �  ( - )  

  E D B
B G I−  = 8 + J− C D

J D C
 5)|9

 BG B
DG− BG  = DC A

D− KB  − 8
 5))9

G G B−
C G C

J− B G
 = 

D C J
H B G

J− E DC
 + 8 −

 5)+9

  B CA DJ
D DK− I−  − 8 = G G G

CA− A C
 5),9

 H6����� ��@R��� 3�$L��
D#�Z@R! DJ�N/! W� HML"Y�

£�"v� C�`
�N/��� W�

�N��� C�`
�N/��� W�

G* G, 36�Q��
G� G> HJ��#�� X��`Y�
+� ,� H#"�^ Hf�J�
�| >) H��$6

 :$
�L	� V�(p� ' ��&�7#	� :(;�<� :��"�#$�� F#Z�  5)>9
������& $> �v�&� �®�����& ' ������� �~  5 � 9  

   
�®�����	� �6�
 U�n� $> ' §�n	� �°��W�� ��>Q��� *�n�� "() "�1W 5 � 9 ?�L��� :(;�<�  539  

   

IJ

FQ( U� X���
�FM� �a��" H$(/�� �a� �"�N �r	 y	 �������� 1�S( U� 1#M@�( y �r��� j Vf� �  +

:HQ#Qm H#��@�� 
��$8�� VU� ��$dv �������� 1�� E�R@6� 3   
,− +
)) )|
� >−

 + 
*− ,
+ �
| G

 = 
*− ,
+ �
| G

 + 
,− +
)) )|
� >−

 

 5,9 X�o!
= , +

)− >= 3+− G
| )−= {�> ,

* +−  �"�N �r	

:á q«°VÉjQ áeƒ∏©e
 /#&'�� W�  − H������

�  H����Z� W8�S��

 �5 −9 +    , |+ × +  +    , 5{� + 39 +    , {� + 53 + 9   ,  + 3   , 3 +  :�����
:FQ��

) *
)− ,  =  + 3   ) *

)− ,  = 3 + 
G )|
� )  = > ,

* +−  + ) *
)− ,  = {� + 53 + 9

G )|
� )  = + �

* ,−  + , +
)− >  = 5{� + 39 + 

, +
)− >  = | |

| |  + , +
)− >  = |+ × +

 + 
| |
| |  = ,− +−

) >−  + , +
)− >  =  5 −9 + 

FQ( U� X���
�  + 53 + {�9  , 3 + {� ���� ,5,9 X�o��� W�  ,

1J� ��$@B�
:¥J �¦ FN b(�" ����

*−)>
�)*−   H−I

IB−   +  CE
GDC−  )

 
|,

G−,
�−)|

 
J−C−
HB
AI−

  −  
J−D
AE

B−A
 +

 �)|
)))  CK

GI   =  AJ
DB  − 8  ,

XZ�� ��^��	  �
����8( F�`�

)*| ;)�G  5 � 9  )
)�) ;)�)  539  

5 � 9  +£�"	�Nr
+|||�G�,
+||)�*�G

H�Z�� ����C F6@!
+ × + :H���-� H$(�  539  

5 � 9  ,£�"	�Nr
+|||*��+
+||)*>�G

��#f�J/�� ����C F6@!
+ × + :H������ H$(�  539  

5 � 9  >£�"	�Nr
+|||)�))�G
+||))�))*|

�£�"v�� �N��� ������ ?#^��§� ?M6@-� K�¨
+ × + :H������ H$(�  539  



BB

,�

�U�n� $> ' ®>�n	� °��W� "() − ��>Q�� "() (e��  5{�9  
   

 HJ�J�8( DJ��� 3 H`�S-�
:      ( - )   :  

  G G G
G G G  + A J− C

K− I B
 5)9

  D D D
D D D  − J A B

I C− D
 5+9

  B− G
C− D  + B G

C D−  + J D
G A

 5,9

  HFB GFB
BFB JFB−  − HFB GFB

BFB JFB−
 5>9

 �?(%��  $6)  ?���  ����W�  ������&�  ®#0�&  '  ���0	�  ³I�n��  ���>  "()  V�(p�  } v~��  :1#'�@��  5G9
����� °Rr $6#�  �3�� �0�	�� ,:�� $> ®��� $6#� V��� �0�	�

��o�� 1'�-� X�Y� 1'�-�
U�M! �#@6~^ U�M! �#@6~^

) +|| >|| *|| G|| ���� U�
) �|| �|| ) �|| ) ,|| U��� Hd~d  

��0�& v$9� T&���� ����W� $36�� ������& `�>�  5 � 9  

    

IA

äÉaƒØ°üªdG ™ªL ¢UGƒN

:U¡� U × E H$(/�� D! �����! {� , 3 ,  U�N �r	
•  5�~�"y�9 X���v� H#m�B  U × E H$(/�� D! W� 3 + 
•  Commutative X��^v� H#m�B   + 3 = 3 + 
•  Associative 1#�S@�� H#m�B  �{� + 3� +  = {� + �3 + �
•  U × E H$(/�� D! W8�S�� �J�Q��� /�'8�� W� HJ/���� H������    = |U × E  +  =  + |U × E  
•  �5W8�S�� /#&'��9 W8�S�� �78��� H#m�B  |U × E   = � −� + 

äÉaƒØ°üªdG ìôW
�T#6��� 8�9#6�� �����& ��[�] :�(;�<�
 ������6�� ��I 496�

�53−9 +  = 3 −  U¡� ,�a��" H$(/�� 3   ,  D#@����Z� U�N �r	
�����(
2 y��� ������6�� ��I ��76) ,T�����
�  − 3 ≠ 3 −  :|�� ����� ����� �6��� 3 ≠  |�> �Y2 :H&�~!

 5>9 X�o!
, > )
> + +−  = 3  ,     > + ,

| > )−  = 
  − 3 , 3 −  ����

:FQ��
:T��Y� HMJ/M��

53 −9 +  = 3 − 
,− >− )−
>− +− +  + > + ,

| > )−  =  
5,−9 + > 5>−9 + + 5)−9 + ,
5>−9 + | 5+−9 + > 5+9 + )−  =  

) +− +
>− + )  =  

:H#"�o�� HMJ/M��
, > )
> + +−  − > + ,

| > )−  = 3 − 
, − > > − + ) − ,
> − | + − > 5+−9 − )−  =  

 ,�a��" H$(/�� �a� U7J U� qSJ �������� 1�S�  G
�
/��'@��� /m�'8�� 1�S" U� qSJ�

�F� U� X����
)G−+,
�−�
|,

 )

:b(�" C�©	 D7�J y  5 � 9  +
�>+
,+)  + >G

+,−  
 H������� + × + H$(/�� D! T��Y� H������ UY   
 W�  ��J  y  W��@��^�  ,,  ×  +  H$(/��  D!  H#"�o��
 P��o�� C�8�� 1! 
/��'@! /m�'  ̀T��Y� H������

�H#"�o�� H������ W�
G)|−

)�),
)�

 = 
G)|−

)�),
)�

  539  

��a��" W� 
/��'@-� ª�'8��
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'  �9��  ¹�0	�  4&   �3��  �0�	�  '  �9��  ¹�0	�  ��I  ¹���  (e��  �5 � 9  ?�L���  4&  ¹U��0��  :(;�<�  539  
�V��� �0�	�

   
:            ( - )  

  E C
D A  − C A−

B− H
 5�9

  I C− G
I− B B−  + B− C J

G D I
 5*9

 C B− DG
H− D A  − E K− H

A− J− I
 5�9

�������& ?��[ X) �� v�© ��&�7#& ��I �� �� `v7M�� � b�@�& f[ :.@�-� X�«���  5�9
 

:               ( - )  

G C D
B A− J

C− G K
 − 

G G C−
B A− D

DG− G K

 5)|9

A G E
K I− B

D− C C−
 + 

I D H−
H− G B−
J C− C

 5))9

 
D D
G G
D D

 − 
D G
D G
G D

 − 
G D
G G
D G

 5)+9

,�

:            ( - )  

 
C− D
A GFJJ

GFDB K−
 = * ,

B A DC D
H E JB C = 

DDC KE A− C−
DGDD − D− C J

= " ,
AA J
G D

CJFJ DA
= ¶e

¶e − *  5),9
  + "  5)>9

¶e + * +  5)G9
�" − ¶e9 +  5)�9

:       ( - )  

 
I− B
G D
B E

 = 8 + 
C D
D C
A J−

 5)*9

 DJ− J DD
E H− DB  = 8 − D− D C

D C G
 5)�9

 
K D

C− J
D G

 = 
K D

C− J
D G

 − 8
 5)�9

 
CG DA
G B−

DH− J
 = 

B DC
CE DK
C J−

 + 8
 5+|9

IB

) +− +
>− + )  =  

>− +− ,−
| >− )  + , > )

> + +−  = > + ,
| > )−  − , > )

> + +−  =  − 3
)− + +−
> +− )−  = > − , + − > , − )

| − > > − + 5)−9 − +−  =  
FQ( U� X���

:WZJ ��! FN b(�" ����  >
| , >−

)| G �  − * �− �
� ) +−  �  

) ,−
>− +  − G ,−

)| )−  3  
Solving Matrix Equations   á«aƒØ°üªdG ä’OÉ©ªdG qqπM

����s�6��� �&�7#& ��� ��������& o(%2 ��"�#& TO H#������ H�C�8���
�������6�� �!"�#6�� $a� ?����6�� ���] :�(;�<� ^096�

�¶e − * = ¶e −      ,¶e + * = ¶e +  :|�� ,* =  :|�> �Y2 ����� ����� ��� ¶e ,* ,  ������& i�

5G9 X�o!
:H#��@�� H#������ H�C�8��� F�

) |
� �  = ) )

+ ,  − �
:FQ��

) |
� �  = ) )

+ ,  − �

H�C�8��� W�/I D! F7� ) )
+ ,  H��f¡^    ) )

+ ,  + ) |
� �  = ) )

+ ,  + ) )
+ ,  − �

+ )
)) ))  = � :W��@��^�

FQ( U� X���
:P#� � ����  G

* )|
> >−  = | )−

G +  − �  

G+−
)−|  + ,>

+−*  = 3 + {�  ,

�+
,−*  =  

 +,
>)−  + �+

,−*  =   + 53 + {�9  

)|G
)�  =  

 )|)+−*
�−>−+−  5 � 9  >

|>
,−)>  539  

 �*
+−�  = �  G



BK

IK

 5)9 X�o!
=  ,         

>− , +
, > G= 3+ ) |

, )− +−  �"�N �r	
3, − G %d � 3,   , G :�����

:FQ��
+|− )G )|
)G +| +G  = 5>−9 × G , × G + × G

, × G > × G G × G  = G     
� , |
� ,− �−  = + × , ) × , | × ,

, × , 5)−9 × , 5+−9 × ,  = 3,   
+�− )+ )|

� +, ,)  = � , |
� ,− �−   −  +|− )G )|

)G +| +G  = 3, − G
FQ( U� X���

:���� ,5)9 X�o��� D!  )
3I +  3  A − 3B �  

»°SÉ«≤dG Üô°†dG ¢UGƒN

:|�� �|��<��@ |�"() "   ,§  �| × : ����� 4& ������& G , * ,  |�> �Y2
•  �~�v� H#m�B   | × : ����� 4& �����& :  §
•  3/tZ� 1#�S@�� H#m�B   �  "�§ =  �" §�
•  D#�#�� D! 1Ji@�� H#m�B   3 § + § = �3 + �§
•  ���#�� D! 1Ji@�� H#m�B   § 3  + §  = §�3  +   �
•  /�m W� 3/t�� H#m�B    | =  × G

»FGôKEG  5+9 X�o!
 HQIy E�R@6�9 ?K" FN D�d U7#6 %7� ,
/��� ��"� 
/! j$�#� 3�/L�� D! K" FN D�d 1�/� %8M! FMRJ :E�8M��

5X��S�� W� ��86Y�
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•  C�  ̀W� H���! 3/f
•  W6�#M�� 3/t��
•  �������� 3/f
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%8M! ��8#$!
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Multiplying a Matrix by a Scalar   OóY »a áaƒØ°üe Üô°V
:$3& �����& T� TL�L% "() *�c� |� ^096�

DB I
H− DC  = B C

J− A  J

Scalar Multiplication  »°SÉ«≤dG Üô°†dG
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Matrices Multiplication

 H#6�6� DJ���  H`�S-�
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J− C  A J−

C B
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G D−
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J G
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D− C
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D− G
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I  = ¶e I J−
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     * ×  5G9
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 :��L�� M»�9&�
 |� MO�]�

�wMÀ�
 ��@��� |�" ������	� *+ ���e2 4&
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� × : ¶e = � × | * × | × :   
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 �73&� :(;�<� �   × * "�12 496� ! 49�� * ×   "�12

 �#
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F^/��  �
 �<��(
 �����& ' ��#<�� h�) }6�� ,�C� V�3	� '

 o(&� ��#<�� ��� �a[ 4) �����@ Y�Z�� ¢���� �>�%
�u0& ?"��W�

�a@��8!� H8�@! ��MB�  *
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  A D−
B C  C

 5)|9

  DA J
A− K  GFB

 5))9

  G D−
D− G  G D

D− G
 5)+9

"()�  T%x	�  "(¶¶)  ,`�����
  E J
DC G  =   �����	�  '  ?(6)��  v®�  :C�8@!  D!  ��#@By�  5),9

���rR3��� ®0r!� T&�� �)�	� "�()�� `�����
 _����� v®�� ��)�	� :R@��
  :$36� * ×   ¹��� �M7L��� ?�a6	� 4& $> ��7> , GFGBG

GFGCB  = * �����	� v®�  
�®&���� 4�QO ' :R@�� 46r� ,��rR3��� ®0r!� T&�� �)�	� T%x	� $> 46r  5 � 9  

���rR3�� :�� x�06r ��6{� ,®0r!� :�� :R@��� T%x	� 46r ��6{  539  
�T%x	�� :R@�� 46r ��6{  5{�9  
?(%�� ?�aÁ� (%�� M7@ 46r  5 C 9  

     .       ._    �   C   ( - )  
.´  ª   

  
C J−
D B−
A C

 = _ ,      
G B− C

C− G D
D D J

 = � ,     
D− C D
D J G

C− D− C
 = "

� × "  5)>9

_ × �� × "�  5)G9
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| +  >
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+ >  =? � �
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| +−
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> ,− +  + �,− 3    
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 ,  4������& ?��[ T� ������� y�� Mr u7�� () ,(6%� ,�[�� 4& $9� :�7#��� ���~����� T�"�& T� ��>Q7� ���]� i�e�

:t�% 3
EZ8�� ��#f�J/��
CG JG /m�"

 = DB AG ����
CB CB eZ�� �$`

  

�?(% ¤7) ?"�& $> T� �rR3�� *RM�� 4& $> ��0) *�e� T��� ��)�~�6�� �7m<�� "() $36�  �����6���
> X�«6 F7� ��#f�J/�� H��C  = 3+ X�«6 F7� EZ8�� H��C

  

�4��"�6�� 4& $> T� V�¸��� �e�" TO 3 �����6���
�� b#& 4��"�6�� T� M�0& `��I $> ��e�" ��6�& ���#& :*�7M6��

:FQ��
�e�" DIG = C × CG + A × JG = :�7#��� ���~����� T�"�& T� �[�� ��e�" ��6�&
�e�" DHG = C × DB + A × AG = :�7#��� ���~����� T�"�& T� (6%� ��e�" ��6�&

�e�" DBG = C × CB + A × CB = :�7#��� ���~����� T�"�& T� u7�� () ��e�" ��6�&
)�|

 = {�)�|
)G|
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�:(;��� ¤�&� ������	�
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 +*
+�−  CHA
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�−>+−
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 :H'7�! H^��	  5{�9  
 X�Y� ¬'8��

 ���� D!
 D! X�Y�

 X�Y� C�8��
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A D
D C−  = ¶e G D−

C− J  = * A J
C D  = 

 � ¶e × * + ¶e ×  , ¶e × �* + �  5+)9

� vÆ� ?  : × | = | ×  : $�� , D G
B C−  = | , A J−

C− D  =  : y��> �Y2  5++9

  
 ?_ v�#& .� �� �Á *+ i�  5+,9

�C  D−� C D−
C D−  539 �C    D−�  D−

C  5 � 9

D−
C   �C  D−� 5 C 9 D− C
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C D−  5{�9

 HJ�J�8( DJ��� 3 H`�S-�
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C G
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C G
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 5)9

G J−
G B   B J−
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A− K− H
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�8 × � = � × 8

   

 H− A−
I C  = J D

�− C  D 8C
G C  :� , 8 4& $> �6�@ (e��  5+|9

KG

 ¤���� �����6�� 4& vf[ v$> �[�0) *�~� ,4������& *�~ ��76#
 :�L� T9� �3 ,  4������6�� *�~ 4& ¹�0� �QO�
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�� × E ����� 4& �����&

+ × ,

C DA JI B

 �����&
DG H E K
DA DJ DC DD

* �����&

U�C�`

> × , 3/t�� H���! C�8^�

U��m

U�J���@!

_�m ,
��`� > A× +

�����3�� �����6�� T� _����� "(#� � b����& ¤���� �����6�� T� ?(6)�� "() |�> �Y2 �� v�#& *�c�� �����& |�9�
� × E {� = � × U 3 × U × E 
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.            ( - )  

K G  = C
B−
I  = {� I J−

A− C  = 3 J C
H I  = 

    × *  5G9
    × ¶e  5�9

   ¶e × *  5*9
    " ×  5�9

    " × ¶e  5�9

    .        U     �     C    ( - )  
.´  ª    

C J−
D B−
A C

 = |
G B− C

C− G D
D D J

 =  �
D− C D
D J G

C− D− C
 =  "

�| ×  �� ×  "  5))9 | × J−  5)|9

� × � " ×  "�  5),9 | × � " −  ��  5)+9

�C  ×  J  �����  4&  *  �����	��  J  ×  C  �����  4&  TO   �����	�  |�  h��0�  :��#f�J/��  �  H^�@7��  5)>9
�§.9�� �¨� ?|�������&  × *  , * ×  $O

 

  

KJ

:ôcòJ
 C�t! X�o! C�SJ	 W�7J
 HQm E�  ̀��$dv ����

�HJ/&'��

 �H#���^	 ��#� ������6�� *�~ ��76) :H&�~!
5C�t!9 X�o!

+ G
> *  = 3  ,  , +

) >  = 
?b@'@�( �r�! �  × 3 ,3 ×  ����

:FQ��
)� ,)
)+ +*  = + G

> *  × , +
) >  = 3 × 

)* )�
+G ,|  = , +

) >  × + G
> *  =  × 3

�H#���^	 ��#� �������� 3/f H#Z�`    × 3  3 × 

Square Matrix  áaƒØ°üªdG ™Hôe
�C  �&���
 ����2 �&��  ×  �����6�� |�� ,�#
�& �����&  y��> �Y2
����,  × J  = A   ,  ×  ×  = J  $36��
� �  �����6�� �
�& ��L��

 5�9 X�o!

= )− +
| )  �"�N �r	

,  , +  :����
:FQ��

+− ,
)− +  = )− +

| )  × )− +
| )  = +   

,− >
+− ,  = )− +

| )  × +− ,
)− +  =  × +  = ,   

FQ( U� X���
� ,3 , +3 :���� � ) +

> )−  = 3 �"�N �r	  �

+ × + :H$(/�� D!   5 � 9  G
> × + :H$(/�� D! 3  

 
��`Y� C�` n� 5> × +9 ®� 5+ × +9 W� 3 ×  :���  
 H���-� � _���� C�` n���J ��Y� H���-� �

�H� V/8! 3 ×   U7@� H#"�o��
 � 
��`Y� C�` n� 5+ × +9 ®� 5> × +9 W�   × 3  

 H���-� � _���� C�` n���J y ��Y� H���-�
�H� V/8! =�   × 3 U7@� H#"�o��

+�)|�−)�−
,++|�−,+−

 539  

_ V/8! 3<�� b(�" + × , ®� , × +  5{�9  
 l#� D7�� _ V/8! 3<�� b(�" , × + ®� + × ,  

 D! 3 ×   UY ,  × 3 = 3 ×   �S" U� � ]J��4
�, × , H$(/�� D!   × 3 ¯'#^ + × + H$(/��

|+
+|
))

 = 3  ;  )|)−
+)|  =   :X�o!

>+|
+|+− ,))−

 =   × 3  ;  )−) +>  = 3 ×   
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:®������ ®��(p� � b&(;��& �)�	� ��@�M7� T&���� (U�#�� $3� �����& `�>�  5)G9
, H��C + H��C ) H��C

G � *  ����M$�� ��86�
��'J���^   

l#��� ��8^�Y� ��d~o��
)�| ),| )G| ) H��C H`�$-� ����M$�� C�`
)*G ),| )+G + H��C H`�$-� ����M$�� C�`
�| G+ �| , H��C H`�$-� ����M$�� C�`   

  

:y��> �Y2 � , 8 4& $> �6�@ (e��  5)�9

H− A−
I G  = J G

�− 8C   D 8C
G C   

  

.    {� 3     ( )  

G D
D G  = {� G D−

C− J  = 3 A J
C D  = 

� ¶O × * + ¶O ×  = ¶O × �* + �  5)*9

,�
�−)G  = +)

)−>  +)
)−>  = +3  �

)+
+−G

 , =  

,�
�−)G  +)

)−>  = +3 × 3 = ,3  

|+*
+*−G>  =  

|)
)−+  +* =  
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Identity Matrix  IóMƒdG áaƒØ°üe

�� ¶¦
 ����2 �&��� �*�c7� 
���� H���! ¤6�� ��[ �[�0#�� ��L
� ,D T��U��� �O�M@ �[�0) T��� �#
�6�� �����6��
G G )G ) G
) G G

 = J × J � , G )
) G  = C × C �

G D
D G  = � , ¶e �

" *  =  |� h��

G D
D G  × * �

" ¶e  = � × 

 = * �
" ¶e  = D × * + G × � G × * + D × �

D × " + G × ¶e G × " + D × ¶e  =  

 = * �
" ¶e  =  × � ^�Q>
 =  × � = � ×  :U� n�

�����3�� ����� 4& �#
�6�� ������67� T
�c�� (��a6�� ��0#�� TO G D
D G  = �  

�| ����� 4& �#
�6�� ������67� T
�c�� (��a6�� ��0#�� TO | × | � �&�) ?���
�
Multiplicative Inverse   »Hô°†dG ô«¶ædG

�  �����67� T
�c�� ��/0�� TO � |�� , � = � ×  |�9� t�a
 ����� ����� 4& 4��#
�& 4������& 8 ,  y��> Y2
� D−  ¶¦
 ����2 �&���

� =  × D−  = D−  ×  � bY2
5)9 X�o!

� , +
+ )  =  H����Z� W^/t�� /#&'�� W� ,− +

+ )−  = 3 U� �$d�
:FQ��

G D
D G  =   C × J + �J−� × C �D−� × J + C × C

C × C + �J−� × D �D−� × C + C × D  = J− C
C D−  × J C

C D  = 3 × 
 �  {°� W^/t�� /#&'�� W� 3    � = 3 × 

� 3 H����Z� W^/t�� /#&'�� W�   H������ U� XM�� D7�J:á q«°VÉjQ áeƒ∏©e
 H����Z� W^/t�� /#&'��
 H������ � stJ� T��J 

�)−  H678���

 FQ( U� X���
 + +−

>− G  {°� W^/t�� /#&'�� W� ) +
) +}G  H������ U� �$d� �  )

�3 {°� W^/t�� /#&'�� W�  U� �$d� ,5)9 X�o��� W� 3   
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(äÉ°Sƒμ©ªdG) »Hô°†dG ô«¶ædGh IóMƒdG äÉaƒØ°üe

Identity and Inverse Matrices
4-7

º∏©àJ ±ƒ°S

•  3/tZ� 
���� H���! 
•  H������ C�Q!
•   �78���9 W^/t�� /#&'��

H����Z� 5W^/t��
•   H#������  H�C�8���  F�

�W^/t�� /#&'�� E��R@6�^

 W"��8( F�`
:T7� �& ¹��� (e��  )

| )
) |  × � G−

+ >   �  
� G−
+ >  × | )

) |   3  
| | )
| ) |
) | |

 × 
) > ,
+ | +−
, G )

  {�  

) > ,
+ | +−
, G )

 × 
| | )
| ) |
) | |

  C  

�V v��� V�¸��� 4) ^�
�e2 T� �O��� U�6�� i� f[ :U��"�  +
�^#v@�� 4& N vLa� Mr ,T7� �& ¹��� �v@��  ,

| | | )
| | ) |
| ) | |
) | | |

 × 
> +− , +
| , + )
> ) +− )−
| , + G

 

:WZJ �! b(�" ����  >
G ,
+ )  × G− +

, )−   3  G− +
, )−  × G ,

+ )   �  
)− G )
)− | )
| | )

 × 
) | |
| |}+− |}+
) )− |

  C  
) | |
| |}+− |}+
) )− |

 × 
)− G )
)− | )
| | )

  {�  

��A� V�¸��� 4) ^�
�e2 T� �O��� U�6�� i� f[ :U��"�  G
?�A� ,�D� 4���¸��� ¤�2 ��0��
 ^��
�e2 F��� f�> :���'�� /#7�@��  �

 Ò¶ædGh IóMƒdG äÉaƒØ°üe  :4-7
(äÉ°Sƒμ©ŸG) »Hö†dG  

_���Y�  )
 •�?(%��� �����& _�#��
 •��#
�	� �����	� "(5 _�#��
 • 8�9#&� �#
�	� �����67� ,-�� ./0�� (e��

�������	�
 •�������& �!"�#& $= ,-�� ./0�� :(;���


�J��� %#���-�� ��C/�-�  +
�,+ ./� − �����& "(5 − ?(%��� �����&

FI�6��� ���CY�  ,
��Data show� U�L<2 z��e − *�<�% − �<�% ���

�#a�@��  >
:3~M�� X�6�

? C
J  "(#7� ,-�� 8�9#	� �& 5�9

?I "(#7� ,-�� 8�9#	� �& 539
?C8 J

A  .#�7� ,-�� 8�9#	� �& 5{�9
?"�()�� *+ ��76) ' (��a	� "(#�� �& 5C9

 ' "() $> *+ ¹��� (e�� �¶e� ,�*� ,��� �7m<�� ' 5{�9
?È%R� �Y�& �,-�� u<�9#&

lJ��@��  G
 P����� �& ®
 F
��� X) *RM�� ��� � ��#� $6)¡ ?�L� '

 _�< T��� ¹U��0��� �D� ?�L� '
 ,�J� �7m<�� 4& ���7) |�7��

��A�
 ��É� k2 *RM�� P���� �>�

� �m��� 4& ������	�

)|||||
|)||||
||)|||
|||)||
||||)|
|||||)

 = �
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  : �i"R�	� ��������   : �i���� ���������| ���
A−K

5�78-�9 ;<�� =&'��� 
���� �����!
Identity Matrices and Inverse Matrix

H#6�6� DJ���  H`�S-�
.          ( - )  

C− J
J A−   ,  C J

J A
 5)9

 C B
A G   ,  

DDG − DB
DA G

 5+9

.     ( - )  

C I
C− I−

 5,9

CJ DC
DA JB

 5>9

C B
J D

 5G9

.    ´    ª            ( - )  

D− C
G D

 5�9

E A
C− J−

 5*9

KI

Determinant of a 2 × 2 Matrix   á«fÉãdG áÑJôdG øe á©Hôe áaƒØ°üe Oóëe
�  H������ C�Q! ��L�� |  |  �&���
 "(#�� �QO ¤�2 �&���  C�Q!  ¤6�� TL�L% "(#
  �#
�& �����& $> F���

�����3�� ����� 4& �#
�6�� �����6�� "(a& ¤7) 8�(�� �QO T� ���L0<

¶e * − " � �O ¶e �
" *  �#
�6�� �����6�� "(a&

¶e * − " �  =  ¶e �
" *  = |  | `�9�  

 
C/�'��� H������^ ����� i���� �O"(a& T��� �����6�� ¤6��
5+9 X�o!

| �
� |  = {�   ,− +

+− ,  = 3  > ,−
G− +  =  :H#��@�� �������� D! FN C�Q! ����

:FQ��
* = + × > − 5G−9 × 5,−9 = > ,−

G− +  = |  |

G = 5,9 × 5,−9 − 5+−9 × 5+9 = ,− +
+− ,  = | 3 |

+� = | − +� = | �
� |  = | {� |

FQ( U� X���
:H#��@�� �������� D! FN C�Q! ����  +

 , �
,− � − ,  = {� {�   * �

)| +  = 3 3     + >
+ >  =  �

 �����6�� y��> �Y2 �& ���0�<� ¤7) T����� ���]!� §()��� _�< ����<�9#&� T
�~ ��/� �#v
�6�� ������6�� v$9� ¥��
�(e� |2 P"���2 ^096� f�>� ,T
�~ ��/� ��� C × C

á«°UÉN

:t�% D−  T
�~ ��/� ���  |�� , G ≠ ¶e * − " � |�> �Y2 * �
" ¶e  =  :|� h��


*− C
� ¶e−  D

|  |  = D−

:á q«°VÉjQ áeƒ∏©e
 ��C�Q!  W@��  H������
 W^/f /#&" �a� l#� /����

�
C/�'! H���! T��(�  *− C
� ¶e−  D

¶e * − " � = D−

 �& |�7&�#�� _�< � b()��� |·� 4& M»w
 MO�]�
 ,?(%��� �����& ��6<� ��] ��� 4& �#
�& �����&
��#
�	� �����67� ,-�� ./0�� �& M�& ��" �� t�%

:|� f�> �73&�� VR] 4& |�(>w�� M�)"
   =   × � = � ×  

�  �#
�& �����& $9�  � =   × D−   = D−   ×   |��
�*

¶e"  �����	� "(5 �& $&�#��� M��7) |� MO�]�
 "�e�& �����	� ./� |�� , ¶e * − "� = �* ¶e"  :�O x>

�G ≠ ¶e * − " � |�> �Y2
�FL� " ,� �09&� $�(� M»�9&�
 |� M� ( v>�

 ��76) ���e�
 ,-�� ./0�� �a[ 4& NLa��� X) M�#��
 �����& X) $�a�� ,-�� �O./� �& �����	� *+

� � :?(%���
F^/��  �

�(e�� !
�a@��8!� H8�@! ��MB�  *

 �#
�	� �����	� 46~ ��0#�� $�(� ' *RM�� ³M´ (@
 MO()�< ��<�0	� �����W� |�#c� ! �� ����3�� ����� 4&

�MO��"� `@�� ;?"(#�& �73&� VR] 4& ^�Y M�� X)
%##M@��  �

 |� V��%¡ ���L� ' *RM�� u
 :�L� �& .> :x�O�
 �
��
 *RM�� ?�(@ o(& 4) ��9�� 4��9� ' ��É� 4& �� �	 �$j

�u
 �M��& $U��& $% ½����
� ,-�� ./0�� "�12 X)
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>�

J C
A C

 5�9

E− I
A J−

 5�9

.         .      ( - )  

D− C
C J  = 8 × K DC

J B
 5)|9

G
A  = 8 × A− G

D− G
 5))9

 DI JD
DC CK  = C B

A K  × 8
 5)+9

.     ( - )  

B A
A A−

 5),9

C DC −
E C−

 5)>9

G C
D G

 5)G9

.           ( - )  

D C−
A− DG  , GFB C

D B
 5)�9

G D−
C B  , A J−

E− I
 5)*9

KK

5,9 X�o!
�� H�#� ���� 
C/�'! > �

� )+  =  H������ �"�N �r	
:FQ��


C/�'��� H������ C�Q!  | = > �
� )+  = |  |

C�Q��� F#�$(  | = >� − ��
>� = ��

� = �
FQ( U� X���

�� H�#� ���� ,
C/�'!  )| G
�+ >−   = 3 H������ �"�N �r	  ,

5>9 X�o!
������ 3�SJv� H��� W� ?W^/f 5�78!9 /#&" | )−

+− �  =  :H����Z� F�
:FQ��

D−  W^/f /#&" �a�   | ≠ +  + = 5�95|9 − 5+−95)−9 = {� 3 − C �
 | )−

|}G− >−   = | +−
)− �−  × )+  = D− 

FQ( U� X���

��@^��	 / V�� ?W^/f /#&" �a�  + )
> ,  = 3 F� �  >

��@^��	 / V�� ?W^/f /#&" �a�  � �
>− ,−  = 3 F� 3  

1J� ��$@B�

 ,+ 8�9#& TO DD
A−B−  �����	� $O )

� ~N ��¨� ? AD
BD  �����67�

|)−
)|  = ))

>−G−  × >)
G)  UY

 C−A
JK−   �����67� ,-�� ./0�� (e��  +

,}G−+−
)}G−)−  

XZ�� ��^��	  �
����8( F�`�

G−�
>+   539 ,5 � 9  )
,>) +−|+
)G,

  5 C 9 ,5{�9  

 =  × � = � ×  +

kMQ@Z� ?@���-� 34� , 
+,+−>
)+,|

)−+−)>
G+,|

 ,

)|
|)  539   )|

|)  5 � 9  >

)|| |)|
||)

 5 C 9   
)|| |)|
||)

 5{�9  
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C I
J C−  = K C

A J−  + 8 K A
C D  :8 �����	� (e��  5)�9

  
CK− DH
CA− DG  = J− G

A− B  + 8 × J− G
A− B  + G C−

D− G  C− :��"�#	� $%  5)�9

  
?8 �6�@ x� , C− D−

A J  8 :,-�� �O./�� C A
D− J−  =  :   8 y��> �Y2  5+|9

  

 HJ�J�8( DJ��� 3 H`�S-�
.         

K B−
J C− , K J−

B C−
 5)9

.     ( - )  

G C−
D− C

 5>9 J D−
C B

 5,9 GFB G
C DFB

 5+9

.´    ª            ( - )  

J C
D D

 5G9

J DFB−
GFB− CFB

 5�9

*

KE

5G9 X�o!
������ %d ,W^/f 5�78!9 /#&" �a� WZJ ��! H���! n� C V��

� ,
� +  = U 3  + +−

>− G  = E �
:FQ��

+ +−
>− G  = E �

+− = 5G95+9 − 5>−95+−9 = {� 3 − C �  {� 3 − C � :q���
�� sC�! U7J E {� 5�78���9 W^/t�� /#&'�� U¡� ,| ≠ {� 3 − C � :U	 P#�

) +
) +}G  = +− >−

+− G−  × )+− = D−E
� ,
� +  = U 3

| = 5+95�9 − 5�95,9 = {� 3 − C �  {� 3 − C� :q���
 �C�! /#� U �78! U¡� ,| = {� 3 − C � :U	 P#�

�C�! /#� D−U
FQ( U� X���

������ %d ,5�78!9 W^/f /#&" �a� H#��@�� �������� D! H���! n� C V��  G
+}, |}G
*}+ ,  3  > +

, )  �  

 D! 
���� H���! � 3/t�� b(�" 539 ,5 � 9 W�  G
�+ × + H$(/��

�, × , H$(/�� D! H���! � 3/t�� b(�" 5 C 9 ,5{�9 W�  
�H���! = 
���� H���! × H���! )  X�«��� W�  �
�
���� H���! = H���! × H���! >  X�«��� W�  

�F� U� X����
)|
|)  = +−+

G>−  × +)
+}G)   5 � 9  )

)|
|)  = +,−

)−+  × +,
)+  539  

�3 {� ;<�� =&'�� �   ���  
| = � − � = + × > − + × >  5 � 9  +

�� = + × * − )| × �  539  
�− = �, + � − �,−  5{�9  

| = G)|
>−�+  = | 3 |  ,

| = >| + �)|  
>− = �   

| ≠ +− = � − > = + × , − > × ) = | 3 |  5 � 9  >
| ≠ | 3 | UY  �;4 =&" �± 3  

| = +> + +>− = 5�9 × 5,−9 − 5>−9 × � = | 3 | 539  
| = | 3 | UY �;4 =&" �± l#�  
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J D
G C

 5*9

C− D
G J

 5�9

B
DG  = 8 ×  J− B

C− A   :8  (e��  5�9

.     ( - )  

DG J−
CG I

 5)|9

H I
I J

 5))9

��¨� ?o�]�� �����67� ,+ ./� TO �����& $> $O  5)+9

  C CFB−
D− D  ,  B− C−

A− C−  

A J
J− A  + 8 ×  H− K−

B A  = H D
I− I   :8  (e��  5),9

  :��"�#	� $% 5)>9*

CB J
CA C  = CI− C

DE− J  − 8 ×  C B
J A  − I− G

C D  

| ≠ + = > − � = > × ) − , × +  5 � 9  G
;4 =&" �±  

,>−
)−+  )

+ = ;<�� =&'��  
)}G+−

|}G−)  =  
 �}� − ,}� = +}, × , − *}+ × |}G  539  

| ≠ ,},− =   
;4 =&" �±   

*}++},−
,−|}G  )
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�   , �F−
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 :�D ¶� �! [ �$�	�� �$	�� [ �
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º�EV− �t!    ºT�V− � � !
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���7 ��07− ����− ���7− ���7− ��-� ���� ���7 θ4+�
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.  −m 4+� ���sT , /F − /F/  = π0.  4+� 94G ��	  �
��º0�−!4� ���sT ,��z.�.  º0� 4� 94G ��	  t

��º7z−!4~ ���sT ,- = º7z 4~ 94G ��	  w�
:DK��

� /F − /F/  = π0
.  4+� = c π0

.  −m4+� �
���z.�. −  º0� 4�− = �º0�−!4� t

�-− = º7z 4~− = �º7z−!4~ w�

DKP 9� &�4�
:94G ��	 D�G�  -

��� = �e −!4�   9�T        ��0 = e 4�  �  
��� = �& −!4+�   9�T   ��0. = & 4+�  t  

��� = �� −!4~   9�T   0�-7 = � 4~  w�  
��� = � 4+�   9�T   -7 = �� −!4+�  ,  

��θ − π! , θ C"+����$� �"#$#��� ]�V��
�; c ����?�� �M<��� i�]'M� �D lc ����?�� �M<���

�����l�� ��B!
�� ,�−!le  �� ,�!e _�

θ�/2− = �θ − π��/2 :d�];
θ�2 = �θ − π��2  

:¿ƒfÉb

θ4+�− = �θ − π!4+�
θ4� = �θ − π!4�

�4 oT E�6@ θ4~ 9R� 9� U�u    θ4~− = �θ − π!4~ '�4+�42�

�

ele��θ − π!4� ,�θ − π!4+�! �θ4� ,θ4+�!e

θ
θ − π
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(1) á«ã∏ãªdG ∫GhódG ø«H äÉbÓ©dG

Relations Between Trigonometric Functions (1)
2-8

º∏©àJ ±ƒ°S

•   &�����  C"2  34�56�� 
 θ  �����$�  �"#$#���
 ,θ − π ,θ− :4�������

,  θ −  π/  ,  θ  +  π
π  / + θ , θ + π/  

•  �"#$#@ 3W,46@ D� 
•   ���a� 3��"a6P F"�aP 

�"#$#@ &��, H$I L+KP

 'f�46P D�I
-

-

-−

-−

θ �42�! �`2�! ����� >�- ,������ �	
�� ��-  �  -
���n� �$	�� �; �
�`��� �`'�m ���<�� �m��� �;   

�θ �2�N  t  
:�����  �4���  ���  c�L/��  w�  

��θ−��/2 ,�θ−��2 ,θ�/2 ,θ �2   
 i �42�! �`2�! ����� �!  -   �; ���ML�� �	f  /

��M���� �$	�� �; �
�`��� �`'�m
 �'?��� i�]'?�� �?`�! )f >/���"� ����?�� ������ S% >$ �%&'�� ��� �a�?L5 �m  0

��	v·�
�"B4BU� �"#$#��� ]�V�� �-�5� θ �`��% �/�� ����"�� ����?�� \7��� θ�| ,θ�/2 ,θ�2 �?75

U ≥ θ�/2 ≥ U−
U ≥ θ�2 ≥ U−

   θ�|

     d�$ � a?�-

�θ− ,θ C"+����$� �"#$#��� ]�V��
��− ,�!le   �� ,�!e _� ���7�� ��B! �; c ����?�� �M<��� i�]'M� �D le ����?�� �M<���

θ�/2 = �θ−��/2 d�]��
θ�2− = �θ−��2  

:¿ƒfÉb

θ4+� = �θ−!4+�
θ4�− = �θ−!4�

�Y E�6@ θ4~ 9R� 9� U�N2     θ4~− = �θ−!4~ '�4+�42�
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�34V"��� �K@
�

θ

θ−

�θ4� ,θ4+�!e
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(1) á«ã∏ãŸG ∫GhódG ÚH äÉbÓ©dG :2-8
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 • ������� θ ����"�� ������ ������ #$ �%&'�� �2��

 ,_θ − πi, ^θ −h ����"�� >! )]� ������
�_π�� + θi , _θ + π�i , _θ − π�i , _θ + πi

 •�����! �(��'! �)�
 •�����! ���� *- .�/0 � ��12 ��34'5 F74�


����� F"�4S%�� 3�,�S%�  /
 ������ #$ ��%&'�� − ����! ���� − ����N ����! \7M

�����! ��34'5 F745 − ����! �(��'! − ������
D�4B��� 3��,U�  0

 − Q���� − �4��� ��� − ��<�! − ��2	; − �2��! �	M7!
��Data show� U�<�� ��`2

�"Q�+��  7
:t5M�� &sB�

 •?�D	M% klM ��I �!� ?������ �	
�� �D �!
 • ��¢� ���7�� ��¢ *- ����"� �/2 ,�2 ^	'5 kf

?����l��
 •?�! ��¢ [ �M<M i�]'M� �2�� kf
 •?�! �M<M [ �M<M i�]'M� �£ kf
 •?d�<$�M/! �q ����"�� �?
�% #���! dN ^	'5 kf
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:94G ��	 ,�aB4K�� ���� e��A+B� 9��2

�π�
.  4~    ���sT    , /F + -− = π.  4~ t  �º/-� 4� ���sT   , -/ = º0� 4� �

:DK��
�-/ − = º0� 4�− = �º0� + º-.�!4� = º/-� 4� �

./F + -− = π. 4~ = cπ. + πm4~ = π�
.  4~ t

DKP 9� &�4�
�º//� 4+� ���sT ������  º7� 4+� 94G ��	 ,�aB4K�� ���� e��A+B� 9��2  0

:�p5A��

θ−
θ

�θ4� ,θ4+�!e
U
c

�
c

T
c

c ��θ − π��2 ,�θ − π��/2�
U
c

�θ4� ,θ4+�−!
U
c

��θ + π��2 ,�θ + π��/2�
�
c

�θ4�− ,θ4+�−!
�
c

��θ−��2 ,�θ−��/2�
T
c

�θ4�− ,θ4+�!
T
c

θ − π

θ + π

 �7! &4#@
:���� ,�aB4K�� ���� e��A+B� 9��2

�π/0  4~ w�  �º/7� 4+� t  �º-z� 4� �
:DK��

�-/ = º0� 4� = �º0� − º-.�!4� = º-z� 4� �
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.0F − = π0 4~ − = cπ0 − πm4~ = π/0  4~ w�
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:94G ��	:Ió«Øe áeƒ∏©e

 ����h  '�  α  �������  �f4G  ��	
:9�T θ �����$� ,4VB)�

|θ4�| = α4�
|θ4+�| = α4+�

|θ4~| = α4~
 ,4VB	 ����h °�� �������  : o5#�T

�°-/� �����$�
|°-/� 4+�| = °��4+�

 �º-/� 4+� ���� , -/ = º�� 4+� �
� π07  4� ���� , /F/  = π7  4� t
��θ − π!4~ ���� , 0z = θ4~ w�

:DK��
� -/ − = º�� 4+� − = �º�� − º-.�!4+� = º-/� 4+� �

�/F
/  = π7  4� = c π7  − πm4� = π 07  4� t

� 0z − = θ4~ − = �θ − π!4~ w�
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:94G ��	 ��aB4K�� ���� e��A+B� 9��2  /
�º-z� 4� ���sT , -/ = º0�4�  �  

��� − π!4+� ���sT , 7z = �4+�  t  
�π--

-/  4~ ���sT ,0F − / = π
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��θ + π! ,θ C"+����$� �"#$#��� ]�V��

 ��θ + π!4� ,�θ + π!4+�! le

 �θ4� ,θ4+�!e

θ + π θ
 �)Cn� �M<M �; c �M<��� i�]'M� �D lc �M<���
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θ�/2− = �θ + π��/2 :d�];
θ�2− = �θ + π��2  
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θ4+�− = �θ + π!4+�
θ4�− = �θ + π!4�

�4 oT E�6@ θ4~ 9R� 9� U�u          θ4~ = �θ + π!4~ '�4+�42�
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 F745 *- � a3�f SD�-�7� ^�� ��� dN SD1vN

 ���� >?@/5 �/�� ��34'/��
��R� ����� [ jf ����!
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 �	
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 _� θ ����"�� �D��/! ( ���� ���D d�]� �`���

�/2 ��� 	v� U�pM S��<5 � a@�N >]?�� �VºW = θ�2
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���� ������ S% d¥� �/� ���N�

k�	'/�� ���! ��- ����� ���� )?]� ���<�� �`'m� �; �`2�?�� ����"�� �
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?���� >! 	�fN d������$ θ ����"�� �
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 �&f �`2�! ����� �`<;�	5 ^�� �� ,i� ����?�� �`/M<M _� ���% �m� �; �`2�! ����� i�% θ HM�f ��� ZMN ��� >4/�
 �� ,i� ����?�� �M<��� �`�� �BC ��- � _� �π �� + θ� �`5���%� � a@�N ���% �m� �; �`�!

ª�»;�]/! �����« S�� �`�- ¸�MM�
�'B4BU� �4";�� H��� �jT4R+��� 4����$� ]�4B �"| �4"� �8p��

 ºTGV × � − ºTV ,ºTGV − ºTV ,ºTGV × T + ºTV ,ºTGV × � + ºTV ,ºTGV × U + ºTV , ºTV : a&�?;

ºGXV−  ºTTV−  ,ºUUUV  ,ºEWV  ,ºTXV  ,ºTV  
�ºTV ����n� �`��% �/�� ����"�� �! �»;�]/! ����"� ����% �D
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θ
θ +π/

  ����"�� �! �»;�]/! ����"� ����% �D , πUU−T  , πW−T  , πUTT  , πET  , πT :dN �?f
�πT ����n� �`��% �/��

:��� �! ��/�/�� >]?� �e]D�

:9�T 4 oK"Kp � o,�I   94G ��	
θ4� = �π  / + θ!4�

θ4+� = �π  / + θ!4+�
Y E�6@ θ4~ b"�     θ4~ = �π   + θ!4~
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cθ − π/m ,θ C"+����$� �"#$#��� ]�V��
?���?�       lc ��� Δ  c Ui�Δ

:��4�� �	|��/?�� O&mn� ¸$�M5 c�L/��
θ�2 = cθ − π

� m�/2
θ�/2 = cθ − π

� m�2
��	vn� c�?5 \2 .��7� �?D���� \2 d�; ,>/!�//! >/���� .n :m4+V+B�

:¿ƒfÉb

θ4+� = cθ − π/m4�
θ4� = cθ − π/m4+�

�4 oT E�6@ θ4+~ 9R� 9� U�u  θ4+~ = cθ − π/m4~

cθ + π/m ,θ C"+����$� �"#$#��� ]�V��
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 ?���?� �d�<$�M/! lc �� �  c Ui� d����?��
?lc ,c >! ¼)f ������� �D �!

?cθ + π�m�2     ,cθ + π�m�/2 >! ¼)f ����� �!
�θ�/2 = cθ + π�m�2      ,θ�2− = cθ + π�m�/2 :H4�N

:¿ƒfÉb

θ4+� = cθ + π/m4�
θ4�− = cθ + π/m4+�

�4 oT E�6@ θ4+~ 9R� 9� U�u  θ4+~− = cθ + π/m4~
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:����'?�� ���� �-�?x �2�N
jθ + π�j�2− = jθ� − πT j�/2

jθ� − πTj�/2 = jθ − π� −j�2 :\/]M
jθ� + πT − π�j�2 = jθ − π�−j�2  

jθ� + πGj�2 = jθ − π�− j�2  
π�� + θ �+ πG = θ − π� − : a(�N

 ∈ � ,π�� + π�T  = θT−  
 ∈ � ,π� �T + π�−X  = θ  

π�� + θ �− πG − π = θ − π�− :�aM��
 ∈ � ,π�� + πRT  = θ  

4Q+�46@� �6�+@ �4M<�  �
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 ������ �	
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��%&'�� ��s� S� ,���� )f ���0�
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 >! �f�//� ª)0 dN ����« ��	<; [ Q&M�� )?- �$�5
�� a3�f �K�� >� ��%&'�� ½K� dn ,i���� �ez S`?`;
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Solving Trigonometric Equations  á«ã∏ãe ä’OÉ©e πM

��$�	�� �$	�� �; �<5 θ− ����"�� d�; ��n� �$	�� �; �<5 θ ����"�� HM�f ���
��θ−��/2 = θ�/2 dN i���� �eD �; H?�'5

�>��B�� ��?/-� ��- ?θ− �N θ .��75 ����"�� HM�f d� c"��� ��]?� )`; ,����"�� ���� c�?/�� \2 H;	- ��� >]��

θ4+� = � 4+� :��,46��� D�
�    !  π  / + θ− = � �� π  / + θ = �   �  
�[2���� �� &�U� [2��� 'T ������� [;P 4@�VI 4oa�@ 9R� ������� e4�P ]"� 9� ��W
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� < � 4+�  
[2���� [2��� 'T �� &�U� [2��� 'T [;P �  

U� UU−

U−

�

U

 �    !  π  / + π0 − = �  ��  π  / + π0 = �  
� = 0F − � 4+�/ t

0F/  = � 4+�  
π� 4+� = � 4+�  

� < � 4+�  
[2���� [2��� 'T �� &�U� [2��� 'T [;P �  

�    !  π  / + π� −  = �  ��  π  / + π� = �  
DKP 9� &�4�

�- = � 4+� /F : ��,46��� D�  �

UV�

:d�];  �D ���?�� ��4/-�$ ��	
���� ������ k�	'5 ���-� ���]?� ¸$�7�� J	'�� >!
:∞jô©J

:9�T θ 4QB4"� 'B4";�� [\�� 'T �Q�@ ������ �"#$#��� �M;V�� '� �� ,�! �f4G ��	
  θ   � = θ4�  -
  θ   � = θ4+�  /

  θ b"�  � ≠ � , ��  = θ4~  0
  θ b"�  � ≠ � , -� = θ4�  7
  θ b"�  � ≠ � , -� = θ4+�  z
  θ b"�  � ≠ � , �� = θ4+~  �

�z! &4#@
:
�p F�2U ¡4+�� ¢a6+�� F�2

��� − º��!4� + �� + º-.�!4� + �� + º��!4� + � 4�
:DK��

�� − º��!4� + �� + º-.�!4� + �� + º��!4� + � 4�
� 4+� + � 4� − � 4+� + � 4� =  

� 4+�/ =  
DKP 9� &�4�

:
�p F�2U �"�4+�� 3��"a6+�� C@ l5G F E�2  z
�π� + θ!4+� �
cθ − π/  −m4+� t

UVU

:θ �`��% ����� .n � a@�N �BBC �D �<$�7�� >M��<�� dN I�M�N d&]p�� >4�

e
�

]�4��� �4OPW42 9���,  

e
�

]���� �4OPW42 9���,
�-! ]���P

:�`��% �/�� ����"�� Z; �<5 .e�� �$	�� ���� S���
πUE

T  t  ºREW �

 
�

 

�

ºFXV− ,  πUG−
T  w�

 
�

 

�

�/! ]���P
:)?fN ,�4��B�� ��¥� c��L/�� d��$

���������������������� = ���������������� = �ºTGV + ºTV��2 = ºTXV�2
������������������������ = ���������������� = ���������������� = ºEGW�/2
���������������� = ���������������� = �������������������| = _πUU−T i�|

[�� �4a+<�
:���/�� �(��'�� >! �&f )�  -  

 jπR + ij�2 = jπG + i �j�2  
 ∈   π   /0 + π�0�  = � �� π   / + π-/ = �

jπT + ij�/2 = i T �/2 /  
 ∈    π /  + π−-/  = � �� π   + π�  = �

jπR + i�j�2 = i R �/2  0  
 ∈     π   − π.  − = �  ��  π   -0 − π/7 = �

&$�� 3424�	  �
���46P D�I�

�t5M�� D�I C@ i;�   0  , /  , -
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UVG

π  / + π� = �7  ��  π  / + π/ − = �/  
π   -/ + π/7 = �  ��  π   + π7 − = �  

cπ7 + �m4� =  �/ 4�  t
�    !  π  / + cπ7 + �m − π =   �/   ��  π  / + π7 + � =  �/  

π  / + π7 − π =   � + �/   ��  π  / + π7 = � − �/  
π  / + π07  =  �0    ��  π  / + π7 = �  
π   /0 + π7 =  �   ��  π  / + π7 = �  

DKP 9� &�4�
:C"+�,46��� C@ l5G D�  �

� 4� = cπz + ��m4� t    cπ0 + �m4+� = cπ7 − �Tm4+� �  

UVW

�_����� �$	�� �; �<5 �π + θ� ����"�� d�; ��n� �$	�� �; �<5 θ ����"�� HM�f ���
�Z7KM )h�� �?`� π + θ ,θ d�/���"��

�π + θ��| = θ�|
�    !  ,π   + θ = �   �   θ4~ = � 4~ ��,46��� D�

�b�4#�� �� &�U� [2��� 'T ������� [;P 4@�VI 4oa�@ 9R� ������� D~ 9� ��W

�.! &4#@
�  = � 4~ :��,46��� D�

:DK��
 = � 4~

�
π0π + π0  � < � 4~ b"��      π0 4~ = � 4~

�b�4#�� [2��� �� &�U� [2��� 'T [;P �  

�    ! π  / + mπ0 + πm = � �� π  / + π0 = �  
π  / + π70  = �  

DKP 9� &�4�
�- = � 4~  :��,46��� D�  .

��! &4#@
:C"+�,46��� C@ l5G D�

cπ0 − �m4+� = cπ� + �0m4+� �
cπ7 + �m4� = �/ 4� t

:DK��
cπ0 − �m4+� = cπ� + �0m4+� �

�    !  π  / + cπ0 − �m − = π� + �0  ��  π  / + π0 − � = π� + �0  
π  / + π� − π0 = �7  ��  π  / + π� − π0 − = �/  

UVR

��M���� �$	�� �; �<5 �θ − π� ����"�� d�; ��n� �$	�� �; �<5 θ ����"�� HM�f ���
��θ − π��2 = θ�2 dN � a@�N H?�'5

�   ��  π �� + �θ − π� = i �N  π �� + θ = i : �d�; θ�2 = i �2 HM�f ��� ,���/��$�
θ4� = � 4� ��,46��� D�

�    !  ,  π  / + �θ − π! = � �� π  / + θ = � �  
�'f4#�� �� &�U� [2��� 'T ������� [;P 4@�VI 4oa�@ 9R� ������� ]"� 9� ��W

��! &4#@
:C"+�,46��� C@ l5G D�

� U

U

U−

U−

º��
º-/�

 /F = � 4�/ t  0F/  = � 4� �
:DK��

0F/  = � 4� �
π0 4� = � 4�  

� < �4�  
�'f4#�� [2��� �� &�U� [2��� 'T [;P �  

�    ! π  / + mπ0 − πm = � �� π  / + π0 = �  
   π  / + π/0  = �  

/F = � 4�/ t
/F
/  = � 4�  

UU−

U−

�

U

π7  π7 4� = � 4�  
� < � 4�  

�'f4#�� [2��� �� &�U� [2��� 'T [;P �  

�    !  π  / + mπ7 − πm = � �� π  / + π7 = �  
    π  / + π07  = �  

DKP 9� &�4�
�� = - − � 4�/ :��,46��� D�  �

�D� 9� &�4��
��0− = �e−!4� � � !  -

��0. = �&−!4+� �t!  
0�-7 − = ��−!4~ �w�!  

-7 = �4+� � , !  
 �º0� − º-.�!4� = �º-z�!4� � � !  /

-/ = º0�4� =  
7z − = �4+�− = �� − π!4+� �t!  
jπ-/ − π j4~ = jπ---/ j4~ �w�!  

0F + /− = jπ-/j4~− =   
º7�4+�− = �º7� + º-.�!4+� = º//�4+�  0

����� − 
ºz�4�− = �ºz� + º-.�!4� = º/0�4�  7

��./� −  
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Relations Between Trigonometric Functions (1)

 �"B4B� C��4�  �I�O%�
�θ ����"�� ����n� ������ \7��� ���� ��(�$ ���/�� ������ \7��� \/f�  �-!

 �θ + ��2  � � !  
 �θ − ��/2  �t!  

 dθ + � n�2  �w�!  
 dθ − � n�/2  � , !  

�i ����"�� ����n� ������ \7��� ���� ��(�$ ������ \7��� \/f�  �/!
 �i − ºUFV��|  � � !  

 �i + ºUFV��/2  �t!  
 �i −��2  �w�!  

�θ ����"�� ����n� ������ \7��� ���� ��(�$ ���/�� ������ \7��� �$�/]� Z/?�'5 �! c�L/��  �0!
 �θ + ��/|  � � !  

 dθ + � n�/%  �t!  

 dθ + � n�/|  �w�!  

 �θ−��%  � , !  

¬d 	§
�−F

θ4+�− = �π + π. + θ!4+� � � !  z
θ4�− = jθ + π/j4+� �t!  

 π7  4+� = � 4+� , /F/  = � 4+� �
π   / + π7  = �  

 �  ∈  !  π   / + π7  − = � ��  
π
� 4� = �4� ; -/ = �4�  �

 ��  π   / + π�  = �  
�  ∈  ! b"� , π  / + πz

�  = �  
π
� 4~ = θ4~ , 0F0  = θ4~  .

�  ∈  ! b"� ,π    + π�  = θ     
π  / + π0  + � = π7  − �0 � � !  �

�  ∈  ! b"� ,π   + π�
/7  = �          

π  / + π0  − �− = π7  − �0 ��
�  ∈  ! b"� ,π   -/ + π

7. − = �     
; π  / + � = πz  + �/ �t!  

 �  ∈  ! b"� ,π  / + πz  − = �     
π  / + �− π = πz  + �/ ��

�  ∈  ! b"� ,π   /0 + π7
-z  = �  

�0

��4��t� ��¥� c��L/�� d��$ ���/�� ������ \7��� �?% �2�N  �7!
 ºUWV�2  � � !  

 �º��W−��|  �t!  
 �ºUTW−��/2  �w�!  

��4��t� ��¥� c��L/�� d��$ ���/�� ������ \7��� �?% �2�N  �z!
 EG  �/2  � � !  

 e �T  −o�2  �t!  
 UUG  �|  �w�!  

��4��t� ��¥� c��L/�� d��$ ���/�� ������ \7��� �?% �2�N  ��!
 ºTXV�2  � � !  
 ºRWV�/%  �t!  
 UER  �%  �w�!  

� �jI4< �f4G ��	 t  �� �K"Kp 
�4a6�� �f4G ��	 �  D$~ ,�-�−�! C���+�� �
t   �     Vº� = �θ + ��2 d�;  Vº� = θ�2 HM�f ���  ��!
t   �      T� = θ�% d�;   �T = θ�/2 HM�f ���  �.!
t   �     T =�θ + ��/| d�;   T = θ�| HM�f ���  ��!
t   �     W− = �θ + ��/% d�;  UW = θ�2 HM�f ���  �-�!

:���C F7$n ���/�� ��34'/�� F �7$  �--!
�eθ − � o�/2 + �θ + ��2 + �θ −��/2 − �θ − ��/2  � � !  

   
�e�  + θo�2 + �  − θ��/2 + e�  + θo�/2 − �θ + ��2  �t!  
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��-! ]���P�
�4#�� [2���  � � !

[2���� [2���  �t!
�4#�� [2���  �w�!

b�4#�� [2���  � , !
��/! ]���P�

 -/ = º0� 4� = �º0�� + º0�!4� = �º0��!  4�
 /F/  = º7z 4+� = �º0�� × / + º7z!4+� = �º��z!  4+�

0F = π
0  4~ = jπ-/0  − π

0 j4~ = jπ--0  −j  4~

�7

:���/�� �(��'�� �)�  �-/!
 �    !   / + /0  − = � ��   / + /0  = � U� + = i �/2  � � !  

 �    !     + �  = � TF = i �/|  �t!  
 �    !   / + 7  − = � ��   / + z7  = � �F+ = i �2 �  �w�!  
 �    !    -/  + �  = � ��    -/  + -/ = � TF

�  = �iR��2  � , !  
� E����6P C��4� t �I�O%�

��»I�v HM�f ��� Q  �N �BBC ���4'�� HM�f ��� N  )�|  �-!
t   �     T� − = �ºXGV−��/2� + ºU�TV�2T − º��W�|  
t   �    � = e UEG o�/2 − e FT  −o�2 + UTG  �%� − UXG  �/%  
t   �   U = e RWG o�2� − e �RT o�/2 + e UUG  −o�|T − UXR  �/|  
t   �     �F = ºFWW�/2� − ºWFW�/%� + �ºTUW−��%  

��»I�v HM�f ��� Q  �N �BBC ���4'�� HM�f ��� N  )�|  �/!
t   �      = )t� �-�?x d�;  TF = i �2 d�f ���  
t   �      T  = i d�;   U� = i �/2 d�f ���  
t   �      U� = i �2 d�;   G  = i HM�f ���  
t   �        �D VºT = i �% )� �-�?x  
t   �         	KC = � UW� �|  

:�K"KX�� �24�)� �<� ,�z−0! C���+�� �
� � ! :�D U� �`/?% �/�� ¶� �! [ ������ �47���  �0!

ºEGW�| � , !  �ºUWVV−��/| �w�!  �º�RV−��/2 �t!  �ºTTV−��2 � � !   
� � ! : TF

�  − �`/?% �/�� ¶� �! [ ������ �47���  �7!
UTT  �% � , !  UEG  �| �w�!  e TWT  −n�2 �t!  TUG  �/2 � � !   

�t! :�D θ�2 + dθ + � n�/2 + dθ + � n�/% − �θ − ���% ���<�� �?% d�  �z!
U � , !  U� �w�!  	KC �t!  U− � � !  
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q�|4#"T ���}f  ��¦2 Q� = ��Q � + ��¦2 �  ��- .��75 ��Q �
 �	gl�� ��'$	?��

 �$	?�� �; ���2�?��
 ��ef Q  Z'�m .e��
�¦2 Q ,¦2  ��� �47���$

¦2

Q

 U = ��¦2 Q�
��¦2 Q� = θ ��/2 + θ ��2 :��- )lBM �U� �; A��'/��$�

q�|4#"T �;24M+@ H��P - = θ /4+� + θ /4�

�-! &4#@
�π/ > θ > �  ,  ��7 = θ4+� 94G ��	 ,�aB4K�� ���� e��A+B� 9��2

�θ4� ����  �
�θ4~ �+V+B�  t

:DK��
:q�|4#"T �;24M+@ e��A+B42  �

- = θ /4+� + θ /4�  
- = /���7! + θ /4�  

��.7 = /���7! − - = θ /4�  
�π/ > θ > � 9U £T�@ ���-� −  θ4�  ��  ���-�  θ4�  

�/�/�  ���-�
��7    θ4�

 θ4+� = θ4~  t

DKP 9� &�4�
�θ4~ ,θ4+� ���sT π/ > θ > �  ,   0z = θ4� 94G ��	 ,�aB4K�� ���� e��A+B� 9��2  -

Relation Between tan θ, sec θ  θÉb ,θÉX ø«H ábÓ©dG

:��- )lBM θ /�/2 ��- 8��9��; �<$�M/! �;	I ��?7% ���
V ≠ θ �/2 _�   -

 θ /4+� =  θ /4�
 θ /4+� +  θ /4+�

 θ /4+�
θ /4� = θ /4~ + -

θ /4� = θ /4~ + -  

UVE

3-8(2) á«ã∏ãªdG ∫GhódG ø«H äÉbÓ©dG

Relations Between Trigonometric Functions (2)

º∏©àJ ±ƒ°S

•  q�|4#"T 34;24M+@
•  �"#$#@ 34�5I
•   C�k+P 3��4aI F"�aP 

�"#$#@ �&��,
•  y62 �Kp �V��2 

�"#$#��� 34;24M+���

 'f�46P D�I
�  ����"�� S
�% ¦2 Q  �a���! S���  �  -

w�

t  ���<�! � a!�L/7! �¦2�  ,�Q�  �2�N  t  
�Q ��/2 + Q ��2 ,Q �/2 ,Q �2 :����� �4��� ��� c�L/��  w�  

�¦2 ��/2 + ¦2 ��2 ,¦2 �/2 ,¦2 �2   
�  ����"�� S
�% ¦2 Q  	v� _��! �! ¦2 ,Q ,N ���ML�� �	f  /

�Z�- H�l� �! >�4� � a�?L5 �m  0
��'$� H7� ����� θ ,Z��f i���� �eD �;

�����n� ����?�� ��<$�M/?�� ��4�� ,  ����"�� S
�% ¦2 Q  _��?�� c��L/�� >]?�
]���P
:)?fN

w�

tθ

 ���
	5��� = θ�/2  , ���

	5��� = θ�2

 ���
���  = 

���
	5���
���

	5���
 = θ�2

���  = θ�|

Basic Trigonometric Identities  á«°SÉ°SC’G á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG

 ≠ c�<?�� _�  U
θ�| = θ�/| , θ�/2

θ�2 = θ�/| , θ�2
θ�/2 = θ�|w�

th
 U
θ�2 = θ�/% , U

θ�/2 = θ�%
Pythagorian Identities  çQƒZÉã«a äÉ≤HÉ£àe

:  ����"�� S
�% ¦2 Q  )$�<?�� )]p�� �;w�

th θ

 ¦2Q  = θ�| , Q
¦2 Q = θ�/2 , ¦2

¦2 Q = θ�2
��Q

��¦2 Q  + ��¦2
��¦2 Q  = /c Q

¦2 Qm + /c ¦2
¦2 Qm = θ ��/2 + θ ��2

�-!  ��Q  + ��¦2
��¦2 Q  =  

 �; ����"�� S
�% ¦2 Q  

(2) á«ã∏ãŸG ∫GhódG ÚH äÉbÓ©dG :3-8

Y���U�  -
 •�8��9��; ��<$�M/! �2��
 •�����N ����! ��%&- �2��
 •�����! ���� >?@/5 ����4- F74�
 •�����N ����! ��<$�M/! �BC >D1�


����� F"�4S%�� 3�,�S%�  /
 ��<$�M/! − ����N ����! ��%&- − 8��9��; ��<$�M/!

�����!
D�4B��� 3��,U�  0

 − Q���� − �4��� ��� − ��<�! − ��2	; − �2��! �	M7!
��Data show� U�<�� ��`2

�"Q�+��  7
:c��6P t5M�� &sB�

 •?c�L/75 >�N� ?8��9��; ��	hM �D �!
 •?��W = FU + �i :����'�� ���� �-�?x �!
 • *- θ�2 ,θ�/2 ,θ�| ��(�$ θ�/% ,θ�% ,θ�/| S% �!

?\5���
 •?V = T + iE − �iR :����'�� ���� �-�?x �!
 •?V = U − i��2R :����'�� ���� �-�?x �!

r���+��  z
 _� ,������ ������ #$ ����N ��%&- i���� �eD 	�;��

 ��� ������ ������ �;�f ��s� �`!��L/��$ Q&M�� >]?�
 Q&M�� S`K� dN a(�N \s �e� �F<; �`�! ����� �?% H;	-

 dN *- "f��� �! �`!��L/�� �Kf� 8��9��; �<$�M/!
 ,������ �	
�� *- ����"�� ��� �<<t� ��'�� ��M� �$���

 �qN >?]5 ��D� �θ�2� θ��2 #$ � a34f � a%	; ���D dN .N
��π� ,V� ∈ θ >! �?% .n ��l5 �D� ,�<$�M/�� IeD

��<$�M/�� IeD ±��� ���'/! ���!N F-N
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�0! &4#@
,�aB4K�� ���� e��A+B� 9��2

�θ4+� ,θ4� ���sT � < θ4� , -/z  = θ4~ 94G ��	
:DK��

θ4+� 
�4u	 ���K+2 ��af :H��� �;��I
 θ4�
 θ4+� = θ4~

� < θ4~ ,� < θ4� 9U � <  θ4�
 θ4~ = θ4+� 

θ /4� = θ /4~ + -  
θ /4� = /c-/z m + -  

-��
/z  = -77 + /z

/z  = -77
/z  + - = θ /4�

�\T�@  -0z  − = θ 4�    -0z  = θ4�
z-0  = -

θ4� = θ4+�
  θ4�
 θ4+� = θ4~

θ4+� × θ4~ = θ4�
z-0  = θ4+�  ,-/-0  = θ4�  c z-0 m × -/z  = θ4�

�&�U� [2��� 'T [;P θ ������� 9U! � -/ = w�  , z = t  b"�  ������� F�4� w� t Δ FB�f :�"f4( �;��I
q�|4#"T ���}f  /�w� ! + ��t ! = /�w� t!  

� -�� =  � -77 + � /z  = /� -/! + �� z! = /w� t  
 -0 = w� t  

w�

t  z

 -/

θ

  , -/-0 =  -/ -0 = θ4�  
z-0 =  z -0 = θ4+�  
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 4�Q�  θ4+�  ,θ4�  
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�θ4+� ,θ4� ���sT � > θ4+� ,/F/ = θ4~ 94G ��	
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/F/ = θ4~
/F/ =  θ4�

 θ4+�
�-!  θ4+� /F/ = θ4� 

- = θ /4+� + θ /4� 
q�|4#"T �;24M+@  - = θ/4+� + /�θ4+� /F/! 

θ4+� /F/ w2 θ4� CI £ EI  - = θ /4+� + θ /4+�.  
- = θ /4+��  

-�  = θ /4+� 
 -0  − = θ4+� �� �� > θ4+� 9U �\T�@ ��"�!  -0  = θ4+� 

c-0 −m × /F/ = θ4� :H$I DXKf �-! C@
/F/−

0  = θ4�  
:�"f4( �;��I

θ /4~ + - = θ /4�
/�/F/! + - = θ /4�

� = θ /4�
0− = θ4� �� 0 = θ4� 

0− =  -
 θ4+� �� 0 =  -

 θ4+� 
 -0  − = θ4+� �� �� > θ4+� 9U �\T�@ ��"� '��! -0  = θ4+� 

/F/−
0  = θ4� L� /F/ × -−0  = θ4� _V@� /F/ =  θ4�

 θ4+� 
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 ,θ�| #$ F$	5 �/�� ��<$�M/�� S`7KM�$ d��s S`-� ��`'!
 S`; *- )$ ½Kt� *- d��?/'� S`-�5 ( �θ�/% ,θ�/| ,θ�%

��<$�M/! )f ��s� �Kf
 	���<�� F745 ����/5 �/�� ���!n� Q�`��$ S`'! �%�M

 ��� dN SD1vN ���<$�M/�� c��L/�� �Kf ��;	'/� ������
��<�( ���Mv [ ������ �(��'�� )� *- � a3�f �-�7�

F2���  �
:���/�� 	���<�� F �7$

= ºWW��2 + ºTW��2  � � !
= �º0z − º��!/4� + º0z/4�  

�q�|4#"T �;24M+@! - = º0z/4+� + º0z/4�  
= �ºRE���/2 + �ºRT���/2 �t!

= �º70 − º��!/4+� + º70/4+�  
�q�|4#"T �;24M+@! - = º70/4� + º70/4+�  

 �<�	I ��/v� ��- ��4/-(�$ evn� \s T ���! [  �w�!
 ��n� �$	�� [ �'%���� ����"�� ����"�� S
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 ,WF R = θ�| d�f ��� �4��t� ��¥� c��L/�� d��$   -
�θ�/2 ,θ�2 �2��; V > θ�2

-
.- = -

/�WF 7! + - = -
θ/4~ + - = θ/4+�

� WF 7
�  − = θ 4� , -

� − = θ 4+�
= º�F��2 + ºG���2 :���<�� F7$   /

- = º�//4+� + º�//4� = �º�/ − º��!/4� + º�//4�
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� ≠ θ4� 9RP 9� U�u  ��π/ ,�!  θ b"� ,θ4+~ = θ 04+�

θ4�  :��,46��� ED�
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θ4+~ = θ 04+�
θ4�

θ4+�
θ4�  = θ 04+�

θ4�
� ≠ θ4� 

    θ4+� = θ 04+� 
� = θ4+� − θ 04+�

� = �- − θ /4+�! θ4+�
q�|4#"T �;24M+@     � = �θ /4� −! θ4+�

� = θ/4� �� � = θ4+�
�\T�@ � = θ4� �� � = θ4+�

�π0/  = θ �� π/ = θ '� � = θ4+� i;KP '+�� �π/ ,�! 
�+S�� H$I θ F"�
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��4� = �/4+� × �4� + �04� :�"�4+�� �;24M+��� �Kp �a(�
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��/4+� + �/4�! � 4� = �/4+� × �4� + �04�

- = � /4+� + � /4�    - × � 4� =  
��4� =  
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��/4+� = �/4+� × �/4� + �74+� :�;24M+��� �Kp �a(�  z
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  e4;��� b"�  �θ /4� = �- − θ4�!�- + θ4�!

 θ /4�  :�"�4+�� �;24M+��� �Kp �a(�
:DK��

/t − /  = �t − !�t + !  - − θ /4�
 θ /4�  = �- − θ4�!�- + θ4�!

 θ /4�
 θ /4� = θ /4~ + -  θ /4~

θ /4�  =  
θ4�
θ4+� = θ 4~  -

θ /4� × θ /4�
θ /4+� =  

 -
θ /4+� =  

θ /4� =  
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�/ = �θ /4+~ + θ /4~! − �θ /4+� + θ /4�! :�;24M+��� �Kp �a(�  �
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Relation Between cot θ, csc θ  θÉàb ,θÉàX ø«H ábÓ©dG

 θ ��/2
 θ ��2  + U = θ ��/| + U

 θ ��/2
 θ ��2  +  θ ��2

 θ ��2 = θ ��/| + U

 �+N��� e4;���   θ ��/2 + θ ��2
 θ ��2  = θ ��/| + U

- = θ /4+� + θ /4�   θ ��/% = U
 θ ��2 = θ ��/| + U

θ/4+� = θ /4+~ + -    

�7! &4#@
�θ4~ ,θ4+~ ���sT � < θ4+� , 0� = θ4� 94G ��	 ,�aB4K�� ���� e��A+B� 9��2

:DK��
-

 θ /4� = θ /4+~ + -
7�
�  = -

 �
7�

 = -
/c 0

� m
 = θ /4+~ + -

7�
�  = - − 7�

�  = θ /4+~
7�F

0  − = θ4+~  ��  7�F
0  = θ4+~

��a�@! 4Q�Sf 
�4u)� 4�Q� θ4+� ,θ4�  
7�F

0  = θ4+~ '�4+�42� � < θ4+~  
���7�7  0

7�F = -
7�F0

 = -
θ 4+~ = θ4~

�- = θ /4+� + θ /4� :q�|4#"T �;24M+@ e��A+B42 7  &4#��� D� CR�� :�}�5@
�d�� &�4� �q�|4#"T ���}f e��A+B�� ������� F�4� b$#@ FB� ��

DKP 9� &�4�
,�aB4K�� ���� e��A+B� 9��2  7

�θ4� ���sT � < θ4+� ,z. = θ4+~ 94G ��	
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, 7z = θ4+� 4QV@� - =θ/4+� + θ/4�  -
07 = θ4~  

4QV@� θ/4� = θ/4~ + -  /
7−z  = θ4+� , z−7  = θ4�  

0z − = θ4�  
/7/z = θ4� , �/z = θ4+�  0

θ/4� = θ/4~ + - ��56�� e��A+B� CR��
.�F.

.�  = .
.�F  = θ4�  7

�/4+� = ��/4� + �/4+�! �/4+�  z

 /7 /z

 �
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��jI4< �f4G ��	 t  �� �K"Kp 
�4a6�� �f4G ��	 �  D$~ ,��−-! C���+�� �

t   �        V = θ�/| − θ�/2 × θ�/%  �-!
t   �        U− = θ ��/% − �θ−� ��/|  �/!
t   �       U = �θ�| − θ�%��θ�| + θ�%�  �0!
t   �       V = θ ��2 − θ ��/2 − θ�/% θ�2  �7!
t   �        U− = θ�/2 − θ ��2

θ�/2 − U  �z!
t   �       V = θ�/% θ�% − θ�/| + θ�|  ��!

:�K"KX�� �24�)� �<� ,�.−�! 1V���+�� �
 = θ �2 d�; �_����� �$	�� [ �<5 θ ,  WE  − = θ�/2 HM�f ���  ��!

GF�
E  �t!    E−

GF� � � !   

E
GF� � , !    GF�−

E  �w�!   
 = θ  �| d�; ��$�	��  �$	�� [ �<5 θ , T�  = θ�% HM�f ���  �.!

�
WF �t!    WF

�  � � !   

WF−
�  � , !    �−

WF �w�!   
:�"�4+�� 34;24M+%� �Kp �a(� ,�-�−�! 1V���+�� �

θ�% = �θ�| + θ�/|� θ�2  ��!

� U
θ�/| − U  = θ�2

θ�/2 − θ�2  �-�!
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:¥� 4¦ EDG ��"� ���� ,��−7! C���+�� �
�θ�/2 θ�2� − ��θ�/2 + θ�2�  �7!

 
�θ ��/2�U + θ ��|�  �z!

 
�θ ��% − �θ−� ��| + U  ��!
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θ ��/2  − θ ��|W − θ ��%X  ��!
 

:�"�4+�� 34;24M+%� �Kp �a(� ,�--−.! C���+�� �
�θ ��/% = �θ−� ��/| + U  �.!

 
�θ ��| + θ R�| = θ ��% − θ R�%  ��!

 
�U = �θ ��/| + U��θ ��/2 − U�  �-�!

 
�θ ��/2 + T = θ ��/2R + θ ��2T  �--!
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Relations Between Trigonometric Functions (2)

 �"B4B� C��4�  �I�O%�
� � > θ > V , UW = θ�2 HM�f ���  �-!

�θ ����"�� �	vn� ������ \7��� �?% �2��;  
 
 
 
 

V > θ�/2 , FF = θ�| HM�f ���  �/!
�θ�/2 ,θ�2 �2�N  

 
 
 
 

V > θ�2 , UT = θ�/2 HM�f ���  �0!
�θ�/| ,θ�2 �2�N  

 
 
 
 

= θ/4+�
θ/4� − θ/4�

θ/4+� − -
θ/4� + -

θ/4+�  �

/ = - + - = θ/4+� − -
θ/4�  + θ/4� − -

θ/4+�
 -/ = �4� �� � = �4+� ; � = �- − �4�/!�4+�  �

�π/,�]  ∈ π/ = � 9�T   � = �4+�  
�π/,�]  ∈ π0

/  = � ��  
 �π/,�]  ∈ π� = � 9�T   -

/ = �4�  
�π/,�]  ∈ πz

�  = π� − π = � ��  
�]���P�

��4O%� [$k��
�P��  = θ4+� , D24;%� [$k��

�P��  = θ4�

 D24;%� [$k��
��4O%� [$k�� = 

D24;%� [$k��
�P��

��4O%� [$k��
�P��

 = θ4+� , θ4�
θ4+� = θ4~
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 ����"�� �
�`��� ��@�� �`'�l� �/�� α ���B�� ����"�� �D ���% �m� �; �/�� �¦2� ,Q�� �`2�?�� ����"�� ������ �����  −
��ºXV >  α > ºV� ����7�� ��B! �! �`2�?��

V ≠ c�<?��   θ�/2
θ�2  = θ�/| ; θ�2

θ�/2 = θ�| ; U
θ�2 = θ�/% ; U

θ�/2 = θ�%  

� = θ�2 _� θ�2 = �θ�� :\��� ���� −
i = θ�/2 _� θ�/2 = �θ�� :c�?/�� \2 ���� −

V ≠ i ; �i = θ�| _� θ�| = �θ�� :)h�� ���� −

V ≠ i ; Ui = θ�% _� θ�% = �θ�� :�I�<�� ���� −
V ≠ � ; U� = θ�/% _� θ�/% = �θ�� :c�?/�� �I�% ���� −

V ≠ � ; i� = θ�/| _� θ�/| = �θ�� :c�?/�� )| ���� −
��42�! ����?�� ������ �?2 ��n� �$	�� �; −

��4��� ������ �<$� d�/42�! θ�/% ,θ�2 �M���� �$	�� �; −
��4��� ������ �<$� d�/42�! θ�/| ,θ�| _����� �$	�� �; −

��4��� ������ �<$� d�/42�! θ�% ,θ�/2 �$�	�� �$	�� �; −
��`7KM ��Cn� ����?�� ������ ����� �D ����! ���� Q��<! ����� −
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 �������� d�M�� \f� ,�D&?�� ����! �;
�	v� �a4f�� )</� HK%�5� �-�7�� Q��<- d���� I��5� �]- ������� ����

?J�n� >- d�M�� O�K5�� �! :�?B! �¹�75
?��K@ �RT c"G

��aMML! S��� ^�� ,����$
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h , �+@ 
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/

�
t

θ
 �������� k%�5 ��- d�M�� �%�!  �M<��� )�?5

�J�n� >- O�K5�(�� 	/! Uº� = � ¦2
θ − π� = d������ �����

� Q = �  ��  �'M<�� ��I ����� ���-
Q ����"�� S
�% � Q  _��?��  �����?�� \7��� >- ������ �; Z/?�'5 �! c�L/���

 Q�
�  = �θ − π���/2  

Q� = θ�/2  
θ4+� ×  = t�  
� ¦2 + ¦2 Q = � Q  ��?</7?�� �M<�� ���v c�L/���

Q� − ¦2� = ¦2 Q >]��  
� ¦2 + Q� − ¦2� = � Q  

, w� + θ4+� ×  −  = , t  
Uº� + �θ�/2 − U�  = � Q  

�J�n� >- d�M�� O�K5�� ����� d������ ������ ������� 	M% klM ��I �;	'! ���- :��K@ m4+V+B�
i"aMP

 �`'�l� �/�� ����"�� i�%� ��/!N W ������� 	M% klM ��I d�f ��� J�n� >- d�M�� O�K5�� �2�N ,I&-N ���7?�� �;  
�ºTV ������� ��N	�� ��B?�� �! d�M�� �'<!

�"T4\	 ��s�@
 S��� �'<! �`'�l� �/�� ����"�� �2�N �J�n� >- 	/! UºW �`5�-�% �K5	5� ��/!N G �D	M% klM ��I ����� S��� \f�  

�� a	/! UUºE O�K5�� ��- S��� d�f ��� ������� ��N	�� ��B?�� �!

πFÉ°ùªdG πëd ó°TôªdG

�i"aMP� �24�	
 D�6$� D�R@ ��OG eB�%� DRN�� ��+6f

-�/ + �º0�4+� − -!z = , t
-�.�  , t

�4oa��;P £�U� §MB CI �@ -�.� 94M$B [SP�� L�
��"T4\	 ��s�@� �24�	

-�z + �θ4+� − -!� = --��
º7�  θ

º-07 = º7� − º-.�  θ ��

D�4�%� D� �u�%�
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:���/�� �(�t� [ θ ¦� �
�`��� ��@�� �<� ��¢ �.N *- �N �$� �.N [  �-!
 �UT = θ�2  � � !  
 �U− = θ�%  �t!  

 �T− = θ�|  �w�!  
 �EF − = θ�/2  � , !  

:�2��; R = θ�| d�f ���  �/!
 �θ��%  � � !  
 �θ�/|  �t!  

 �dθ − � n�/|  �w�!  
 �θ ��/%  � , !  

:>! )f �?% �2�N �u�4! �<�	M$ �4��t� ��¥� c��L/�� d��$ ,VºG�  ºTF �2 d�f ���  �0!
 �ºTF�/2  � � !  

 ��ºW�−��2  �t!  
 ��ºTF−��/| + �º�UF��/2 − �ºUR���|  �w�!  

:¶� �¿ )f �?% �2�N  �7!
 ��ºTV��/% + �º�UV��/| − �ºGV��| + �ºGV−��%  � � !  

 �e E�  −o�2 + � F −��/2 + �  −��2� + e T� o�/2  �t!  
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:����?�� ������ >$ ����n� ��%&'�� −
θ�|− = �θ−��| ;θ�/2 = �θ−��/2 ;θ�2− = �θ−��2  

θ�|− = �θ − π��| ;θ�/2− = �θ − π��/2 ;θ�2 = �θ − π��2  
θ�| = �θ + π��| ; θ�/2− = �θ + π��/2 ;θ�2− = �θ + π��2  

θ�2 = cθ − π�m�/2 ;θ�/2 = cθ − π�m�2  
θ�2− = cθ + π�m�/2 ;θ�/2 = cθ + π�m�2  

�BC ��- � _� θ�/2 = �π �� + θ��/2 ;θ�2 = �π �� + θ��2  
8��9��; �<$�M/! �?75 U = θ ��/2 + θ ��2  

V ≠ c�<?�� _�  U
θ ��/2 = θ ��| + U = θ ��%  

V ≠ c�<?�� _�  U
θ ��2 = θ ��/| + U = θ ��/%  

��

�"���(	 C��4�

 ,��<�� �m��� [ ����� θ dN J�;� :��4f ¢RSP  �-!
� TF

�  − = θ �2 , U−�  = θ �/2 _�  

?ºU�V− = θ �N ºGV = θ d�]5 dN >]?�� >! )D  

:¶� �¿ )f �?% �2�N  �/!

�ºTTV�2T + �º��W −��|� − º��W�/2 + ºUTW�2  � � !  

��ºTTV −��/|T + º�UV�|T − ºU�V�|� + ºTV�/|  �t!  

�e �WT  −o�/2T + e UWG  −o�2 + UET  �/2  �w�!  

� UXR  �/% + e WR  −o�% + UER  �/| + XR  �|  � , !  

:�?% �2�N  �0!

�ºTWX�2 + ºTWF�2 + … + ºT�2 + º��2 + ºU�2  � � !  

�ºTWX�/2 + ºTWF�/2 + … + ºT�/2 + º��/2 + ºU�/2  �t!  

��

:¶� �! � �BC H4�N  �z!
 � = U

�θ−� ��/2  + θ ��|� − θ ��%  � � !  

U = θ ��2
θ�/2 + U  + θ�/2  �t!  

:���/�� ��<$�M/�� � �BC H4�N  ��!
θ ��2 − θ ��/2 = θ R�2 − θ R�/2  � � !  

  

θ�/% = �θ�/| + θ�|� θ�/2  �t!  

  

:���/�� ������ �(��'�� )� �-�?x �2�N  ��!
�F
� = i �/2  � � !  

V = TF − i �2�  �t!  
  

U = i �|  �w�!  



XF

�/

:� ≠ e4;%� b"� � / ,�!  θ b"� �"�4+�� 3W,46%� D� ,�-z−--! C���+�� �

θ�| = θ T�2
θ�/2  �--!

θ�| = θ�% × θ ��2
θ�/2  �-/!

θ�/% − = θ�%
θ�/|  �-0!

V < θ�/2 _� V = U − θ�/2 + θ ��/2�  �-7!
U = θ ��/|  �-z!*

*

*

*

*

�-

:���/�� �(��'�� �)�  �7!

e TR  − io�/2 = eR + i�o�/2  � � !  

e �T  − i�o�2 = ei − Go�2  �t!  

U = ei + Fo�/2  �w�!  

�i���/| = �i� + T��|  � , !  

:���/�� �<$�M/�� �BC H4�N  �z!

θ�%� = θ�/2
θ�2 − U  + θ�2 − U

θ�/2  

�� � ,V¡  θ _� ,������ �	
�� *- �`���! �S� ,���/�� ������ ����'�� )� �-�?x �2�N  ��!
 �θ�2E − R = θ ��2�  

:�"�4+�� 34;24M+%� �Kp �a(� ,�.−�! 1V���+�� �

θ�/% θ�% = θ�/2 + θ�2
θ�2  − θ�/2 + θ�2

θ�/2  ��!

θ ��/2 = θ ��2 − θ ��/2
θ ��| − U  �.!

:�"�4+�� �"#$#%� 3W,46%� D� ,�-�−�! 1V���+�� �
V = i �/| + i ��/|  ��!

� − i �%T = i ��%  �-�!
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���� ��� � ������ ��� ��

������� ���!� :" − #
���M�� �� 	
��� :" ���  

������ 	M�� :$ ���  
%�&'��( %)M� +&�', :$ − #

������� �� ������� :" ���  
������ �� ������� :$ ���  

+&'��!� F.� /&( :0 1 2 − #
������ ��!� :" ���  

���� "�#$ :$ ���  
�	%&�'�� �(& ������ ��� �� 	)*!�� :2 ���  

+&'��!� F.� %�34)( :051 2 − #
������� F�� 	�"�!� 	���, :" ���  

������� 	�"�! 	��!�� -�.��� :$ ���  
+&'��(� %M'6 78 �)9�� :; − #

�������& 	M�� �� �!/�� "�#$ :" ���  

<=���� %�34)( :> − #

�-01���� 	�"�!� :" ���  
�-01���� 	�"�! 	�2����� -�.��� :$ ���  

�-01���� 	�"�! 	��!�� -�.��� :2 ���  
�-01���� 34 56� 	�"�!� :; ���  
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Analytic Geometry
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 LJ %84��� QDJ R�J4�, +&'����� ST34)( U	 ?L&DV3 L&8 �� L&�F&G� L&8 %6�4'��� KWM�A @&X ?�4Y4'��Z [��� \D9���

�4CDX %D]Z^� ���
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�%9Z4� %�k� %A<��&D( +Z� l���� :gm�D��  2
:n&9M��� _� %D]Z�  ;

 S4J4��� 3�J UMA �%F&G� /X _V�( f&H Lo&9, UM`�48 4 p&64&8 qd&r�, +Z�� �4�CDEF, L&�F&G� %J4��� �H <�^� %�&� ���� 
 <�FA @&X s<i� ,S4J4Z t �D�J K6� u�<�H� QDJ ��Z�<�� �j��� QDJ _V���� %�&�� �'H^� �j��� QDJ "v� v L&8

�L&�F&G�� L&8 _V���� l<H �64&9�� /&r����
 ,%&J9Z� %9A<Y wDH "vv R<�� L( +�jA� S4ADj�� U�<H� ��� �H KD�J �4'� %J4��� �H wDH ;vv _4W, K6� u�<�H� QDJ

 :%9�� L�� 4 q�DH $>v 4p&(A eH�,� O9Z^� �H g4A� > _dV %J4Z � /�), �WX �N	
�@A�4B���� %9A<E�� 54���� �)8 ���� O9Z� �H Kj8� 4C&H Lo&9, %�34)( x�X�   �  

?S�34B�� �j( e( eI4'��� /r�A �N4(� ?0� /(4)(1 /&��� /or�A �N4( %�4j�� ��� �H   5  
?@A�4B���� %9A<E�� 54���� �)8 4 q�DH z>v � � q�4WA3 "; �H4B�� Kj8� [�4�A �X K(�DA /�J %J4Z +X   {�  

 %�34)( x�X� �@A�4B���� x,�<�� |&� L( 4C,4&9DZ� %F&G�� ��� S4&84}A	 LJ f�~Z� �f�F&G� _� 4pW�( qd�� ��4�   3  
�@A�4B��� 54���� �)8 �J9Z^� fDV3 4C&H Lo&9,

 �%D]Z^� LJ %84��� 4CW( 
34F�ZT�� %&64&9�� Sd&r���� +Z� %&F&X� %F&G� /X /V3 %6�4'( _� qdBF( � q<A<', eY :<A<'���  >
IóMƒdG ¢ShQO

������� ������ %)M� +&�',
%�&'��(

 F`�� /&(
+&'�����

 F`�� %�34)(
+&'�����

 %M'6 L&8 �)9��
+&'��(�


<=���� %�34)(

"−#$−#0 1 2−#0512−#;−#>−#

 =>9 ?Rene Descartes@ A��B%" C��%� �D&E FE �!�
 AE�� ,	H�>�>I��� 	2��J�& 	2��J� �� -�KL�� 	)*!��

 F�, �1��� �M ����B�N� O/PE Q�M �.M���� 	)*!�� RST
 �	%��>���� U1�0M�� V��W�2�� �J �.>M "�#$ X!��� ��
 S�Y9 	H�>�>I��� 	2��J� Z� 	�9��[� A���/M��� AE��& 6,
 \.2�[� V��W�2� 8 Z2.��� �!� Z%] �BL� �K�%0I

�	%.>�� -'KD_�&
 A��`��Ma� b�2E �BL� \.2�[� 34 c��d�� V�W��9

 ,��������& �.��� �� 	e>�f gh�BiE �D.�� 	�2��J�
�j�e>��� 	i�i 34 "�!�_� 	�`*` � g�.P k09 l�M

 A��`��Ma� ,	�>����& C�
m�� ��n 8 � go%E p��W�2� �)&
 -"�!�� .%��
 \�!�E& 	,0I�� V.2� ����a 	�2��J�

�������& ��/B>� 	4.���&
 	DSq� 8 �/B�� 0`_� 	�2��J� A��`��Mr� FE �K� ��&
 �-�/B�� AsL��& A���.�[�& V.t���& A��S�� �����9

 \��B�� �ST 8 -".D.� �.���& V.20�� �, A�q�4� �)&
�	�2��J� A��`��Ma� 34 u&_� 	D�����

 �, v& �g�0w �, x �!� 34 ���� �B�% :��z� ��/2 34
�C�2��� u$ 	/����� gh6i

�C�2��� u$ 	/����� � g�.�D �, { �!� 34 �B��
 O��P ��E
?O��P �B��& ���� �B�� �� �D.% m�.>�, �,

 }`��Ma� k.��� V��W�2�� 	�Y�� RST 	DSq� �Bq%
�	2��� ~��� �P_� 	M�� F.B9 FE 34

-�M.�� 	����

x−
	2���

?v ,x−@ ����

?{− ,;@ O��P

$00>−1 − 21 + $0v − z−1F = %H4�!�
z; + 2zF =  

"v = "vvF =  
���4� LM�(� ��4V LM�( 78 +X "v ��A [�

:%��d(
���.w�z�
 	%0�� V��W�2� �Bq% 
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•  �������� ������ QDJ U4'W�� eE, @&X ��D),
•  ����4r&H %A<�6 n&9M, %&F&X ��D),
•  �%&)&8<��� ���}��� %'DM��� +&'�� ��, @&X ��D),

?º∏©àJ ±ƒ°S GPÉe
•  �L&�M'6 L&8 %H4���� ��, cZ
•  �%�&'��( %)M� _I ��, cZ
•  �%�&'��( %)M'� @B�W��� %M'6 S4&����	 3�j, cZ
•   %�&'��( %)M� +&�', %M'6 S4&����	 3�j, cZ

�a�4`�� L(� /V���� L(
•  �+&'��( FV /&( 54�j8 g', cZ
•  �fD&( c<),� fW( %M'6 c<), 4(�WJ +&'��( FV +Z<8 g', cZ
•  �%A����� /G� +&'����� /&( L&8 %�d)�� c<)�, cZ
•  �
�(4)���� �� %Am����� S4�&'����� %�34)( x�M, cZ
•   /&��� %&(D)�8 +&'����� F`�� %�34)( 
�� c<)�, cZ

�L&�M'6 �� %M'6�
•  �+&'��(� %M'6 L&8 �)9�� c<)�, cZ
•  �4C��34)(� 
<=���� c<)�, cZ
•  �4CF&G,� 
<=���� %�34)�� %(4)�� 
�B�� c<)�, cZ
•  �4�<M� @B6 _I� 
<=���� �X<( ��, cZ
•  �
<=��� �4���� %�34)( x�M, cZ
•  �[����� �H L&,<=�3 L&8 %�d)�� c<)�, cZ

á«°SÉ°SC’G äÉë∏£°üªdG
 d&( − %A����� /G − +&'����� /&( − @B�W��� %M'6 − +&'��(� %M'6 L&8 �)9�� − L&�M'6 L&8 %H4���� − %�&'����� %)M'�� _I
 @B6 − 
<=���� �X<( − 
<=���� %�34)( − 
<=����  − +&'����� F`�� %�34)( − LA�(4)�( L&�&'��( d&( − L&Am��( L&�&'��(

�
<=���� �4�( − 
<=���� <M�

IóMƒdG
á©°SÉàdG

%�&D&Dj��� %Z�WC��� S�4MA3
0g"z>v − ">#z1

 �Y4A<��  Descartes  S�4MA3  f&WA�
 3�)�� L&8 F8� [��� � ,��6<F�� c�D&F���
 ,%&D&Dj��� %Z�WC�� 4W� ���6� 4( ���� %M'W���
 L(  U �M���  �������  g4�W��  <M�8�  |&�
 �j(1  L&)I4'�(  LA�(4)�(  LA�j(
 f�MZ�8 [���� ,0S�34B�� �j(� S4W&���
 ������  �H  %M'6  /X  LJ  <&9)���  LM�A
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 �0� ,�1L&8  %�d)��  +Mj, U�<P8
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S�4MA3 f&WA�
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�\?=�� A? L�Q? ����� ]�>0H A? ^W_ +� AÙ��C LG�,? ��/9F� 7���� A? a"�? ��bN�( /�UF9�� c	

 ����/� dGe� fK�0�� g"' Excel h?��/( i��W9K�� @Y�/j?� @�b��� 
/�ke L�P�? dl( ����� c	 :.�Q��  &
 ��/9Y 7=b N�0? a"�? ��bN� g�	 <=��K �M9K m�� ,D�/E��� ��Q� XK�K)� .�Q�� cUC .K 7�?)� 
��N	 L�F�T A'

�/Q_� A? �� d�(�K� A?
�L�K�� L�n − fK�� :iP�"��  *

:L,(�9���  4
:L���9�� L"[K)� A' L(��o� g"' f=M�� dM_

q��� !�' !(�>? − RH�� − !�)� A?r ?R��M�� \�"' !j0C +��� a"���� �?  �  
q��� ,���">� ,i�,Ir ?D�K� XY R��M�� \Y/jC +��� a"���� �?  f  

q��� ,�=M? ,f�,�� ,��G�Kr ?R��M�� \Y/jC +��� d�9��� /�s a"���� �?  t�  
q���� ,�uC/Q_ ,�u�'�K�r ?R��M�� �/bN� +��� a"���� �?  N  

 SC��j���� !b�"� L0l�� L���M( � <>Y/? D�/E��� ��FGH ��Mb A��C !jF? /C/>H L(�9T g"' f=M�� � vF� :/C/>9��  ;
�� uC��/l @�w c�T �w	 OQH�(��� L,��/?� ��UY)� 7N��H g"' OQ,M_ ���bN1��

IóMƒdG ¢ShQO

�������� !�"0H���'�(�)�+���,��� .�/0�1��,�� 2/IU�/E��� 7��9�1�

$−$%&−$%*−$%4−$%;−$%

 �T� $ �	�	�M��� (�"8�� V'I A� W<FX� V"� Y�8�
 =Z4 (	��� A[,� @ \�I )] ^��F ��_� �9� �`��

 aE�� 5���@� 684 &b.� c2� �/ =I $ ��&	d�e B�Mb
�W<FX�

… �	����d"��� a��Y�� 5D��� +)� �H�8� )��e
… ��f�� g��# �9� � �H�8�2 68� a��� a�2h�� )��e

 i*��� �	",� $ 6�b��� \j�e A� W<��
@� )��e
… ��5�kl �	E5 i*��� 2I ��.� �"C�

 ��� 1� W<FX� �/ $ c�"�8�� m[�� �"<?�� $
 aE�� 1� ��<�� nob A� c�8J��� 6���J2 �
I

��,	"
 ��5��J 9p�2 B�)q �8J�e 1� )��e �	,"�
 T��2 )8�� �	",84 W)��� $ V�r W<FX� V"� c� )��

 �,"� A� ���D� s'2 tW<F�u �	4�8�4 s,
 �&� ,W	vw�
 �kx c[��� ��)8�4 F�H � y5�<q (O�'@� c�2 ,zFI
 $ B��j��� ��N��� �5���� �H�8� �	H���2 )	����� �)�

 tStatisticsu �	��j.4 �	,���� �Wj �' A�2 ,��2)��
���2)�� s�8e2 "State" A� ���D� s' {	F

 $ k�	e�e2 ���"8� Ll \�Z4 W<FX� yO�)J >� |� )J2
 (�kd�� �&' 5�Me A[�2 ��	�	4 (�
5 $ k"	}~2 �2�)j

 k,	_�e2 ��	��� Ll �� ��# {	?4  y�)��� yO"� ��<	�
 ���2 aE���� �o*�
�2 ,k"	"#2 kd�22 k7��2

���
��� ��5����� 9p�2 �8J����
 ,F	M*�"� B��I ,`�� �T� $ W<FX� V"� Y�8�

 k	"� 3��|e s��� ��	��� B)���� s' ��	��� g?��I {	F
��@C�� !� $ �2)�� �
	


 ����� ��de $ W<FX� V"� ()*��� :�<�J@� $
 58
.� ��Ze2 m"M��2 ��8�� {	F A� ���<�J@�

 $ ���X� ��J���2 ,;d�X�2 !b)�� 64 �Jo8��2
 +)�2 ,%��j2 �j5�2 �	,� �kx �	��<�� ��
���

�6["k���� ;�29I2 ;���� �j	�F@ ^�9 !� ��Wo�
 !�
2 ����.� ��5�� ()*��	H,�	�M�� (�"8�� $ �I

 �����2 ����.� �84 64 �Jo8�� )�)#2 k�x8�
… ��)*���� ��2�.� BWd� �	J2

B)F��� ��)��



PQ�

PR�


�N�� x����
 fK�� XY !M' x��� /Mb 2��9K� c	
 ��  �u�'�GMe�  � </��  !�0C  y���e  XY  ��
 AC�bn ���",�� \��90C ,+�� !'�F? XY
�\H��U? A? !T XY !"W�� 7��9�� ���9'1�(

 f/>H �1��9�� g�	 7e"� ���",�� .�QC
 � !M' x��� 7��9�� c� +� z−$% :$ A?
 XY i�' 7=b c�"? g�	 $ L��G�� A? RC/�
 d�M? J�G� c�T �w	 AU�� �+�� !'�F?

???+�� !'�F? L[��
 � <�����  !�0H  X9��  {C��j��  |,(  XY
 A? !M' x��� 7��9�� f/9>C L�'�GMe�
 �=�/�� XY � </�ZT !>H L��G�� ��� AU�� $$%�L��}���

∂JÉeƒ∏©e ≈dEG ∞°VCG

 (áÑ°ùàμªdG á≤HÉ°ùdG ±QÉ©ªdG) ¿B’G âfCG øjCG
•   !�Z�H − 
��')�( X���( !�Z�H − �j? X���( !�Z�Hr �������� ~/' ��",H 

�q
/�����( X���( !�Z�H − UMW��( X���( !�Z�H − L,�M��� U�>G��( X���(
•   FMW? − 7�G��� − F�K�� − X(��0�� FK9���r �������� Se� ��",H 

�q2���)�� 2����
•  �L������� 
/ME�� �?�W9K�
•   qR�H�/9��r !CN��9�� � <�Q? R�H/9�� �Q�Y cUC �1�� XY �,�� 2/I �>�I 

�q]�Y�9��r OQ? /�s R�H/9�� �Q�Y cUC �1���
•  �7��9�1� f��� ��",H
•  ��1��9�1� N�MCo f��M9�� �?�W9K�

?º∏©àJ ±ƒ°S GPÉe
•  �����GU9�� i��W9K�(� � uC/�� LC�T/��� L'�G�� ��C�>? f���
•  ��������� !�"0H XY ��C�>��� ��� i��W9K�
•   LMK�( �Q"�Z�H� �������� XY L��W�� N��')� !�M?� ���'�(�)� �C�0H 

���/��FH� A�9l��,�� �w 2��Gj��
•  �+���,��� .�/0�1�( �Q9�=' 7=b A? �������� �9EH LK��N
•  �L���j�o� �������� /��FH
•  ��,�� ���? i��W9K�( !���? !�
•   �!CN��9��� ]�Y�9�� A���� i��W9K�( !���? !�
•  �U�/E��� 7��9�1�

á«°SÉ°SC’G äÉë∏£°üªdG
�9E9��  −  L��W��  N��')�  !�M?  −  LC�T/���  L'�G��  ��C�>?  −  ��������  !�"0H
 �,�� ���? − AC��9�� − +���,��� .�/0�1� − A�9l��,�� �w 2��Gj�� − ���'�(�)� −

�U�/E��� 7��9�1� − L">9���� x���)� − ]�Y�9�� − !CN��9�� −

IóMƒdG
IöTÉ©dG


���� D�6?
 V��[�� �2Y�*	� ioM�� (�I ���H �2N�� �&' ()��

 A��[e �� nob A� >)� �M	�4 W<F� �	",� $
 %&' c�,_�	
 �	� ,VkH2T� ,Vn�b)� A� B�[H

 ��8�	� ��""?	
 �	� ,��7�8	
 �	� ,���"8��
 �	� ^�9 A� �}�I2 ,�,	"
 ��5��J �2&*��2 �8J�e

�������� �4�� )�� ��5����� %&' A� c�8H�)	

 \�. ,�2N�� �&' $ ��)C4 !,8�� 1� ioM�� LCv

 s'2 ,B�f<� �	���	� L72 �	d	� A� �2I B�Mb A���
 $ �kj���� 1� B5�J �M�M� �	<*v W�4 $ � �)j �,k�

�!������
 B��H $ B��j��� �"�
.� !	<d��4 Vn ���

�5D��@� ��2)j ;�52I (�)*�
� �	d	�2 t�84���u

º««≤àdG ºq∏°S
 �7�2 ������� ���	J� �4��� ��"<d� �2�)x�

�������2 �?	?� �	���	� (J5I 6���
�4

 $ WMb.� �84 ��"<d� �2�)x� V_8�
 $ �d	dI WMbI L� �7�2 ������� ��4���

��	���	�� ���

�*

 ��4��� $ B�}� WMbI ��"<d� �2�)x� �84
��	���	�� $ B�)8�� WMbI L� !<d� �� �������

�&

��"�� �� �2N�� ��� V_8� �$



PQQ

PR�

Mean  »HÉ°ùëdG §°SƒàªdG:IÉ«ëdÉH §HôdG

,{5 ,4 ,4 ,3 ,3 ,3 ,2 ,2 ,1} = x ��d�� �	f�� 29 ��	4 �b�X
{xn; freqn}� )�4 ![� ��5��[��� �)� A		8�� FREQ ��,8�� (�)*�
4

�F
��,��2 c[�"� =5	8,�� >��?�@� i�F2 ,{5 ;1 4 ; 2 ,3 ; 3 ,2 ; 2 ,1 ; 1} =
SHIFT MODE �SETUP� �STAT� �ON�4 1

MODE �1 −VAR��STAT�3 1

SHIFTAC �Var� �x��STAT� 3 21 =

SHIFTAC �Var� �  x��STAT� 3 21 =

1 =  2 =  3 =  4 =  5 =   

1 =  2 =  3 =  4 =  2 =

1 154700538 :c[�"� =5	8,�� >��?�@� Q F
��,�� :ae���

3
4
5

3
4
5

3
2
1

STAT
x

FREQ

1

3

1.154700538

 ��)�.� A� c  � s4�?�� F
��,��
:�' ,c� ,��� ,Q� ,�� ,P�

c� +��� +Q� + �� +P�
c  = �

5�  
P = 5

 P =  

 s4�?�� F
��,�� �C�� ��[,� ��� B5�<42
 c����� (�)*�
4 ��H 29 =5��[e �2)j A�

:s����

(Iô°TÉÑªdG á≤jô£dG) :¿ƒfÉb

c� c� +��� + *� *� +&� &� + $� $�
c� + ��� + *� + &� + $�  = �

q�� ��r 
$ = �

��  
 = 

 =  

,� L[F�� ��/UH    ��   m��
,� L[F�� �T/?   ��  

��[F�� N�'  c  
 

q$r 7�Z?
�LC��Z�� L"�/��� XY �<���I z% t�� i�/�"�U��( c�P�)� X��9�� 7��M�� Av��C

�f=M�� �1B� c�P�) X(��0�� FK9��� ����
L[F��−;%−;;−z%−z;−�%−�;−�%

��/U9��4�$&$4$$�*

PR¢

º∏©àJ ±ƒ°S

•   ��C�>? N�MC	 
 LC�T/��� L'�G��

 i��W9K�(� � uC/��
 ����GU9��

•   ��C�>? i��W9K� 
 XY LC�T/��� L'�G��

�������� !�"0H

 X���,H !�'
�����}�� �"F��� $ y��I Q£ )�� h,	����4 ����� ���II ¤��� �2)x� 6��

P�£PR¢PS¥P�PP�RPS�PS�PS¢PSQP��
P�¥PR�PS�P��PS¥PS�PSSPS£PS�PRR
P��P�¥P�PP�RP�£P�QP�RPS¢PSRPS¢

�ioM�� W@�' ���I. s4�?�� F
��,�� �C�X ��
?�� ��¦� ()*�
�  �

:á«°VÉjQ áeƒ∏©e

 � q$z% ,$;;� L[F�� �T/?
$;��; = $z% + $;;

&

 ?��	��� %&k� F	
��� �  
:s���� �2)C�� !,�I  f

L[F��−PRR−PS£−PSR−P�£−P�R
��/U9��

L[F�� �T/?

?F	
��� A,��e s��� ��d�� �  t�
?���.� 5��[��� A,��e s��� ��d�� �  N

�ioM�� W@�' ��J ���I. s4�?�� F
��,�� )C�� 5��[���2 ��d�� ����� ()*�
�  t�
?¨Foe �9� � t�   ������ sH �C	����2  �   ������ sH �C	���� A	4 c5J  �

Measure of Central Tendency  ájõcôªdG áYõædG ¢ù«jÉ≤e
 \� �6�� � y)F�2 � y�)� )���2 �	���� (���I B)8� 6d©��� me�25 ��F �
�5� W��j� )��� ��
�� 2I ��� ��)� cI ��hH� 1�

?\	�� ��ª =&�� OH �68� (� $ me�2��� F
���

äÉfÉ«ÑdG π«∏ëJ

Data Analysis

1-10 äÉfÉ«ÑdG π«∏– :1-10

.���)�  $
 •��	�	42  ��Yj ������� ������ �	��� )j��
 •��	��e ������� ������ �	��� )j��
 •���	��� !	"# $ �	���� %&' ()*���


�C��� O���F-�� ��N/F-�  &
������� ,F	
��� ,���� F
���� :������� ������ �	���

!��K��� ���N)�  *
− �=5	�b�� i�
F − �	,"� ��
F ��« − B�M��

��Data show� U�
� ¬kj
��Q�9��  4

:�	���� ��	��� B5����� 1� m���
�¥ ,Q ,Q ,¥ ,P£ ,� ,R ,� ,� ,S ,¢ ,�

:f=M�� �	 R"I�
 •� ��)�<e ��	��� %&' m	e�e
 •�F	
��� ���
 •����� F
���� ���
 •������� ���
 •���5��[��� �6�� �2)j $ ��	��� %&' V	_�e

�C��9��  ;
 ,���� F
����� ������� ������ V	J �� �5)�� �&' ;�M��

 ,B��� ��)�Z4 yO	J ��	��� A,��e �)�� ������� ,F	
���
���d�� (�)*�
� �� ')�� ��?�H

 V	J A� �,	J !� ���	 ���� W)��� $ � �)j Vk�� A� A[�2
��	�"
2 ������� ������

 • A� ()*��� ����I �H�� \�I ,\e��	 A� :����� FK9-�
 ���	��� %&' !	},�� B)F�2 �,	J nob

 ��b2 ��	��� A� �""�� B�[H sM8� \�I ,\e	�"
 A�
��H�M�� V	J ®�' c� �9�

 • ��H�M��� V	��4 ��Z�� @ \�I ,\e��	 A� :F�K��
�\��)*�
� $ B��� �	�"
 )j�e @

 • �}�.� V	��� A� B�[H sM8� \�I ,\e��	 A� :7�G-�
���	��� $ � y5��[e



PQ¥

PSP

Median  §«°SƒdG

:� �u��P�GH �� � uC�'�jH L�H/��� O�>�� A? c N�,� F�K��
�� uCN/Y c N�,�� c�T �w	 O�>�� FK9C +��� N�,��  �

��u���P c N�,�� c�T �w	 O�>�� Sj9G? XY ACN�,"� X(��0�� FK9���  f
��Q��H/H A�9"�� A�9��>�� FK9?� � uCN/Y c N�,�� c�T �w	 N��')� A? $ + c

&  �Q��H/H X9�� L��>�� � F�K�� c� +�  
��u���P c N�,�� c�T �w	 N��')� A? $ + c& , c&  

�,k	"[� 2I �¬��� L,C�,�� 5��[�"�2 )�<�� L,C�,�� 5��[�"� s�	��� !	},��� (�)*�
4 F	
��� �C�� A[,�
 q&r 7�Z?

�LC��Z�� L"�/��� XY �<���I ;; ��?�� 7�I) +��/U9�� dCP9�� X��9�� 7��M�� �lC
��'�j�� d�M9��� ��/U9�� gG0G�� X������ !�Z�9�� i��W9K�( F�K�� N�MCo 7��M�� !�T�

��[F����/U9�� ��",�� N��0�� A? !��
L[F"�

 d�M9��� ��/U9��
�'�j��

−$;%*
−$;;�
−$z%�
−$z;$&
−$�%$%
−$�;�
−$�%4
−$�;&

:!0��

��[F����/U9�� ��",�� N��0�� A? !��
L[F"�

 d�M9��� ��/U9��
�'�j��

−$;%*$;; A? !��*
−$;;�$z% A? !��$%
−$z%�$z; A? !��$�
−$z;$&$�% A? !��*$
−$�%$%$�; A? !��4$
−$�;�$�% A? !��4�
−$�%4$�; A? !��;*
−$�;&$�% A? !��;;

PS£

:!0��
qL�K�0�� L��� i�W9K�r :X��9�� 7��M�� ACUH AU�C

L[F���� L[F�� �T/?�� ��/U9���� ��
−;%;&�;4&$%
−;;;��;�4%&�;
−z%z&�;$&�;%
−z;z��;$4�4;
−�%�&�;$$����;
−�;���;�z���;
−�%�&�;*&4��;

z% = ��  
$ = �

4%;% = �� ��  
$ = �

z��; = 4%;%
z%  = 

q����r  
$ = �

��  
$ = �

 = �

�� <?�/�"�T z��; � �<���I z% c�P�) X(��0�� FK9��� c� +�
!0H c� 7���

�L��N $%% g��,�� LC�QG�� m�� ���l�C/�� 
N�? XY �<���I �% ������ +��/U9�� dCP9�� X��9�� 7��M�� A��C  $
�������� ��Q� X(��0�� FK9��� ����  

L[F��−&%−*%−4%−;%−z%−�%−�%−�%
��/U9��4�$4$;$*�4*

�X(��0�� FK9�"� � <�C� L��C/>H L��� N�MC	� ��(��0�� F���H AU�C
�q������"� ��/UH /�T� !(�>C +��� L[F�� �T/? cUC c� A�09���� A?r . �u�l/Y �<MK� �b}�

 ��	��� A� �,	J !� g�� �9� y�	v )	d��� @ ��I \e	�"
 A�
���� %&' $ ����� )j�� @ \�I =I ,B)F�2 B�� +�
 �k_e @

 k	"� !<ª s��� aE���� �J)4 L4e ��¯28e !,�� B��H $
 ���/ �� �����4 �
.� c�[e >�
 �. ioM��

 $ B��j��� V	��� s' �2 ,��d�� 3�8� Vk8� °J� ��5)��
�5��[��� ��o� (�)*�
�2 V	��� ¬�H �	d	�2 ��H !�

���d�� ���� ��� �	d	� Vn ���
 $ ��)*���� ¬����� VkH 1� V')�
 ,����� FK9-� �

:B)����
c

5� 5� 
P = 5
c

5� 
P = 5

 = �

� y�4
 %�
5� O� �}�I ��)��� s' B)���� %&' cI2
 c

5� 
P = 5

2I ��d�� ����2 ��d�� �6�� �2)j V	_�e cI V'YbI
 ae� ��,/� c

5� 5� 
P = 5

 � y�bI2 ,���5��[��� ��,/�
 � y�}� )��� ���	��� $ B�©��� V	��� $ ��5��[��� i`

 ��� $ k��)*�
� ()� 2I ��
�� ��¦� (�)*�
� 1�
��P� �}�� $ O� ���� F
����

 (�)*�
4 V"8�� !�J A� �	7�d�� �,	��� B�[H F	��e A[,�
:¤2I �}�

 ��k��� {	F �	7���� c?��� $ ��� �j5� g��
�¢S ,�¢ ,¢£ ,¢¢ ,�R ,¢� :±� O� �j5� P££ 3,_8��

 i��4 �j5)�� %&n ���� F
���� ��� )j2
 ¢£ s'2 F
��� A� � �)j ����J ��
�� �j5� 5	�b4 s�'&��

:¢£ L� ��5��4 ±� � a���
�2
¢S  �¢  ¢£  ¢¢  �R  ¢�
S+  �−  £   ¢+  R−  �+

:1� !<?� ,V	��� %&' Ll )��2
�� = S + � − £ + ¢ + R − �+

�¢P²R = � =I �
S + ¢£ = ���� F
���� ¤��42

:cI )C� =�8�� i��� (�)*�
4 \�I yO"�
 ¢P²R = ¢S + �¢ + ¢£ + ¢¢ + �R + ¢�

S  = �
�k�d� s' �C	����2

�	����e �,	J ��X ¤��� �}�� (�)*�
�  y��� A[,�2



PQR

PS�

 �� 
&  = F�K�� R�H/H

&��; = ;;&  = F�K�� R�H/H
+���C F�K�� c� ��9C !UE�� A?

�$z��; �<�C/>H 

!0H c� 7���
 ��/U9�� gG0G�� X������ !�Z�9�� i��W9K�( i�/�"�U��( � <���I &% c�P�) F�K�� N�MCo X��9�� �������� 7��� !�T�  &

��'�j�� d�M9���

��[F����/U9�� ��",�� N��0�� A? !��
L[F"�

 d�M9��� ��/U9��
�'�j��

−;;*
−z%4
−z;;
−�%z
−�;&

z%
;%
4%
*%&��;

$z��; F�K��
��[F"� ��",�� N��0��

�'�
j��

 d�
M9�

�� ��
/U9

��

&%

$;% $;; $z% $z; $�% $�; $�% $�; $�%

$%
%

 :B)���� G�M� ,> y	7�H yM
2 &bZ�H ���� F
��,"�
> − 5� = 5� :cI  y,"� ��  �� 

��  + . = �
 �2h�	��[�� �)8� =5��[��� L�¬���� ¤��� �2)x� �6��

� y<*v Q£ )��
�)8� ���� F
��,"� �	����e �,	J )j2I

�*v.� W@�' )�� �2h�	��[��
��	7�H yM
2 (�)*�
4

L[F��−P�R−�££−�£R−�P£−�PR−��£
��/U9��RQ¥�SQ

�P�²R = > �	7�H yM
2 &bZ� :!��
 �2)x� c ��[� �5��[e �T� !4�� \�. �P�²R = . &bZ�

:¤���

L[F��−P�R−�££−�£R−�P£−�PR−��£
L[F�� �T/?P��²R�£�²R�£�²R�P�²R�P�²R���²R

�� ��/U9��RQ¥�SQ
 A' .�/0�1�

 .
. − �� = ��

PR−P£−R−£RP£

�� × ���R−Q£−�£−£Q£Q£
SR− = 5� 5� z

$ = �
  ,  Q£ = 5� z

$ = �
  :1� !<?�

�P£²QQ  SR−Q£  + �P�²R = � :c�[	H
 Q£ )�� �2h�	��[�� �)8� ���� F
���� cI =I

�y����e ����C	"� �P£²QQ �'  y<*v



PQS

�z

³c�́~
P−P£  ����������������������������������������������������������  : µ=�o	�� |¶�5���  ���������������������������������������������������� : µ=�Cn� |¶�5���

�������� !�"#
Data Analysis

L�K�K� AC���  L'�M-�
�y��I Q£ c�¬2. =5��[��� L�¬���� ¤��� �2)x� �6��  q$r

−�S −�� −S¢ −S¥ −S£ −RS L[F��
Q ¥ � Q ¢ Q ��/U9��  

�c�¬2.� %&n ���� F
���� )j2I  q � r  
  
  
  

�)�<�� L,C��� 5��[��� 3�?�� (�)*�
4 c�¬2.� %&n F	
��� )j2I  qfr  

 

 d�M9��� ��/U9��
�'�j��

 N��0�� A? !��
L[F"� ��",��

��/U9�� L[F��

Q −RS
¢ −S£
Q −S¥
� −S¢
¥ −��
Q −�S   

  
  
  

PSQ

 q*r 7�Z?
���GC���( ��T/E�� ���	 XY S�? L[�� LC/QE�� RH��/�� dCPH X��9�� 7��M�� �lC

�7P�G�� ��/U9�� gG0G�� X������ !�Z�9�� i��W9K�( F�K�� N�MCo 7��M�� !�T�
��[F����/U9��/ZT}Y L[F"� g�N)� �0��7P�G�� d�M9��� ��/U9��
−;%%;
−z%%*%
−�%%*&
−�%%&%
−�%%$%

−$%%%*
:!0��

��[F����/U9��/ZT}Y L[F"� g�N)� �0��7P�G�� d�M9��� ��/U9��
−;%%;/ZT}Y ;%%$%%
−z%%*%/ZT}Y z%%�;
−�%%*&/ZT}Y �%%z;
−�%%&%/ZT}Y �%%**
−�%%$%/ZT}Y �%%$*

−$%%%*/ZT}Y $%%%*

7P�
G�� d

�M
9���

 ��/
U9��

;%% z%% �%% �%% �%% $%%% $$%%

&%
%

4%
;%

�;% g��� F�K��
��[F"� ������ N��0��

z%
�%

$%%
$&%

;% = $%%&  = F�K�� R�H/H 
��;% �<�C/>H +���C F�K�� c� ��9C !UE�� A?

:;�I Ko� �5)�� ()�� �F�K��� ��X
,)�<�� L,C��� 5��[��� 3�?�� (�)*�
4 �2.�

 �}�}��2 ,�¬��� L,C��� 5��[��� 3�?�� (�)*�
4 �	�}��2
 5��[���2 )�<�� L,C��� 5��[�"� ¯	��� V
��� (�)*�
4

 V
�� ,6	�	��� 6,
��� LI�e A�2 ��¬��� L,C���
 �,	J 5�?�� �&' 1� I���2 s�H.� 5�?�� 1� y@¬� � y��,�

�y����e F	
���
 2I B)���� G	�Me 1� V')���� B�)8�� A�5~ ioM"� ( �)J

��¥� ,�Q� ,��� �"}�.� $ O� ¯	��� V
��� (�)*�
� 1�
 �S� �}�� $ 6�� �' O� �8H���� c��J ()*��� 7�G-� �

 �5)�� (�)*�
� 2I B)���� (�)*�
�  y��I A[,� O�
���� �}�� $ 6�� �' O� =5��[���

 ��H G��e s��� ��d�� =5��[��� �5)�� �6�� ,��� �}�� $
 ������ ��d� �	���� ��d�� ^�9 )842 ,������ ��H V� ,������

 ���H !� 5��[e m�?4 n��II �"�p �o	M��,4
 $ �"4���� �2·��� 64 F4�e s��� �,	����� LM��� �I

 %&' A� (�
��� ��,8��2 ,�M�� $ LI���H �o	M����
�y����e ������ �,	J �)ª s�H.� 5�?�� 1�  ����,� �M����

F(/��  z
 642 ��5k��2 V	'd�� 64 �5)�� �&' $ �"}�.� F4�e

��	e	�� �J����
�Q9��,?� L,�9? ��Mb�  �

��	M	
��� ��d�� )�)# $ ioM�� ¸M¹ )J
 V'YbI V� ,F	
��� m	e�e )�)# 1� W)��� $ V')�


 A��[e )�� ��
��� ��d�� $ )j���� cI m� ae��� �&' cI
�)�<�� L,C��� 5��[��� �2)j

O��>9��  �
 t!# cI �2Fu ����H L� c�"�8�� V'2 ioM�� mJ�5

��5)�� �&' $ �52 � � y)�	j ��,kH )J V�I A� )�Z���



PQ�

PSR

 :!0��
��[F����/U9�� ��",�� N���� A? !��

L[F"�
 d�M9-� ��/U9��

�'�j��
 L[F"� g�N)� ���

/ZT}Y
7P�G�� d�M9-� ��/U9��

−;%%;z%% A? !��;/ZT}Y ;%%$%%
−z%%*%�%% A? !��*;/ZT}Y z%%�;
−�%%*&�%% A? !��z�/ZT}Y �%%z;
−�%%&%�%% A? !����/ZT}Y �%%**
−�%%$%$%%% A? !����/ZT}Y �%%$*

−$%%%*$$%% A? !��$%%/ZT}Y $%%%*
 d�M9��� ��/UH gG0G? d? �'�j�� d�M9��� ��/UH gG0G? dI�>9C

�i LM>� �G' 7P�G��
 g"' i LM>G�� A? iK/��� N�,��

 ��<�C/>H �;% N�,�� XM,C X>Y)� �0���
��<�C/>H � <��GCN �;% +���C F�K��

 ;%%

$%
&%
*%
4%
;%
z%
�%
�%
�%

$%%

%  z%%  �%%  �%% �;%  �%%  $%%%  $$%%

i

 

!0H c� 7���
 d�M9��� ��/U9�� A��9� L��N $%% g��,�� LC�QG�� m�� ���l�C/�� ���9b� XY �<���I z% ������ X��9�� 7��M�� !�T�  4

�F�K�� N�MCo � <,? ��Q� X������ !�Z�9�� i�W9K� O� ,7P�G�� d�M9��� ��/U9��� �'�j��
��[F��−¥£−R£−S£−�£−¢£−�£
��/U9���P£P�P�¢S  

PS¥

!0H c� 7���
�7P�G�� d�M9��� ��/U9�� gG0G�� X������ !�Z�9�� i��W9K�( �<���I &; ������ F�K�� N�MCo X��9�� 7��M�� !�T�  *

L[F����/U9�� g�N)� ���
/ZT}Y L[F"�

 d�M9-� ��/U9��
7P�G��

−;&
−�;

−$$�
−$4z
−$�4

 �¬��� L,C�,�� 5��[��� 3�?�,�2 )�<�� L,C�,�� 5��[��� 3�?�,� s�	��� !	},��� (�)*�
4 F	
�"� �	����e �,	J �C�� A[,�
� y8�

 q4r 7�Z?
���GC���( ��T/E�� ���	 XY S�? L[�� LC/QE�� RH��/�� X��9�� 7��M�� �lC

 N�MCo� <,?  ��Q� X������ !�Z�9�� i�W9K� O� ,7P�G�� d�M9��� ��/U9��� �'�j�� d�M9��� ��/U9�� A��9� X��9�� 7��M�� !�T�
�F�K��

��[F��−;%%−z%%−�%%−�%%−�%%−$%%%
��/U9��;*%*&&%$%*

dC� ���9b�
 ioI �j5)� =5��[��� L�¬���� ¤��� �2)x� 6��

 {	F �	7���� B�� sEk��� 5��b@� $ �8�� �<��
��j5� �£ 3,_8�� ��k���

−PS −P� −¢ −¥ ��d��
� � ¢ S 5��[���

���d�� ����2 )�<�� L,C��� 5��[��� 6��� �2)x� !,�I  $
L[F����/U9�� N���� A? !��

L[F"� ��",��
 d�M9-� ��/U9��

�'�j��
L[F�� �T/?

��
�� × ��

−4z� A? !��zz*z
−��$& A? !��$4$%�%

−$&�$z A? !��&*$4$&z
−$z&&% A? !��&;$�*z

$$�$& = �   �� ���� F
���� )j2I  &
 )�<�� L,C��� 3�?�� V
5�  *

 
 a���
�2

 V	J F	
2
���	���

  F�K��
 $$�;

 ��X =5��[��� �5),"� ¯	��� !	},��� ()*�
�  4
�����,"� �	����e �,	J

;
$%$&�;

4% � $& $z &%

$;
&%
&;

$$  F�K��

 d�9M-� ��/UH
�'�j��

L[F��

;
$%

4% � $&$* $z &%

$;
&%
&;

$*  7�G-�

��/U9��

L[F��



PQ¢

��

��¬��� L,C��� 5��[��� 3�?�� (�)*�
4 c�¬2.� %&n F	
��� )j2I  qt�r  

 

 d�M9��� ��/U9��
7P�G��

g�N)� �0��
/ZT}Y L[F"�

��/U9�� L[F��

Q −RS
¢ −S£
Q −S¥
� −S¢
¥ −��
Q −�S   

  
  
  

 L,C���  5��[���  3�?��2  )�<��  L,C���  5��[���  3�?��  (�)*�
4  c�¬2.�  %&n  F	
���  )j2I  q N r  
��¬���

 

 ��/U9��
 d�M9���

7P�G��

g�N)� �0��
L[F"�
/ZT}Y

 ��/U9��
 d�M9���

�'�j��

 A? !��
 N��0��

L[F"� ��",��

��/U9�� L[F��

Q −RS
¢ −S£
Q −S¥
� −S¢
¥ −��
Q −�S  

   

  

PSS

Mode  ∫GƒæªdG
��������� � � <��/UH /ZT)� L��>�� � 7�G-�

 q;r 7�Z?

:�C �? � 7�G-� ����
; ,$% ,z ,; ,4 ,� ,� ,� ,;  �

&* ,$� ,$z ,$; ,$$ ,&% ,$& ,$$ ,$� ,$&   f
� ,� ,� ,� ,�   t�

� , z ,; ,z ,; ,z ,;   N
 :!0��

q� <��/UH /ZT)�r ; = 7�G-�  �
$& ,$$ :c1�G? ��C   f

7�G? ��C 1   t�
z ,; :c1�G? ��C   N

!0H c� 7���
:�C �? � 7�G-� ����  ;
$4 ,� ,z ,$& ,; ,�   �

$% ,� ,� ,$; ,$& ,� ,� ,$;   f
$ ,$ ,$ ,$ ,$   t�

4 , 4 , * ,� ,� ,* ,� ,*   N
:á¶MÓe

 =Y �������� � ��/UH ��C � �w	
��� 7�G? ��C

 7�G? A? /ZT� ��C c� AU�C�
�O�>�� L'�M-

:IÉ«ëdÉH §HôdG
 qCasio Classpad 300r L�K��� L��� i�W9K�

:L���9�� �������� 7�G?� F�K� N��o
 � ,; ,; ,� ,$ ,� ,* ,� ,; ,z ,* ,4 ,; ,* ,&

�q��>��M9�� L���� �r 
Statistics

 />��

 A? 7�)� dl-� � �B-� c� A? �T}H ;list 1 i�W9K�
�list 1

 ���� � /Q�C .K ���� ,7�)� �T/-� � & !bN�
�& = ¡$� 8T L_�E�� A? �F���

�L���>�� � ¢�9�� dl-� �	 7�>9�=� EXE  ��9F-�
  £' Fkl� $ L���>��  L0�1 � L�>�9-� �������� O�� R9T�

�list 1 � ���bN	 O9C X9�� �������� LY�T L_�E�� /Q�H�7�bN	 !T �,( EXE
������"� XFe�� ��j�o� £' �Z,��

�XFe�� ��j�o� £' 7j0"� O��>�� FC� � Calc  £' />��
One−Variable  £' />�� ��� ���� ¤k9? d? !?�,9� A0�

X9��  L���>�� ���9b� @� ��9H Set Calculation  
�Y�� c¥Y
�L"j�� ��w �������� £' +9# 

OK Fkl�
 �u�Fe� 
/Y9-� ����j�o� d�¦

 :L_�E�� £' /Q�H¤k9-� ���
the mean   ����� FK9-� �XG,H ,• • ,��)� L��>��

qLC6' 7P�G? * �	r 4��z� +�
 73 �������� D�§ +�  ∑X =73:XG,H L���Z��  L��>��

�$; �������� L'�§ O�� N�' c� XG,H  n=15

 7�G-�� F�K�� A? !T N��o !FK)� �	 \M9�
;  +���C F�K�� XG,C Med = 5
; +���C 7�G-� XG,C Mode = 5

7"�� ��(��	  �
�¨��,H !�'�

$z��* = ;%;%
*%  = � = ����� FK9-� q�r

 ,$z& ,$z% ,$;� ,$;� ,$;; :�uC�'�jH �������� R�H/H
 ,$z� ,$z� ,$z� ,$z� ,$zz ,$z; ,$z4 ,$z4 ,$z*

  ,$�*  ,$�& ,$�$ ,$�$ ,$�% ,$�% ,$z� ,$z� ,$z�
$�� ,$�� ,$�; ,$�; ,$�; ,$�4 ,$�4

$z� = F�K��
qfr

−$�; −$�% −$z; −$z% −$;; L[F��
; � � ; * ��/U9��

$���; $�&�; $z��; $z&�; $;��;  �T/?
L[F��

−$z; :X� F�K�� L[Y qt�r
−$z; :X� �T)� ��/U9�� L[Y q N r

 + $z��; × � + $z&�; × ; + $;��; × *
*%  = � qt�r

;%z%
*%  = $���; × ; + $�&�; × �

*%  

$z��z = �
qt�r 7�B��� � ,$z��* = � q � r 7�B��� � q � r

�L(��>9? h��9G�� c� +� $z��z = �
�!# c� 7����

 $
−�% −�% −�% −z% −;% −4% −*% −&% L[F��

* 4 � $* $; $4 � 4 ��/U9��

�; �; �; z; ;; 4; *; &;  �T/?
L[F��

;z��z = �



PQ�

��

��8H���� c��J (�)*�
4 c�¬2.� %&n ������ )j2I  qt�r  
  

 �=5��[��� �5)�� (�)*�
4 c�¬2.� %&n ������ )j2I  q � r  
  
  

�5��)�4 �"E� Q£  º� s��	�� >2T�� L�¬�e !}~ ��H R ¤��� �2)x� �6��  q&r
−P££ −¢£ −S£ −¥£ −�£ L[F��

Q R � S � ��/U9��  
��8H���� c��J (�)*�
4 s��	�� �oE8�� >2T� ������ )j2I  q � r  

  
�=5��[��� �5)�� (�)*�
4 s��	�� �oE8�� >2T� ������ )j2I  qfr  

  
  

 f  !v"�� L0�0e 
���,�� ���T �w	 �  !v"� ,qz−*r AC�89�� �
�L[I�b 
���,�� ���T �w	

f  �  R P� =2�� S ,� ,¥ ,R ,¢ ,� V	��� ���,C� F	
���  q*r
f  �  R = � c»H S =2�� � ,� ,� ,£ ,Q V	��� ���,C� ���� F
���� c� �9�  q4r
f  �  ����� F
���� A� Y�I ������ c�[� =5��[e L�¬�e =.  q;r
f  �  �c@���� S ,¢ ,� ,Q ,� ,R ,Q ����d,"�  qzr

PS�

:á©aGôdG ¿ƒfÉb ΩGóîà°SÉH …QGôμàdG ™jRƒà∏d ∫GƒæªdG OÉéjEG
���/UH �T� �Q"(�>C X9�� L[F�� X�� L���G-� L[F�� N�0�

��J ,PJ R�H©�� £' L���G-� L[F"� 
���? L>�=��� 
���? L>(���� ª9[F"� ��/U9�� N�0�
:c	 m�0( !UE�� � 8T L���G-� L[F�� O�>C 7�G-�

q� − .r × &J = � × $J
L���G-� L[F�� 7I = .

� + L���G-� L[F"� g�N)� ��� = 7�G-�
�7�G-� f��� �L,Y�/�� L>C/M(� ./,C �? ���

:¢�9�� !UE�� £' L,Y�/�� c��>� L�l�C� Lk�e dl� AU�C�
. × &J

&J + $J  + L���G-� L[F"� g�N)� ��� = 7�G-�

 qzr 7�Z?
  ��<���I ;% �G' L�'�K)� LK����� ��'�K N�,� +��/U9�� dCP9�� ¢�9�� 7���� ª�C

� f=M�� �G' L�'�K)� LK����� ��'�K N�,� 7�G-� ����

L[F��−*;−4%−4;−;%−;;
��/U9���&%$;z&

 :!0��
L,Y�/�� c��� i��W9K�(

4% = L���G��� L[F"� g�N)� �0��
; = L���G��� L[F�� 7I :.

� = L���G��� L[F"� L>(���� L[F�� ��/UH :$J
$; = L���G��� L[F"� L>�=�� L[F�� ��/UH :&J

q� − .r × &J = � × $J
q� − ;r × $; =   � × �

� $; − �; =  � �  
 �; =  � &&  

 �;&&   =   �
*�4$  �        

.
L���G-� L[F�� 7I


���? ](���� ��/U9��
L���G-� L[F"�


���? ]�=�� ��/U9��
L���G-� L[F"�

7�G-� �
$J&J

q� − .r

7�G-�
�

� = $J$; = &J
� − ;

:Ió«Øe áeƒ∏©e
:L,Y�/�� c���

��Q'��w 7I × L?��>-� = �Q'��w 7I × 
>��

L?��>-� 
>�� D��w

L?��>-� D��w

>��

 &
�'�j�� d�M9-� ��/U9�� L[F"� ��",�� N���� A? !�� ��/U9�� ��[F��

* z% A? !�� * −;;
� z; A? !�� 4 −z%

$& �% A? !�� ; −z;
$� �; A? !�� z −�%
&% �% A? !�� & −�;

;; z% z; �% �; �%
z� ��� F�K��

�'�j�� d�M9-� ��/U9��

F�K�� R�H/H

L[F��%
;

$%
$;
&%
&;

 
 *

7P�G�� d�M9-� ��/U9�� /ZT}Y g�N)� ��� ��/U9�� ��[F��
&; /ZT}Y ; & −;
&* /ZT}Y � ; −�
$� /ZT}Y $$ � −$$
$% /ZT}Y $4 z −$4
4 /ZT}Y $� 4 −$�

 

;
$%$&�;

;% � $$ $4 $� &%

$;
&%
&;

$*  F�K��

7P�G�� d�M9-� ��/U9�� gG0G?��/U9��

L[F��

F�K�� R�H/H



P¥£

  4
  ��/U9��

 d�M9-�
7P�G��

 ���
 g�N)�
/ZT}Y

 ��/U9��
 d�M9-�
�'�j��

 A? !��
 N����

L[F"� ��",��
��/U9�� ��[F��

z%  A? /ZT�
4% �  A? !��

;% � −4%

;*  A? /ZT�
;% $�  A? !��

z% $% −;%

4*  A? /ZT�
z% *4  A? !��

�% $� −z%

&z  A? /ZT�
�% 4z  A? !��

�% $& −�%

$4  A? /ZT�
�% ;4  A? !��

�% � −�%

z  A? /ZT�
�% z%  A? !��

$%% z −�%

�z� �<�C/>H F�K�� +���C

 4%

;
$%
$;
&%
&;
*%
*;
4%
4;
;%

%  ;%  z%  �% z� ¢�� F�K��  �%  �%  $%%

i

;;
z%

�$; ,� :c1�G? ��C qfr  � � = 7�G-�  q�r  ;
�� ,* :c1�G? ��C qNr  �7�G? ��C 1 qt�r  

PS¢

� + L���G-� L[F"� g�N)� ��� = 7�G-�
*�4$ + 4%  7�G-�

4*�4$  
��<�C/>H L>��N &;� L'�K 4* f=M�� �G' �u�'�K� LK����� ��'�K 7�G? cUC @��(�

!0H c� 7���
�� <jW_ &% �G' 7�/9���U�� 7�,�� +��/U9�� dCP9�� X��9�� 7��M�� A��C  z

 i��W9K�( «�W_)� �1B� �G' 7�/9���U�� 7�,�� 7�G��� ����
�L,Y�/�� c��>� L�l�C/�� Lk�j��

L[F��−R²£¥−R²P�−R²Q£−R²¥Q−R²RS−R²S�
��/U9��PQ¥�¥P

 ��d��2 B��� ��4��� ��d��2 ������ ��H )�)# �ob A� =5��[��� �5)�� (�)*�
4 �	�	4 ����,"� �	����e �,	J ��� A[,�
�B��� ��Fo��

 q�r 7�Z?
����KB-� ���	 � ��GC���( ªF�-� RH��/� +��/U9�� dCP9�� ¢�9�� 7���� ª�C

�ªF�-� RH��� 7�G- L��C/>H L��� N��1 +��/U9�� ¬���"� ¨����� !�Z�9�� i�W9K�
L[F��−&%%−*%%−4%%−;%%−z%%−�%%

��/U9��;&�*;&%$%*

:á q«ë°U áeƒ∏©e
 � 7�/9���U"� X,��M�� 7�,-�

:�CU�� L��N � i���
CHOL ��� 3�10  5�20
HDL�D ��� 1�04  1�68

��

�L0�0j�� L(��o� ©b� ,q�−�r AC�89�� �
:=2�� cI A[,� ������ =5��[��� L�¬���� $  q�r

−�¢ −�¥ −�£ −PS −P� L[F��
¥ R ¢ P£ Q ��/U9��  

�¢ q N r  �¥ qt�r  P� qfr  P£ q � r   
:=2�� F	
��� m	e�e c»H =5��[��� L�¬���� $  q�r

−�£ −PR −P£ −R L[F��
Q ¢ R ¥ ��/U9��  

�£ q N r  P£ qt�r  ¢ qfr  R q � r   
= � c»H ,S =2�� ���� F
���� c� �9� � ,R ,� ,¢ ,S ,¥ ,Q :��	��� $  q�r

� q N r  S qt�r  R qfr  � q � r   

L vC�C�,H AC��� f L'�M-�
��££S ���� ¼8�� �Z� ��5�� $ ;�d�� >�)'. =5��[��� L�¬���� ¤��� �2)x� �6��  q$r

S R ¥ Q � P £ .���)�
� � P£ P� P¢ PQ � q2/F�� N�'r ��/U9��  

�>�)'w� ���� F
���� )j2I  
 

�=������ )FI $  �	7�5 R£ !j5I �
	�� ��H 1� =5��[��� L�¬���� ¤��� �2)x� �6��  q&r
−¥¥ −¥� −¥£ −Q¢ L[F��

S P� PS PP ��/U9��  
��
	�"� ���� F
���� )j2I  q � r  

  



P¥P

−;�4* :L���G-� L[F��  z
;�4* = L���G-� L[F"� g�N)� ���  

q� − .r × �J = � × PJ  
q� − %�$*r × 4 = � × 4  

%�%z; = �  
 � + L���G-� L[F"� g�N)� ��� = 7�G-�  

;�4�; = %�%z; + ;�4* =  
;�4�; = 7�G-�  

PS�

:!��
 − ;%% X� 
���? L>�=�� L[F��� − *%% X� 
���-� L>(���� L[F��� − 4%% X� L���G-�  L[F�� c� 7���� ª�C 

��/U9��

L[F��
;

i

$%
$;

t�f

N&%
&;
*%
*;

% &%% *%% 4%% ;%% z%% �%% �%%i

 

 X�� 7�G�"� L��C/>H L��� £' !j0GY �i LM>G�� � \,M>C X>Y)� �0-� £' � <N�' OK/� N f d? t�  dI�>H LM>� A?
�� <��GCN 44;

!0H c� 7���
 L��� N�MCo +��/U9�� ¬����� i�W9K� �i�/�"�U��( � uC��� � <���I z% c�P�) +��/U9�� dCP9�� X��9�� 7��M�� A��C  �

�f=M�� �1B� c�P�� 7�G�� L��C/>H
 

L[F��−z%−z4−z�−�&−�z−�%
��/U9���$&$�$%�;

$%%

�)�<�� L,�C�� 5��[��� 3�?�� (�)*�
4 c�¬2.� %&n F	
��� )j2I  qfr  

 

 d�M9��� ��/U9��
�'�j��

 N��0�� A? !��
L[F� ��",��

��/U9�� L[F��

PP −Q¢
PS −¥£
P� −¥�
S −¥¥    

��¬��� L,C��� 5��[��� 3�?�� (�)*�
4 c�¬2.� %&n F	
��� )j2I  qt�r

 

 d�M9��� ��/U9��
7P�G��

g�N)� �0��
/ZT}Y L[F"�

��/U9�� L[F��

PP −Q¢
PS −¥£
P� −¥�
S −¥¥    

 L,C��� 5��[��� 3�?�� (�)*�
4 c�¬2.� %&n F	
��� )j2I  q N r  
 � y8� �¬��� L,C��� 5��[��� 3�?��2 )�<��

 d�M9��� ��/U9��
7P�G��

g�N)� �0��
/ZT}Y L[F"�

 d�M9��� ��/U9��
�'�j��

 N��0�� A? !��
L[F� ��",��

��/U9�� L[F��

PP −Q¢
PS −¥£
P� −¥�
S −¥¥  



P¥�

$%$

� �8H���� c��J (�)*�
4 �
	��� %&n ������ )j2I  qt�r  
  

�=5��[��� �5)�� (�)*�
4 �
	��� %&n ������ )j2I  q � r  

   

−z� :7�G-� L[Y   �
 

;
$%

z%% z4 z� �& �z �%

$;
&%
��/U9��

L[F��

 :7�G-�
�<�C/>H z��;



P¥Q

P�P

 q$r 7�Z?
:L���9�� �������� O�>� ��-� ����

 $4 ,$$ ,� ,z ,$& ,$% ,� ,�  �
4� ,$� ,&% ,$$ ,$% ,$; ,$&   f

:!0��
� = z − $4 = ��-�   �

�O�>�� ��E9�1 � u�� � <¤�T � <�? �M'� 4� LY/M9-� L��>�� �*� = $% − 4� = ��-�  f
!0H c� 7���

:L���9�� �������� O�>� ��-� ����    $
;� ,4� ,4; ,4% ,;* ,;� �

$&4 ,$*& ,$*% ,$&� ,$�z ,$&;  f
�s�45.� +)��2 �	�45.� ()*��� ��	��� V	J $ �H�M��� �,	��� A� ae���  ��[�� +)�� !'C�� s[�

Quartiles n äÉ«YÉHQC’G

:a����� k��2 �45I ¥ �� ��	��� V	J �	�45.� V��e2 6d<� �� ��	��� V	J F	
��� V���
�g�N)� X'�(�)� 3,��2 ��	��� V	J A� 3��.� �<��� F	
2 �'2 $�    �2.� s�45.�  �

�F�K�� 3,��2 ��	��� V	J F	
2 �'2 &�     ¯}�� s�45.�  f
�£')� X'�(�)� 3,��2 ��	��� V	J A� 1�.� �<��� F	
2 �'2 *�   {�}�� s�45.�  t�

�P5  − Q5 = s�45.� +)��  N
�"L��µ� N��')� !�§" qg��,�� L��>�� ,£')� X'�(�)� ,F�K�� ,g�N)� X'�(�)� ,�/kj�� L��>��r g��H

 q&r 7�Z?
�&%$& − &%$$ i�>�� 
/U� P�9�-� X9CU�� +����� h��9� ¢�9�� 7���� ª�C

]C/F��L�KN�>���CU���/,��L�-������/Q��L���T¶G��f��E��
U�>G��;$4%**&;&4&&$�$4

�� uC�'�jH O�>�� ��� RH�   �
���-� L��� ����  f

�qX'�(�)� ��-�� £')�� g�N)�r ���'�(�)�� F�K�� O�� ����  t�
�"L��µ� N��')� !�§" R9T�  N

P�£

  X���,H !�'
:s"� ,� �j5� �£ 3,_8�� ��k��� {	F �	7���� B�� sH ioM�� �j5� g��

,P� ,PS ,P¥ ,PQ ,P£ ,¢ ,� ,P� ,PR ,P¥
,PP ,P£ ,PR ,P� ,P¥ ,� ,S ,R ,�

�P£ ,P� ,S ,P£ ,P¢ ,PS ,P� ,P£ ,P¥
��,	J 3��I2 �,	J 3"�I A	4 ;�d�� )j2I  $

���)�<e ��	��� %&' V	J me5  &
���	��� %&k� F	
��� )j2I  *

:A	�2��� A	,�J 3�� ��	��� V	J F	
��� V���  4
 g"<F =&�� F	
��� A� �f�I s' s��� V	��� ���,C,� 3��.� F	
��� )j2I   �

��Q� ������ sH \	"�
 g"<F =&�� F	
��� A� ���I s' s��� V	��� ���,C,� 3"�.� F	
��� )j2I  f

��Q� ������ sH \	"�
:�	���� V	���  ��)�<e me5  ;

���	�"� 3,_8�� �,	��� ,3"�.� F	
��� ,F	
��� ,3��.� F	
���  ,��	�"� +�f<�� �,	���

º∏©àJ ±ƒ°S

�9E9�� ��C�>? A?
•  �����
•  ���'�(�)�
•   �w 2��Gj��

A�9l��,��

:ôcòJ

 ��������  A? L��>�� � :F�K��
 �Q��H/H �,( Sj9G��� XY XH}H X9��

��u��P�GH �� � uC�'�jH

 @ k�[�2 F	
��� A� 2I s4�?�� F
��,�� A� ��	��� V	J )84 2I i�J A� B�[H �	M8e LC�T/��� L'�G�� ��C�>?  c�
�'5D���2 V	��� %&' L�¬�e �	d	� �7�e

���	��� sH �	f��� +)� �g�D���� 5D��@� �	��� �<e
B)���� ����d,�� c�[e �)�� � y�	�� c�[�2 k�84 A� �45��� ��	��� ����d� c�[e �)�� � y�	f� g�D��� c�[�

� ��	��� %&' V	J ��Ce +)� �H�8� sH A,[e g�D��� �
�5� �	,'ZH
�s4�?�� F
��,�� �d� ,k�)� ��	��� A� c���,C� ��)� c� �9�

�k�	4 � sH  y�C���2  y��Ce �}�.� c�[e s4�?�� F
��,�� A� �}�I ����J ke�	4 V	J s��� ���,C,�� c»H
�+),�� �H�8� �' 5D��@� �	��� F�4I

��/kj�� L��>�� − g��,�� L��>�� = �����
 ,�	�� ![D4 +),�� )��e )J s���2 �H�M�,�� �,	��� A,��� cI A[,� =&��2 ��	��� V	�� !�[�� 5D��@� +),�� �7��

���	��� V	J 5D��� A� ��Ib B�[H sM8e s���42

 2-10
äÉ«YÉHQC’G

Quartiles

äÉ«YÉHQC’G :2-10
.���)�  $

 •�g�D��� �	��� (�kd� >�8��
 •���	�"� +)�� >�8��
 •�1�.� ,F
2.� ,3��.� :�	�45.� >�8��
 •���,-� ��)�.� !,/ 1� >�8��
 •�6�758�� 29 ;2)�<�� V
��


�C��� O���F-�� ��N/F-�  &
−�F	
���� F
2I s�45I − 3��I s�45I − +)�

���,-� ��)�.� !,/ − 6�758�� 29 ;2)�� − 1�I s�45I
!��K��� ���N)�  *

U�
� ¬kj − i�
F − �	,"� ��
F ��« − B�M��
��Data show�

��Q�9��  4
�¥ ,P£ ,S ,� ,¢ ,R ,� :�	���� ��	��� B5����� 1� m���

:f=M�� �	 R"I�
 •� ��)�<e ��	��� %&' m	e�e
 •�Ok�	4 ;�d�� V� 3,_8�� �,	���2 +�f<�� �,	��� ���
 •���	��� %&n F	
��� ���
 •������� ���
 •����� F
���� ���
 •F	
2 ��� V� ,S ,R ,¥ :��)�.� F	
2 ���

�P£ ,� ,¢ :��)�.�
�C��9��  ;

 !,�u B��H L� ��� (O�'4 c�"�d�� ioM�� cI A� )�Ze
 ½Z� >�
 � VkH $ V')��e >�
 B��d�� %&' c. ,t¯28e
���	�"� +)��2 �	�45.� ��� $ ��b2 �5)�� ;	
 $

 )84 ��,-� ��)�.� !,/ ��� �	¾I 1� ioM�� L� ��5
 V
5 1� V')��� >�
 ^�9 c. , ��)�<e ��	��� m	e�e

�;2)�<�� FM�
�s�45.� +)�� �	¾I2 ,��	��� $ s�45I !� 52� ik
»4 ���

 ������ ��� ,B�)8�� �"}�I (�)*�
� �ob A� ,Vk	�� m"I�
�P5 − Q5 s�45.� +)�� $ B��j��� ,��	�"� ������

 3�F G	J� ![D4 ;2)�<�� FM� V
5 1� ioM�� LCv



P¥¥

P��

:!��
;$ ,4% ,** ,&; ,&4 ,&& ,$� ,$4   �

q¤�T ��-� c� ·�=�r *� = $4 − ;$ :��-�   f
 &4�; =  &; + &4

&
 = q �� r F�K��   t�

;$ ,4% ,** ,&; , &4�; = &�  ,&4 ,&& ,$� ,$4 :F�K�� d? ��������
&4 ,&& ,$� ,$4 :O�>�� F�K� � g�N)� X'�(�)�

$��; =  && + $�
&

 = $�

 ;$ ,4% ,** ,&; :O�>�� F�K� � £')� X'�(�)�
*z�; =  4% + **

&  = *�
$� = $��; − *z�; = X'�(�)� ��-�

q;$ ,*z�; ,&4�; ,$��; ,$4r :L��µ� N��')� !�§  N
:¢�9��  !UE�� £' �������� O�� R�H/H AU�C :L��=?

;$ ,4% ,*z�; = *� ,** ,&; ,&4�; = &� F�K�� ,&4 ,&& ,$��; = $� ,$� ,$4

!0H c� 7���
�&%$$ −&%$% i�>�� 
/U� X9CU�� +����� h��9� X��9�� 7��M�� A��C   &

]C/F��L�KN�>���CU���/,��L���T��/Q��¶G��L�-����f��E��
U�>G��;$4�*�*�$�$z$4$&

��������� ��� O�>� X'�(�)� ��-�� ���'�(�)�� ��-�� F�K�� ����   �
�"L��µ� N��')� !�§" R9T�   f

Box Plot   ¥hóæ°üdG §£îe
 s�45.� !},� �;2)�<��� =���� !	M��� A� c�[�� �'2 ��	��� V	�� ��,-� ��)�.� !,/ �<� ¯	4 !	}~ �'

 3,_8�� �,	���2 +�f<�� �,	��� co}~ 6�kx� A� 6�,	���� 6�8MJ2 Q5 1�.� s�45.�2 �5 F	
���2 P5 3��.�
�ª9l��,��  Ok	,��2

 \j5b2 ;2)�<�� !b�� ��	��� 5D��� � y)�	j ��_Fo�
�\�� V')84 2I F	
��� A� V¿�hJ� �	d	�2

 s�45.� 64 ��	��� A� ������ m���� ��� Vk	�� m"I�
 !� $2 F	
���2 1�.� s�45.� 642 F	
���2 3��.�

��Q� �}� �V�_Fo� A� VnZ
� B��
 �MM� V
5 G��I A� ��	��� ��5�� c� ,�¥� �}�� $

 %&' ��5�� 1� � y�}� )��e m�j �� y��j G���<��
�'5D��� �	d	�2 ��	���

F(/��  z
 V	'd��2 ��	��� 64 F4�e �¥� ,�Q� ,��� �"}�.�

��5)�� �&' $ ��5k��2
�Q9��,?� L,�9? ��Mb�  �

�1�.� s�45.�2 3��.� s�45.� )�)# $ ioM�� ¸M¹ )J
 ,6�2��� 6,�J �� ��	��� V��� F	
��� cI Vn ) ��I

 �<��� F	
2 )�)# V� ,F	
��� �,	J A��"e Vk	�� m"I�2
�1�.� �<��� F	
22 3��.�

O��>9��  �
 ����H $ �"�
.� A� c��	� V'2 ioM�� L4e

��52 � ![� Vk,kH A�2 VkE��I A�F A� )�Z��� t!# cI �2Fu
dC� ���9b�

 ����� �����  +)F� $ 5f<��  5O�. �
�5�  A� 6�e
�Q ,R ,Q ,� ,Q ,¥ ,¥ ,R ,R ,Q ,¥ ,Q :±� � ������4

� ��)�<e ��	��� V	J me5 $
�; ,; ,; ,4 ,4 ,4 ,* ,* ,* ,* ,* ,&

 1�.� F	
��� ,3��.� F	
��� ,F	
��� V	J )j2I   &
��,-� V	��� m��� V�

 = £')� F�K�� ,* = g�N)� F�K�� ,*�; = F�K��
; ,4�; ,*�; ,* ,& :��µ� O�>��   4�;

 �9� �6�758�� =9 ;2)�<�4 ��	��� %&' !}�   *
?¨Foe* 4�;*�; ;&   2��Gj��( !�Z�9��

 /ZT� f��>9H L����� �T/? � ��G���( �8')� c� ·�=C
�F�K��� g�N)� F�K�� ª( +� LGK *�;� ��GK * ª(

$%&

���'�(�)�
Quartiles

L�K�K� AC���  L'�M-�
:�	���� ��	��� V	�� +)�� )j2I  q$r

�Q ,¥ ,R ,P£ ,� ,¢ ,S ,¥ ,�  q � r  
  

�PS ,P� ,P� ,P¢ ,PR ,�Q ,PP ,�£ ,P�  qfr  
  

�S� ,�R ,S¥ ,SS ,SR ,R� ,R¥ ,R£ ,S£ ,R� :��	�"� ��,-� ��)�.� !,/ )j2I  q&r
 
 

 ,�Q ,P� ,PQ ,P� ,PP :¬5.� A� �	�I c�¬2I !}~ s��� �	���� V	�"� ��,-� ��)�.� !,/ )j2I  q � r  q*r
�R£ ,�� ,�S

  
���� ?a����e �9� �q � r $ ��	��� V	�� 6�758�� =9 ;2)�<�� FM� V
5�  qfr  

   
  

  : µ=�o	�� |¶�5���   : µ=�Cn� |¶�5���³c�́~
�−P£



P¥R

P�Q

   q*r 7�Z?
�h��9G�� v̧ Y �ª9l��,�� +w 2��Gj�� FM¹ OK©� q&r 7�Z-� A? "L��µ� N��')� !�§" i�W9K�

:!��
q;$   ,*z�;   ,&4�;   ,$��;   ,$4r : "L��µ� N��')� !�§"

% $% &%

q&4�;r F�K��
&�

q$��;r g�N)� X'�(�)�
$�

q*z�;r £')� X'�(�)�
*�

2��Gj�� FM¹

g��,�� L��>���/kj�� L��>��

*% 4% ;%
;$

;$
*z�;&4�;$��;$4

$4

*�&�$�

 

 F�K�� ª( 
�j0-� L>MG-� A? /ke� X� g�N)� X'�(�)�� F�K�� ª( 
�j0-� L>MG-� c� 2��Gj�� FM¹ ª�C
�g�N)� X'�(�)� �	 f/�� F�K�� c� +� �£')� X'�(�)��

:@�w ¤�F9��
 X'�(�)�� F�K�� ª( �Q�,( A' �,9�H� g�N)� X'�(�)�� F�K�� ª( �Q�,( �	 /ZT� L�C/� �������� O�� ��E9�� c	

 ª( L'�§� m��Z��� 7�)� �T/-� ª( ��)� L'�M-� 8QG�( �? � L(��>9? LC��)� A? ª9'�§ J�G� c� XG,C �º �£')�
�¤b)�� d(�/�� �T/-�

�LY/M9? L��� N�� ª�C 1 2��Gj�� FM¹ c� 8T

!0H c� 7���

�h��9G�� v̧ Y �"q&r !# c� 7���" 
/>Y � 
N�-� ������"� ª9l��,�� +w 2��Gj�� FM¹ OK��   *

7"�� ��(��	  �
�¨��,H !�'�

$4 = ; − $�  $
 ,$$ ,$% ,$% ,$% ,$% ,$% ,� ,� ,� ,� ,z ,z ,;   &

 ,$� ,$z ,$z ,$; ,$; ,$4 ,$4 ,$4 ,$4 ,$* ,$&
�$� ,$� ,$� ,$�

�qF�K��r $&�; = $* + $&
&   *

��; = $% + �
&  = g�N)� F�K�� q�r 4

$;�; = $z + $;
&  = £')� F�K�� qfr  

 F�K�� ,q��;r g�N)� F�K�� ,q;r �/kj�� L��>��  ;
 g��,�� L��>�� ,q$;�;r £')� F�K�� ,q$&�;r

�q$�r
�!# c� 7����

$� = 4% − ;� q�r  $
;& = $&4 − $�z qfr  

;$ ,4� ,*� ,*� ,$� ,$z ,$4 ,$& :�������� R�H/H q�r  &
&��; = *� + $�

&  = F�K��  
*� = $& − ;$ = ��-�  

$; = $z + $4
&  = g�N)� X'�(�)�  

4* = 4� + *�
&  = £')� X'�(�)�  

&� = $; − 4* = X'�(�)� ��-�  
�q;$ ,4* ,&��; ,$; ,$&r = L��µ� N��')� !�§ qfr  

$%*

�P��R ��
 $ c)�� +)F� gF�j� s��� ���.� ���II2 ¶�5��e ¤��� �2)x� �6��  q4r
SÀ� SÀ¢ RÀ� RÀS ¥ÀP� ¥ÀP¢ ¥ÀP� {C��9��

� ¢ P£ �£ PP � Q q©?"�U��(r ��j'o� 7I  
�aE���� �ÁH2 �6�758�� =9 ;2)�<�� FM� V
5�  

 
 
 

 
�L[I�b 
���,�� ���T �w	 f  !v"�� L0�0e 
���,�� ���T �w	 �  !v"� ,q�−;r AC�89�� �

 %&' A� �,	J �f�I g��2 P£ =2�� V	��� A� ���,C� +)�� c� �9�  q;r
f  �  �P� =2�e �,	J Y�I c»H � s' V	���
f  �  �PQ = � c»H PR =2�� � ,� ,¢ ,� ,Q V	��� ���,C� +)�� c� �9�  qzr
f  �  �QS P� =2�� @ 1�.� s�45.� c�[� P¥ ,�R ,P� ,�¥ ,�� ,QQ ,¥£ ,RP V	�"�  q�r

�L0�0j�� L(��o� ©b� ,q$%−�r AC�89�� �
 :�' 3��.� s�45.� ,�¥ ,�£ ,�¢ ,PR ,P� ,�R ,Q£ ,P� :��	��� $  q�r

�� q N r  PR qt�r  PS qfr   P� q � r   
 :�' s�45.� +)�� ,�¥ ,�£ ,�¢ ,P¥ ,P� ,�S ,Q£ ,P¢ :��	��� $  q�r

�� q N r  PS qt�r  P¢ qfr   PP q � r    
 :s' ��,-� ��)�.� !,/ PQ ,PR ,� ,P¥ ,P� ,S ,¥ ,PP ,� :��	��� $  q$%r

�P� ,P¥ ,PP ,S P� ,¥� qfr   �P� ,P¥ P� ,PP ,� ,¥� q � r   
�P� ,P¥ P� ,PP ,S P� ,¥� q N r   �P� ,P¥ ,PP ,� ,¥� qt�r   



P¥S


/>Y � 
N�-� ������"� 2��Gj�� FM¹  *
�q&r !# c� 7����  

% ; $% $;

$; &��; 4* ;$$&

&% &; *% *; 4% 4; ;% ;;
 g�N)� F�K��� F�K�� ª( f��>9? dCPH ·�=�

�2/F�� U�>G� @�w� £')� F�K���

$%4

LvC�C�,H AC��� f L'�M-�
:�	���� ��	�"� ��,-� ��)�.� !,/ )j2I  q$r

�¢£ ,�� ,S� ,S¥ ,S� ,R¢ ,¥�  q � r  

�PP£ ,P£� ,P£R ,P£¥ ,P£Q ,P£� ,P£P ,P££  qfr

��£ ,P� ,P� ,P� ,PR ,P¥ ,PQ ,P� ,PP  qt�r  

 h¹5 �	�� 1� �j5� � gMp ��J {	F ¼8�� $ g�)F s��� �¬@��� Y�I �)� ¤��� �2)x� �6��  q&r
�P��¥ Â2 P�¢R 64 ^�92

P��¥ P��Q P��� P��P P��£ P�¢� P�¢¢ P�¢� P�¢S P�¢R LG���
P¥ PR QQ PP PQ � ¢ PP S P¥ 7P1��� N�'  

���	��� %&' V	�� ��,-� ��)�.� !,/ )j2I  q � r  

P�¥

�h��9G�� L���>- ª���Gj� ªMM¹ OK� AU�C
  q4r 7�Z?

 :�u�(���� � <�"( $& XY XUC/?)� �1����( i�,M�� g"' +/QE�� 7�G��� .�/j? 7�,? �����( g��)� L'�M��� !Z�H
� *;% ,*�% ,;z% ,;�% ,4�% ,4�% ,z�% ,;&% ,4;% ,�;% ,4&% ,*$%

 :�u�(/' � <�"( $& XY XUC/?)� �1����( i�,M�� g"' +/QE�� 7�G��� .�/j? 7�,? �����( L���Z�� L'�M��� !Z�H
��z%,$�% ,$$�% ,$$%% ,�*% ,&&% ,�%% ,�%% ,*�% ,�%% ,z;% ,$%;%

�LC�'�jH L>C/M( �������� RH�  $
 !U� �T)� L��>��� /ke)� L��>�� �	 LY�lo�( �������� A? L'�§ !U� £')�� g�N)� X'�(�)�� F�K�� ����  &

��������� A? L'�§
�L���Z��� ��)� ª9'�M-� A? !U� � uC�'�jH  L�H/-� �������� � <?�W9�?  ª���Gj� ªMM¹ OK��  *

�h��9G�� v̧ Y  4
:!0��

:+�'�j9�� R�H©�� R�0( ��)� L'�M-�  $
��;% ,z�% ,;�% ,;z% ,;&% ,4�% ,4�% ,4;% ,4&% ,*�% ,*;% ,*$% 

 :+�'�j9�� R�H©�� R�0( L���Z�� L'�M-�
�$$�% ,$$%% ,$%;% ,�%% ,�*% ,�%% ,�z% ,�%% ,z;% ,*�% ,&&% ,$�% 

, 4�% =  4�% + 4�%
&

 = g��)� L'�M��� F�K�   ,*$% = �/kj�� L��>��  &
 ,;�; = g"')� X'�(�)�   ,4%% = g�N)� X'�(�)�

��;% = �/�U�� L��>��
, ��% =  �%% + �z%

&
 =  L���Z�� L'�M��� F�K�   ,$�% = �/kj�� L��>��
 ,��;  = g"')� X'�(�)�   ,  ;$% = g�N)� X'�(�)�

�$$�% = �/�U�� L��>��



P¥�

$%;

��H�M��� �,	��� c2)4 ��	��� %&' V	�� 6�758�� =9 ;2)�<�� FM� V
5�  qfr  

   

 ¤2)�� ^���� m�?4 s���.� 5@2)�4 �	4�8�� �2)�� �84 $ =����� ��d�� !b� �)8� ¤��� �2)x� �6��  q*r
���	����e ��)�I�

 �[",�
A��?���

��5�
 ���e c�5.� c���  ��2�
�MJ

 ��M"

 c,�

 ��2�
g��[��

 �[",,��
 �	4�8��

 ����8���

 ��5�X�
 �	4�8��
B)?�,��

L�����

P¥ P Q � S �� � �� P£ �¥
 !b��� 7�,?

.1»(
���1����

���	��� %&' V	�� ��,-� ��)�.� !,/ )j2I  q � r  

���� ?a����e �9� ���	��� %&' V	�� 6�758�� =9 ;2)�<�� FM� V
5�  qfr  

$% ,� ,� ,� ,z ,; ,4 q�r  4
q$% ,� ,� ,; ,4r = L��µ� N��')�  

*� ,&% ,$� ,$� ,$z ,$; ,$& ,$% qfr  
q*� ,$� ,$z�; ,$*�; ,$%r = L��µ� N��')�  

�RG� �	 �<�G� ª���Gj�� �MM¹  

% ; $% $;

$%

4; � �

*�
$*�;$z�;$�

&% &;
qfr 2��Gj�� FM¹

q�r 2��Gj�� FM¹

*% *; 4% 4; ;% ;;

$%

P�R

   *$$�%;$% ��;��%$�%

*$% 4%% 4�%

$%% &%% *%% 4%% ;%% z%% �%% �%% �%% $%%%$$%% $&%%

;�; �;%

L�(���)� 7����

L�(/,�� 7����

 

 XY �'��H J�G� c� ��G,? �? L�(���)� 7���� !Z�C +��� 2��Gj�� A? 7I� L�(/,�� 7���� !Z�C +��� 2��Gj��  4
 g�	 f/�� F�K�� c� �M� L�(���)� 7���� XFY �i�,M�� g"' L�(���)� 7�����  L�(/,�� 7���� A�( +/QE�� .�/j���
 � uC/Q_ � <�1�N 4;% g�	 f/�� i�,M�� g"' .�/j��� c� g"' 7�C ��? g"')� X'�(�)� A? �,(� �� g�N)� X'�(�)�

:+���C ����� c) LY/M9? � <��� ��C 1 \�� � <�"'
�44% = *$%−�;% 

 L�(/,�� ��,�9M��� c� XG,C ��? g�N)� X'�(�)� A? g"')� X'�(�)� g�	 f/�� F�K��  L�(/,�� 7���� L'�M? XY �?�
 c) L�(/,�� ��,�9M��� XY/��T ���FH J�G� c� � <�C� �M� AU��  ,�uC/Q_ � <�1�N ��% g��� i�,M�� g"' � </�ZT ]FGH

:+���C �����
�L�(/,�� 7���� XY X'��9�1� ���F9�� g"' 7�C �? $%%%  = $�%−$$�%  

!0H c� 7���
:h��9G�� v̧ Y� L���9�� �������� O�>� ª���Gj� ªMM¹ OK��   4

z ,$% ,� ,; ,4 ,� ,�   �
*� ,$� ,$� ,&% ,$z ,$; ,$% ,$&  f



P¥¢

P��

� , ���� , � , � , � ;��	4 V	J s' c� ,��� , � , � , � g�� �9�  
:�' V	��� %&k� A����� c�[	H m	e���� 3"� V	��� %&' 5��[e s'

�(  - )  + .... + �(  - )  + �(  - )
 + ... +  + 

 = �u

�(  - )  
 = 

 
 = 

 =        

F�(  - )  
 = 

 
 = 

  = u = =5	8,�� >��?�@�2

 q$r 7�Z?
:�������� O�>� +���,-� .�/0�1�� AC��9�� ����

& ,� ,* ,; ,� ,z ,4
:!0��

:����� FK9-� <1�� ���
; = *;

�  = & + � + * + ; + � + z + 4
�  = 

:¢�9�� 7���� cU�

�� L��>������� FK9-� A' .�/0�1�
 − ��

����� FK9-� A' .�/0�1� d(/?
&q  − ��r

4$−$
z$$
�*�
;%%
*&−4
�&4
&*−�

&� = D�M-�

4 = &�
�  = 

�(  - )  
 =  = �u AC��9��

:á«°VÉjQ    áeƒ∏©e
   (  - ) 

.    5�
:   

     
.     

P�S

3-10…QÉ«©ªdG ±Gôëf’G

Standard Deviation

X���,H !�'
 �v8�� �<"� �i� ��8D��2 � � ��8D�� A� !E�2.� ioI ¢ �j5� ��5�� !<d�� V"8� ��5I

��j5� �£ 3,_8�� ��k��� {	F
�P� ,P� ,P� ,PR ,P¥ ,PQ ,P� ,P£ :  ��8D�� �j5�

�P� ,PS ,PR ,P¥ ,P¥ ,PQ ,P� ,PP :i ��8D�� �j5�
 ��8D�� ioI �j5)� s4�?�� F
��,�� � )j2I  �

�i ��8D�� ioI �j5)� s4�?�� F
��,�� � )j2I  f
 ���,C� =I 5��� cI !<d�� V"8� L	M��� !' � � V	J 3�� � y���
�  t�

?!�H.� s' Vkej5� ioM�� A�
:A		���� A	�2)C�� !,�I  N

(i) ��8v  ( ) ��8v  
&(« - ) « - 

$$
$&
$*
$4
$4
$;
$z
$�

D�M-�

   &(� - �) � - 

$%
$&
$&
$*
$4
$;
$�
$�

D�M-�

º∏©àJ ±ƒ°S

:�9E9�� ��C�>? A?
•  AC��9��
•  +���,��� .�/0�1�

�u +���,��� .�/0�1�� &u AC��9�� X�� �9E9�� ��C�>? A? �/b� ��/_B? �G��� ��� XY O",9H .K

Variance and Standard Deviation  …QÉ«©ªdG ±Gôëf’Gh øjÉÑàdG

:c»H � s4�?�� kM
��� {	F c '�)� V	��� A� ���,C� � , ��� , � , � , � g�� �9�
�(  - )  

 =  = �u = A�����
�uF = u = =5	8,�� >��?�@� \��2

…QÉ«©ŸG ±Gôëf’G :3-10

.���)�  $
 •���	��� A� ���,C� A����� )j��
 •�=5	8�� >��?�@� a�����


�C��� O���F-�� ��N/F-�  &
� =5	8� >��?�� − A��e
!��K��� ���N)�  *

��Data show� U�
� ¬kj − i�
F − �	,"� ��
F ��«
��Q�9��  4

:�	���� ��	��� B5����� 1� m���
PQ ,P� ,PP ,P£ ,� ,¢ ,� 

:f=M�� �	 R"I�
 •���	��� %&n ���� F
���� ���
 •���	��� %&n F	
��� ���
 •�$*4 F , &&; F :���
 •�|� − �| Â2 |� − �| 64 ;�d�� VnZ
�
 •���  −  j� Â2 �� j − � 64 ;�d�� VnZ
�

�C��9��  ;
 $ ��)*���� ������ V'I A� =5	8�� >��?�@� Y�8�

 ��	��� g�De A� �?7�2 B�[H �	M8� \��� W<FX� V"�
����� F
���� �� �����4

 �	� �7�e �� 9� ,t¯28e !,�u B��H 1� ioM�� L� ��5
 cZ4 yO"� ,\�d� ���� F
���� On ��	��� A� 6���,/ cI

 ¯}�� �2)x� $ )j�� 9� �d"�� �j5)��2 6�d"�� 6��8D��
��j5)�� A� PS ,PP c�,	J

 sM8e @ ������� ������ �	��� cI c�	E<FX� )j2 ,�&�
 A� c�}?�� Vk"8j � ,��	��� g�De A� �"�v B�[H

�=5	8�� >��?�@� c[H ,�J� �}�I �	���
 �"}�.� $ O� �2�)j A��[e B52` �� ioM�� \	��e m�

 A[,� �?	?� �	M8� 1� ��<?"� �Q� ,��� ,�P�
���)*���� ��
�� ��¦� $ W<FX� a���4 �� nb��



P¥�

P�¢

 4 = &u AC��9��
�& = 4F = u +���,-� .�/0�1�

!0H c� 7���
:�������� O�>� +���,-� .�/0�1�� AC��9�� ����   $

& ,4 ,z ,� ,� ,�

 q&r 7�Z?
L�K�0�� L��� i��W9K� AU�C

�A�F"9W? A���9�	 A? ��'����( L���(/QT ��(�j? � /�,� �j>�� ��'���� N�' X��9�� 7��M�� A��C
q r ¬�9�	$ %;%�$%$ %%%$ %*%�4%�z%��%

qfr ¬�9�	$ $*%�%%��%�z%$ %;%$ $�%��%

�qfr ¬�9�¼� « X(��0�� FK9���� q r ¬�9�¼� � X(��0�� FK9��� ����  �
�qfr ¬�9�o� F�K� O� q r ¬�9�o� F�K� ����  f

�\�F� � A���9�o� XY F�K�� c�� \�F� � A���9�o� XY X(��0�� FK9��� c� qfr ,q�r A���B��� XY ��(��0�� A��9K  t�
?h9G9�H �w�? �qfr ¬�9�o� XY &u +���,��� .�/0�1�� q r ¬�9�o� XY $u +���,��� .�/0�1� ����

?!�Y)� � ¬�9�	 +�
:!0��

��% = ��% + �z% + �4% + $ %*% + $ %%% + �$% + $ %;%
�  =   �

��% = ��% + $ $�% + $ %;% + �z% + ��% + �%% + $ $*%
�  =   

 A� 6���,C� =5	8�� >��?�@� )��� ,^�&� �C	��2
 �	",8�� %&'2 ,Ok�	4 !�H.� )�)?�� Ok��5�� 1� ��	���

 $ O� B)F�2 �8"�� L�<� B)� 64 ���X� $ ()*��e
���� �}��
F(/��  z

 =5	8�� >��?�@�2 A����� 64 �Q� , ��� c@}�� F4��
 $ ���� �&' (�)*�
� �	¾I �k_e {	F ,�	e	�� �J����2

���
�� ��5��J 9p�2 aE�� LJ��� W<FX� �	",�
�Q9��,?� L,�9? ��Mb�  �

 �b�� )�� ��
�� ��¦� (�)*�
� $ ioM�� ¸M¹ )J
 �	d	�2 ��
F ��« !� a���4 VkH 1� V')�
 ,��	���

��?	?� aE�� 1� ��"<?	� k��)*�
�
O��>9��  �

 �2Fu ����H $ �"�
.� A� c��	� V'2 ioM�� �84�� c�
 V	'd� L� !�d��� 1� ioM�� B5)J V"8,"� �7�e t!# cI

�\e�5k�2 �5)�� �&'
dC� ���9b�

 �
�5)� =��}�� V���� $ ioM�� A� ��	� �&bI
 ,PS ,PR :±� O� aE���� g�[H ������4 5O�.�

P¥ ,PR ,PR ,P� ,P¢ ,PR ,P¢ ,P�
�� ioM�� 5O�. ���� F
���� )j2I $

 q$�r × & + q$�r × & + $z + q$;r × 4 + $4
$%  = �

$z = $z%
$%  =

 ���,C��2 ��� − 5��5� �6�� y@2)j c ��� &
�q� − 5�r 5� � − 5� 5� 5�

4 = �q&−r$ &− $ $4
4 = �q$−r4 $− 4 $;

% % $ $z
& = �q$r& $ & $�
� = �q&r& & & $�

$� = D�M-�

  : µ=�o	�� |¶�5���   : µ=�Cn� |¶�5���

$%z

³c�́~
Q−P£

+���,-� .�/0�1�
Standard Deviation

L�K�K� AC���  L'�M-�
:���
�� ��¦� (�)*�
� A[,�� �	���� ��	��� V	�� =5	8�� >��?�@� )j2I  q$r

�SS ,�£ ,R¥ ,SQ ,R�  q � r  

u

F u

�PR ,P£ ,¢ ,PR ,P� ,P� ,� ,P  qfr  

u

F u



PR£

P¢£

 ��<�C/>H u* +���C u c� ·�=�
�!�Y)� X� q r ¬�9�o� � L���(/QU�� ��(�j-� ¢�9��(� ¤�T ����� FK9-� A' �9E9�� qfr ¬�9�o� � ���

!0H c� 7���
 �������� A? ª9'�§ qfr ,q r AU9�   &

&% ,$� ,� ,$; ,� ,$% ,$& :q r
$� ,$$ ,� ,� ,$& ,$� ,$4 :qfr

?·�=H �w�? �qfr O�>� « ����� FK9-�� q r O�>� � ����� FK9-� ����  �
?·�=H �w�? �qfr L'�M-� O�� F�K� O� ,q r L'�M-� O�� F�K� ����  f

 !�� O�>�� +� �qfr L'�M-� O�>� u +���,-� .�/0�1�� q r L'�M-� O�>� u +���,-� .�/0�1� ����  t�
�@9(��	 ��� ?����� �QMK9? A' �<99EH

�L[F�� �T/? X� � �9,� ��[Y �w +��/UH 7��� � �����( O�>� AC��9�� f��� :L��=?
  q*r 7�Z?

�L��N $%% g��,�� LC�QG�� m�� XK����� i�,�� LC�Q� c�09?� XY �<���I z% ������ +��/U9�� dCP9�� X��9�� 7��M�� Av��C 

q����Nr L[F��−%−&%−4%−z%−�%

��/U9��4z$z&4$%

��������� ��� O�>� u +���,-� .�/0�1�� &u AC��9��� � ����� FK9-� ����

:áeƒ∏©e

 \�� A����j�o� �G' \�"' .��,9��� A?
 ��"T � </�ke +���,��� .�/0�1� c�T ��"T
 FK9��� g�	 f/�� �������� O�� �9EH c�T
 O�� �9EH c�T � </��T c�T ��"T� ,X(��0��

�X(��0�� FK9��� A' � <��,( ��������

�=5	8�� >��?�@�2 A����� a���
� *
$�� = $�

$% = �u AC��9��
$�*4  P²¢ F = u +���,-� .�/0�1�

7"�� ��(��	  �
�¨��,H !�'�

�$4 = � :7�)� 7���� � ����� FK9-� q�r
�$4 = « :¨�Z�� 7���� � ����� FK9-� qfr

 7�,? �F� O½�� ª9�,E�� � !���)� f=M�� c	 qt�r
7=b A? !�Y)� L�,E�� �C�# AU�C 1 ��� �������

« � � 
q�r L�,_   qNr

�q� − 5�r � − 5� �
$z 4− $%
4 &− $&
4 &− $&
$ $− $*
% % $4
$ $ $;
� * $�

&; ; $�
z% = D�M-�

qfr L�,_  
�q« − 5«r « − 5« 5«

� *− $$
4 &− $&
$ $− $*
% % $4
% % $4
$ $ $;
4 & $z
� * $�

&� = D�M-�

P��

 $ %;% ,$ %*% ,$ %%% ,��% ,�z% ,�4% ,�$% :q r ¬�9�	  f
��% = F�K��

$ $�% ,$ $*% ,$ %;% ,��% ,�z% ,��% ,�%% :qfr ¬�9�	
��% = F�K��

 t�
� L��>��� − �&q� − �r
$ %;%�%4 �%%
�$%�%−4 �%%

$ %%%&%4%%
$ %*%;%& ;%%
�4%4%−$ z%%
�z%&%−4%%
��%$%−$%%

$4 �%% = D�M-�
q r ¬�9�o� � +���,-� .�/0�1�

4;���  & $$4�&�zF = u

«« − «&q« − «r
$ $*%$;%&& ;%%
�%%&�%−�� 4%%
��%$%−$%%
�z%&%−4%%

$%;%�%4 �%%
$ $�%&%%4% %%%
��%$$%−$& $%%

$;� 4%% = D�M-�
qfr ¬�9�o� � +���,-� .�/0�1�

$;%�4*  && z&��;�F = u

F&(  - )  
 = 

c   = u

F&(  - )  
 = 

c   = u



PRP

$%�

�c)�� +)F� $ �	���� (�I ��Ä �ob ��
ÀU�2f	�4 �["k���� �	E4�k[�� �JM�� ¤��� �2)x� �6��  q&r
R ¥ Q � P i���

¥�²� ¥S²S R�²Q RQ²� ¥¢²£ LU"Q9�-� L��M��  
���	��� %&' V	�� =5	8�� >��?�@�2 A����� )j2I  

u

F u

�h� i�J. B5	
 R£ A� �� ��[� ��	8� A������ A� s���
.� ®ok�
@� ¤��� �2)x� !�},�  q*r
−¥R −¥£ −QR −Q£ −�R −�£ L[F��

S P¥ P£ ¢ S S �������� N�'  
�A������ A� ��5	��� ®ok�
@ =5	8�� >��?�@�2 ���� F
���� )j2I  

��j5� �£ 3,_8�� ��k��� {	F ��5��b@� )FI $ y��I �£ �j5)� =5��[��� L�¬���� ¤��� �2)x� �6��  q4r
−PS −P� −¢ −¥ L[F��

� S � R ��/U9��
P¢ P¥ P£ S L[F�� �T/?  

 �ioM�� �j5)� =5	8�� >��?�@� )j2I  

P¢P

 :!0��
z% = * z%%

z%  = 
   :����� FK9-� 

z% = �  
�� ◊ &(� - ��) &(� - ��) (� - ��) �� �� ��/U9��

��
L[F�� �T/?

��
L[F��

$%%%% &;%% ;%− 4% 4 $% −%
;4%% �%% *%− $�% z *% −&%
$z%% $%% $%− �%% $z ;% −4%
&4%% $%% $% $z�% &4 �% −z%
�%%% �%% *% �%% $% �% −�%

&�4%% :D�M-�  :D�M-�
*z%%

 :D�M-�
z%

4�* $
*  = &� 4%%

z%  =  &(  - ) 

 
 = AC��9��

4�*�* = &u = AC��9��
&$��;z  F4�*�*  = u :+���,-� .�/0�1�

!0H c� 7���
�qi�/�"�U��( cP��r +��� R��I $%% c�P�) +��/U9�� dCP9�� ¢�9�� 7���� vª�C  *

L[F��−z%−z4−z�−�&�z

��/U9��;$�4&&��

 �c�P�)� ��� u +���,-� .�/0�1�� � ����� FK9-� ���� 

�!# c� 7����
z = � ����� FK9-� <1�� ���  $

:7���� c vU�  
�q� − 5�r � − 5� 5�

� * �
$ $ �
4 & �
% % z
4 &− 4

$z 4− &
*4 = D�M-�

;�S = *4
z  = &u

�&�*�  u +���,-� .�/0�1�
�&% ,$� ,$; ,$& ,$% ,� ,� :q r  &

�$� ,$� ,$4 ,$& ,$$ ,� ,� :qfr  
�$* = « , $* = � q�r

�$* �� \�F� ����� FK9-� 8� qfr � q r c�������
$& = q r O�� F�K� qfr

$& = qfr O�� F�K�
�$& �� \�F� F�K�� � <�C� 8��

q rL'�M�"� qt�r
�q� − 5�r � − 5� 5�

$ $− $&
� *− $%

*z z− �
4 & $;

&; ;− �
*z z $�
4� � &%

 $z%
�  =  $

&u

F$z%
�  =$ u

4��  $ u



PR�

$%�

�L[I�b 
���,�� ���T �w	 f  !v"�� L0�0e 
���,�� ���T �w	 �  !v"� ,qz−;r ªGC/�9�� �
f  �  �� y�d� =2�� ���� kM
��� A� V	��� A� ���,/ �H��?�� ��,/  q;r

 �84�� ��,/ c�2 Q =2�� V	J ���,C� =5	8�� >��?�@� c� �9�  qzr
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:�' =5	8�� >��?�@� PR ,P� ,� ,� ,PQ ,P£ :��	��� $  q�r
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:�' ��	��� %&' V	J �)� c»H P�� =2�� ���� kM
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¥¢ qfr   PS q � r   
G�
  �=I �	� q N r   P� qt�r   

L vC�C�,H AC��� f L'�M-�
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&; ;− �
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$%%  =&u
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��%�z ����� FK9-� A? � u�� L(��>9?
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 ;4%
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$; = ;4%
*z  = c

�$; � �������� ��� O�� N�'
!0H c� 7���
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�t� ,f ,� :¢�9��T ����� A? L�=Z�� D��)� ª( �v�?
 
/ME�� �' ]C/I !T ������U?o� !T � vlH ������ �	 L������� 
/ME��

 �K J�G� c)� ,
���� �<GUº � <,(�9H !Z� ������ �	 ª���� A? ��¾1�( L�������
�LGUº �=�UEH �K �GC�� cU�K @��� 2/I

�z = & × * :c� ·�1

!0H c� 7���
�LQT�Y �� ��C"� ,L�� �� @�K �� ¬��N ,���� �� LM"K :A? LF�B? ���s L��� O'�M-� ��� i�>C   &

�LGU�-� ������ N�' ��M'o L������� 
/ME�� i�W9K�
 �@�� %&' !}� $ �B��� ')� =5x� �	�[�X� ���,/ g�� �F $ ±,� �� ¯	��� B�CD�� FM� (�)*�
� ��<�

��	�	��� B�CD�� 1� )8�4 k�j&,� g~ s��� iÅ�� ����I ()*��e
Counting Principle       ó©dG CGóÑe
: s'2 c '�)� �	���� �	",� B)� A� c�[�e u ����� �	",� ��)� c� �9�

:g�� �9�2 cu … , u , u , u
,����I 5  4 K)# cI A[,� u
,����I 5  4 K)# cI A[,� u

,����I c5  4 K)# cI A[,� u
:s' U W��jX� ¿ K)ª cI A[,� s��� ;�M�� �)� c»H

� 5 × … × 5 × 5
 K2)F ���� �)� )�)# V�� ,kd��8e ��C,42 � u  , … , u , u !F���� �)?� cI �' )8�� I)�� !E�� !F ��d� c�
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Methods of Counting

º∏©àJ ±ƒ°S

•   i��W9K�(  !���?  !� 
�,�� ���?

•   i��W9K�(  !���?  !� 
]�Y�9�� �� !CN��9�� A����

 ¿��G9�� /UF� �G'N
���bI \��� s�}��2 �,FI \��� �2.� �B)F�2 B��  y8� ��� =�CF s��4 )�b (���

�%��I ![D�� �_��
?ae� !� ��Z�� V�  �

                ��,EJ sH ��	8�� W�H ���� !� m���  f
?��[,,�� ae����� �)� �  t�

?t� =2�� A��'_�� A��)8�� ��,C� c�[� {	?4  y8� ��� =�CF s�5u K)?�� ![De s��� ae����� �  N
�� y5�Me �}�I )8"� ;�I 1� �5)�� �&' $ >�8��
 ��[�2 ,)8� �	� >�8� �"�

��O�F@� �
�5� )�� \�� )	d���
2 ,LM���� Yx� m"� $ �' )8�� I)��
�k8	,] 2I W	vI m	e�e ¿ A[,� s��� ;�M�� 2I ���,/ ��� �)� )�)# m"M�e B)�8�� 2I �M	���� !E��� A� )�)8��

Counting Principle  ó©dG CGóÑe
 %&' c8��� 6�},4 I)�� >�
2 �')84 (��� >�
 s��� ���,C�� m	e�e G��I A� )8�� !E�� �84 !?� cI A[,�

�����M��

ºFGƒ≤dG ≥jôW øY ó©dG q$r 7�Z?
?�QG? ./� +) ��/UH c�N A? N ,t� ,f ,� :.�/�� ª( A? �QGCUH AU�C X9�� .�/�� L��=� P?/�� N�' �?

:!0��
:qR�H©�� R�0( 7�9?r RH/? !UE( �����U?o�( L���� R9T�

t� f �N f �f t� �N t� �f N �t� N �q <1�� �r
t� � fN � f� t� fN t� f� N ft� N fq <1�� fr
f � t�N � t�� f t�N f t�� N t�f N t�q <1�� t�r
f � Nt� � N� f Nt� f N� t� Nf t� Nq <1�� Nr

�� <�?� &4 L(�9T AU�C �L���U?	 &4 = z × 4 ��C
!0H c� 7���

?��� t( �?/�� ���C v1� U/_ �QG? ./� +) ��/UH c�N A? �.��� .�/� A? �QGCUH AU�C X9�� P?/�� N�' �?  $

ó©dG ¥ôW :4-10

.���)�  $
 •�)8�� I)�� (�)*�
4 !E�� !ª
 •�G	H�����2 !������ 6���J (�)*�
4 !E�� !ª


�C��� O���F-�� ��N/F-�  &
�G	H����� − !������ − )8�� I)��

!��K��� ���N)�  *
��Data show� U�
� ¬kj − i�
F − �	,"� ��
F ��«

��Q�9��  4
:�C 8' L(��o� f=M�� 7}K�

 • ae����� s' OH ,�,_��� �	�)8� ���� �8MJ g	��I �9�
?��[,��

 • ae����� s' OH ,S �� P A� VJ�� ��� �CF g	��I �9� 
?��[,��

 • VJ�� ��� �CF V� �,_��� �	�)8� ���� �8MJ g	��I �9� 
?��[,�� ae����� s' OH ,S �� P A�

 • :c���I �845I A� 6d"�� 6��� V	_�e ^�[,� ����I V[4 
?�¬� ;5¬I ,��� ��
I ,� b� ÅbI ,��� �d�I

�C��9��  ;
 )�� ioM�� \j��e B�}� !E�� !F 1� )8�� I)�� )���

 Vk",� �84�� � �)j Vk�� A� �&� �68� K)F �O�F� �
�5�
 ��� 1� V�5)J +)� �H�8� t°J���2 �[d� ���u B��H $

��,_�� �,EJ $ k�	e�e2 ��	8�� W�H
 ��X �,EJ V	_�e $ ���M��2 �8���� ����M�� �P� �}�� �6��

 A� ^�9 \�"M�� �2 ,��[,�� ae����� �)� 2I ��	8�� W�H
 I)�� �� \j���� =52Å�� A� c� �&� ��	��e2 %����2 )kj

 ![D4 Bb���� �C	���� sM8�2 gJ��� �H�� =&�� ,)8��
�L�Æ

 �9� B)EH c2� ��<� �	�	��� B�CD�� FM� cI ioM�� YbI
� y��I �)8�� B��� ��� c�,��� K)��2 ��	8�� g��

��	�	��� B�CD�� FM� ()*�
� )�H ,��� �}�� $ �I
�)8�� I)�� (�)*�
� �	d	� A� �?7�2 B�[H �Q� �}�� sM8�
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���"�,��:$u&u*u4u;uzu�u�u

L�"�' !T 78U9K1 2/M�� N�':��z;4*&$
u ��/�o 2/M�� N�'=$ × & × * × 4 × ; × z × � × �

4% *&% = !� = 
�2����� ��� �<GUº � <¾�� 4% *&% ��C

!0H c� 7���
�q7N�,H +� ��C 1 \�� +�r LF"9W? ����� XY LC�QG�� Fb g�	 �Q,��� �"e�� AMQ"� 2��K XY <=�� &% J/9_�  4

?2����� ��Q� LGU���� h��9G�� N�' � �?  

Permutations  πjOÉÑàdG
 !c � ���_)� A? c !CN��H N�'  y��,�2 �!CN��9��( 3,�� m	eh�� �&' !}� �� y),�8�2 �Ok� m	eh�� c� ,6�4��� 6�}�� $

 L���� L'�M�( F�H V�� W	v.� !���e L� !�8�e s��� �J���� A� )�)8�� ��F $2 �¥� �}�� $ �6�� �' O� qc f�Á?r
�y¿D�  ydJ�� Y�¹ �R� �}�� ���,��|�� W	v.� A�

πjOÉÑàdG OóY OÉéjEG  q;r 7�Z?
 ,���� R��� ,���� :Re�G? L,(�) «�W_� L,(�� ���9b� c��C/C @9K��? XY ���l�C/�� L�,�� A? � <�' *$ c� ~/9Y�

�Re�G��� ��Q� ���9b1� �Q( AU�C L>C/I OT N v�� �2��Gj�� A�?� ,/��� A�?�
:!0��

L>C/I *$ :���/�� ���9b�
L>C/I *% :���/�� R��� ���9b�

L>C/I &� :/��� A�?� ���9b�
L>C/I &� :2��Gj�� A�?� ���9b�

�;; $z% = &� × &� × *% × *$ :� L,(�)� Re�G�"� «�W_)� ���9b� �Q( AU�C X9�� 2/M�� N�'

!0H c� 7���
 �2��Gj"� �<G�?� ,/�"� �<G�?� ,� <���� ���9b� c��C/C ���G?)� �"M? c"UEC � <�' &% ��C LC/�W�� ���,�M�� ���	 XY   ;

�Re�G��� ��Q� ���9b1� �Q( AU�C L>C/I OT N v��

:ôcòJ

�� c f�/�?
  $ × & × * × … × q$ − cr × c :� !c

$ × & × * × 4 × ; = !; : <=Z�Y
$ = /Fe f�/�? �/>�H  $ = !%
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ó©dG CGóÑe ΩGóîà°SG  q*r 7�Z?
 AU�C X9�� ���"�� N�' OT �i���� L�=� 8Q,�9C LC�M()� .�/�� A? ªY/0( c�-� ���	 � �������� ���� ���H

�^�b�©�� ���� A? +� � i���)� �� .�/�� A? +) ��/UH ��C 1 \�� ~©Y� ?�Q�"' 7j��
:!0��

L�"�� O9b  :u  
7�)� ./�� O9b  :$u  
¨�Z�� ./�� O9b  :&u  
7�)� O�/�� O9b  :*u  

  :�GC�� ��U��
���"�,��:$u&u*u4u;u

L�"�' !T 78U9K1 2/M�� N�':&�&�$%��

L�"�� O9b 2/I N�'=&�×&�×$%×�×�

L>C/I ;44 *&% =
�LGC�-� ��� � L�� ;44 *&% £' 7j�� AU�C

!0H c� 7���
?+N/Y N���� O�� c�T �w	 �Q�"' 7j�� AU�C X9�� ���"�� N�' � �? ,q*r 7�Z-� ���M,? i�W9K� *

ó©dG CGóÑe ΩGóîà°SG  q4r 7�Z?
 +� ª( 7N�,H N�� i�' ~©Y� ?2����� ��� LGU�-� h��9G�� N�' � �? �+/� i $%% 2��K � ª>(��9? L��8� ��C

�LC�QG�� Fb �	 OQG? u=T !e� ª>(��9-� c}( <8"' �ª>(��9?
:!0��

�2����� ��Â	 R�H©( ª���,�� L���� :u
� <1�� 2����� XQGC +��� ](��9-� :$u

�2����� ��Â	 � ¨�Z�� \��H/H +��� ](��9-� :&u

./�)�i���)�

 2I �	�	4 B�Cv FM� V
5 y�[ c� �9� � ioM�� �Z
�
 64 A� 6H�F A� c�[�� K)� ae��� ��X ,�,EJ V	_�e

 A,[e �' �(J5I P£ 64 A� (J5I ��o� k8���  yH�F �¢
 �¥� �}�� a�8� �\8� !�8��� �	d	�2 )8�� I)�� VkH �	¾I
 1� ioM�� LCv ��7���� 5O�� $ �,k� �	e	F ��F

 Vk,kH A� )�Z��� �b« y@}� VkEM�� L� \4D� FM� V
5
�)8�� I)��

 B)���� (�)*�
� �	d	� V� , y@2I !������ VkH 1� ��5
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�� ��¦� 1� aE���� ��� ^�9 )842 ,�	4�F

 !������ 64 ;�d�� ioM�� (�I �6�e �M	�4 ��)�,4 I)4�
 �	",8�� $ \�	e�e2 T�8�� LJ�� cI Vn ) ��I �G	H�����2

 2I T�8�� LJ�� Vr oH �	�}�� �	",8�� $ �I ,Vk� �2.�
�\�	e�e

 me��� �2��� ,�}�� !	�
 1� , y�4
 %�H�� O4 ^�9 F45�
s��)FX� +����� $ �M�� LJ�� �)ª =&�� �� ,��

 @ A�T�� A� ���[�� ���,C�� A[�2 ,�� ,R� ≠ �R ,��
�{� ,R} = {R ,�} rT�� LJ�� �f�4 �f�e

��}�I 2I ��� ��o� �� B�[d�� V	,8e  y��I A[,�2
 � Vkd� � y)�	j ��<��� BW��J �� ioM�� \	j�e Vk��

 mE� ,�	E5 :5	�b�Ç !������ ��� �' i�"M�� c� �9�
 ��� 2I È�R� �}�� $ O� ,;2)�� 6�I ,Æ 6�I ,�	E5

 '5�*� �*vI ��o� A� �d���� cC"�� �)� �Ç G	H�����
�È�¢� �}�� $ O� ,�*vI ¥ 64 A�

 $ !�����4 k�Jo� ®�5��2 G	H����� VkH 1� V')�

� 5�c

!5  = 5;c B)����
 ,F	����� G��I A� y@2I �	4�F �4jX� ��� �� V')v5I

���
�� ��¦� (�)*�
4 V�
 V�I A� )�Z��� �PP� �}�� $ ae����� ����I Vk8� °J�
 2I !������ (�)*�
@ ��<��� $ �		,��� 1� c25�J

�G	H�����
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L�K��� L��� i��W9K� c��( !C��H !T L��� ����  z

�
���? 
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7c  t�  7$%  f  7;  �

  q�r 7�Z?
?�QG? +� ��/UH i�' 7�� � @�w� L�(/,�� LC�M()� A? LF"9¹ .�/� L�Ã A? !UE9H c� AU�C X9�� �8"U�� N�' �?

:!0��
�\�F� ���� � � <Y/� &� A? .�/� ; t� !CN��9�� N�' N��	 L�}�-� � f"M-�

:IóYÉ°ùe
 L(�9T � OQ? .�/�� R�H/H

 A' S"9Ä f�9T L�"UY ��8"U��
�RH�T L�"T

  &4 × &; × &z × &� × &� = !&�
!&* = !&�

!q; − &�r  = ;7&�

$$ ��* z%% =  
 LC�M()� A? LF"9¹ .�/� L�Ã A? L�U? L�"T $$ ��* z%% ��C

�L�(/,��
!0H c� 7���

?O�� +� ��/UH i�' 7�� � @�w� /Fj�� c��( +6,�� i��G�� i���� A? i���� 4 A? !UE9H c� AU�C X9�� N��')� N�' �? �

Combinations  ≥«aGƒàdG
 c A� ���[� ���,/ A� '5	�b� A[,� s���2 ,T�� 5 A� k�� !� c�[��2 �	E�x� ���,C�� �)� ��� )��e �)��

�]�Y�9�� m�?� A?�H R�H©�� £' N89'1� c�N � c  5� T��

  q�r 7�Z?
?«�W_� L,(�� A? L'�§ A? �QGCUH AU�C X9��� ,«�W_� L�=� A? L�U-� c�M"�� N�' �?

:!0��
:¢�9��T @�w� q$r 7�Z-� � 
N�-� @"9T L���� N��'¥( O� O� N , t� ,f ,� L,(�)� «�W_)� Ò ÅK
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 FM� − 6"b)� 29 �2)j − L4e K)F − !���� K)F

 c�)F − V,��� − �#@� − LI���� − U2N� �O�F� − AÐ
�c	H���

!��K��� ���N)�  *
��Data show� U�
� ¬kj − �	,"� ��
F ��«

��Q�9��  4
:f=M�� 7}K�

 • ;2)�� 6�I ,Æ 6�I ,�	E5 :5	�b� A[,� ����I V[4
?�*vI � 64 A�

 • ��o� A� �d��� ���,/ 5	�b� A[,� ����I V[4
?�*vI � A� ���,/ !},�� �*vI

 •?�	4�F ¥�� �,	J �
 •?�	4�F R;� �,	J �
 •���
�� ��¦� (�)*�
4 �;�£ , ��P� )j2I

•höûŸG ∫ÉªàM’G :5-10
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Venn Diagram  ø" §£îe

��@,�F@� �C��2 !E�,�� VkH 3"� y�	FI �	
)�k�� �9,��� )��e

(»FGôKEG ∫Éãe)  ø" §£îe q4r 7�Z?
�Ll�C/��( %z& ,L�FEU�� LME�)�( f=M�� A? %;4 O9QC LC��Z�� ������� ���	 XY

�Ll�C/��( � <�C� c�9QC L�FEU�� LME�)�( c�9QC AC��� Sj�
?Ll�C/��( F>Y c�9QC AC��� f=M"� LC[��� L��G�� �?  �

?Ll�C/��( O9QC 1� 7��9�� ��Y ,LK����� ��� f=I A? �u���E' R��I /�9b�  f
:!0��

 A�9>MG? !�M9���� !b�N OK/�� qLK����� f=I !Tr LG�,�� ���Y !Z�C <=�M9�? ��9W� �Ql/'� ���M,��� R�H/9�
�Ll�C/��( c�9QC AC��� f=M��� L�FEU�� LME�)�( c�9QC AC��� f=M�� !�Z�9� A�9"b��9?

:X"C ��T LC[��� R�G�� ]I�G��� ��� !b�N c v���
%&� = %;4 × %�; :Ll�C/��( ª�9Q-�� L�FEU�� LME�)�( ª�9Q-� f=M�� Sj� A��9H q��Áµ�r L"b��9-� L>MG-�

%&� = %q&� − ;4r :A��9H ��/Fj�� L>MG-�
%*; = %q&� − z&r :A��9H ������� L>MG-�

Ll�C�
%*;%&�%&�

%$$

L�FET LME��   %$$ = %¡q*; + &� + &�r − $%%� :A��9H ������� L>MG-�
�AÎ FM¹ 
��/>( L"[K)� A' L(��o� c�� �GGU�C

%*; = Ll�C/��( F>Y c�9QC AC��� f=M"� LC[��� L��G��  �
%�*� �� %*� = %$$ + %&� = Ll�C/��( R��M�� O9QC 1� 7��9��  f

•  %�*� = %�z& − $ :/bn !�
!0H c� 7���

Lk"��(  � <�9T Sj�� ��� f=I A? %$� �/>C� ,L�(/,��  Lk"��(  L,��M? R9T /_�,��  Sj��  f=I A? %�4 �/>C  4
�A�9k"��( � <�9T f=M�� A? %$; �/>C� ,LC��"U�o�

 ,!jF�� ��� f=I A? �u���E' R��I /�9b�  
?F>Y LC��"U�o� Lk"��( � <�9T c��/>C A�? cUC c� 7��9�� �?  �

?� <,? A�9k"��( � <�9T c��/>C 1 A�? R��M�� ��� cUC c� 7��9�� �?  f

P�¥

q&r 7�Z?
� �$* � AC/����� ACN�,�� D�§� �  x��� ,8QG? !U� +",�� \��� L��=?� � <,? AC�C89? N/� +/M� X?� L(/¾ �

?  x��� D�� 789�� 8Y
:!0��

*z � LGU�-� hH�G�� N�' c� O",�
!jÉ c� AU�C 1 $* D�M-� c¥Y /M� !T � z � N�' �T� c� 8(�

% = %
*z = q r7 � <w	 /Fe �  x��� � hH�G�� N�' c¥Y ¢�9��(

�!�09�? x�� � x��� ����

!0H c� 7���
 D�§ £' 7j��� f x��� c�T ,8QG? !U� +",�� \��� L��=?� � <,? AC�C89? N/� +/M� X?� L(/¾ �  &

?f x��� D�� 789�� 8Y ,�$* A? /ke�

�789�1� N��o ]�Y�9�� �� !CN��9�� i�W9�� �1��� A? ¤ZU�� �
q*r 7�Z?

��u���E' � <,? L�",�� A? ª9,M� �b� Ï�� �C/C �LH1TE��( dM� 4 �QG�( L,M� $& £' +9# �"� L�"' Ï�� �©_�
?LH1TE��( ª9,M� ��9Ð c� 789�� 8Y

:!0��
�R�H©�� N89'� c�N L,M� $& ª( A? �"� X9,M� ���9b� :L(/M9��

�� <¾�� zz = $$ × $&
 $ × &  = &7$&

!&  = k$&
& k = q.r c L(/M9�� hH�� N�' 

 R�H©�� N89'� c�N ,LH1TE��( ª9,M� ���9b� :  x���
�hH�� z = * × 4

 $ × &  = k4& k = q r c =  x��� hH�� N�' 
� $

$$ = z
zz  = q r c

q.r c  = q r7 

!0H c� 7���

?LH1TE��( �9��� �u���E' �"� X9,M� ���9b� 789�� �? ,q*r 7�Z-� �  *

:á¶MÓe

 N/G�� /M� D� /T�C O� �w	
�O�9G? \�� XG,C ��QY

�C��9��  ;
 k	H ���)*�
� �@F ��4
 !F��� $ ioM�� >�8e

:±� O� F	�4 K)� B)���� ����I {	F ,¤2.� �O�F@�
� K)�� $ ae����� �)�

��[,�� ae����� �)�  = �K)��� �
 ,�O�F@� A�  y�)���  y��� c���M�2 c�H�8�� >�
 c¦�2

 s�5u ��8� A� �5)�� {	F U2N�� �O�F@� �'2 @I
 ��[,�� aE���� 2I y@2I ��	8�� W�H ���2 t6,_��� 6�8[�
 %�,"8e � ���)*��	� y�	DH y�	v ()���� V� ,�P� �}�� $ O�

 K�)FI $ G	H�����2 !������ )���J A� G4��� �5)�� $
 FM� c�H�8�� >�
 ,^�9 )842 ��Q� �}�� $ O� ��	8�

,�¥� �}�� $ O� ����� K�)FI !F $ \e��)*�
�2 AÐ
���� �}�� $ O� �2���� �2)x�  y��I c�H�8��2

 c�[e >�
 !E
���2 ��2�.� %&' L	l cI ioM"� ) ��I
 � �J�� k	H m"M�� ,�J��� �4j� ��� )�� �,k�

�\�2)F �O�F� �H�8�
 1� ��)*���� �	",8�� 1� ioM�� L�  y��I � �)v

����,C�� A� %�,"8e cI G�
 O4 kI�e5�2 ,K�)F.�
 ,���,C�� LI�e B��d4 W)��� !�J B�)8�� �"}�I F�I

��	�8� ���,/ A� W�x� V,��2 ,���,C�� �#�2
 642 ,�"�[�� ���,C��2 ��	8�� W�H 64 F4��� �� �I

����,C�� A� W�x�2 K)��
 %&' VkH A� ioM�� A[,�	� ,��� �}�� L� W2)¿ !�8e

��	",8��
 ��84��� K�)F.�2 �"����� K�)F.� 3�8� �� $ L
�e

 K)F2 L4e K)F 64 ioM�� �	,	� B�)8�� �"}�I F�I
�!����
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  : µ=�o	�� |¶�5���   : µ=�Cn� |¶�5���

$$4

³c�́~
R−P£

U�6-� 789�1�
Conditional Pobability

L�K�K� AC���  L'�M-�
 hH�G�� 8Y �+",�� \��� L��=?� � <,? c"�� Áb� N/� /M�� c"�� /Ñ� N/� /M� X?� �G' ,q*−$r AC�89�� �

?�C �º x�� !T D�� 789�� �?� ?x��� ��� LGU�-�
�� A��'_�� A��)8�� ��,/  q$r

 
�sj2¬ �)� �' A��'_�� A��)8�� ��,/  q&r

 
 

�Åb.� �C�� 1� �'_�� �)8�� A� Y�I �Í.� �C�� 1� �'_�� �)8��  q*r
 
 

:X�� �"0"� dGj? �QM9GC X9�� LC��">9�� �"�� c��) LG�' A��9H ¬ ,q�−4r AC�89�� �
�{/Fe)� ,+������ ,/Ñ)� ,¢�>H��� ,Áb)� ,XG���} = ¬

 ��� � 7�B�-� �Ï ��� �c��)� ¢�¦	 A? �"�� A? c"��  ��� ¬�9�	  L��� +���C ¬ � x�� !T 789��
:¢�9�� 7���� � ¬�9�o� 789�� A' ��?",-� |,�( dGj-�

=��2Y�� ¤�eY��  Åb.� �d�.� �Í.� s���� c"��
£²P £²P £²P £²� £²� £²Q 789�1�

 �"�  �b}H  c�  789��  8Y  ,dGj-�  ���  ¬�9�	  A?  �<ZC��  L�9F?  L�"'  A?  �u���E'  �"�  L,M�  �b}(  ���  �w	
:L���9�� c��)�(

 ?=��2Y�� 2I s����  q4r

P�S

 :É¡J’ÉªàMGh çGóMC’G ≈∏Y äÉ«∏ª©dG

�i    4 \	�� ����2  y8� c« $ i ,  $ B��j��� ae����� A� ��Z�� =&�� K)�� �' i ,  6�)F LI�e
�i    4 \	�� ����2 i 2I  $ B��j��� ae����� A� ��Z�� =&�� K)�� �' i ,  6�)F �#�

�  = i    =I T�� =I $ �hD� ¼ �9� �Incompatible� c	H��� ¾ i ,  c�)��
�  $ B��j��� ��2 ��	8�� W�H $ B��j��� ae����� !� A� ��Z�� =&�� �complement�   �'  K)�� V,��

:ÚKóM OÉ–’ ∫ÉªàM’G IóYÉb
�i  �� − �i�� + � �� = �i  ��

�i  �� − �i�� + � �� = �i  r� k��2
: çó◊G ºªàŸ ∫ÉªàM’G IóYÉb

� �� − P = �  ��
:Ú«aÉæàe ÚKó◊ ∫ÉªàM’G IóYÉb

��i�� + � �� = �i  �� c»H > ��	8�� W�H A� 6	H��� 6�)F i ,  c� �9�

  q;r 7�Z?
:c�T� . LG�,�� ���Y XY c���� f ,  c�T �w	

:A? u=T ���� ,%�4 = qf  r7 ,%�4 = qfr7 ,%�� = q r7
 q r7  &  qf  r7  $

:!0��
�f  �7 − qfr7 + q r7 = qf  r7   $

�%�� = %�4 − %�4 + %�� =  
 q r7 − $ = q r7   &

%�* = %�� − $ =  
!0H c� 7���

 :A? u=T ���� %�z = qf  r 7 ,%�; = qfr7 ,%�* = q r7 c�T� ,LG�,�� ���Y XY c���� f ,  c�T �w	   ;
 qf  r7   �

 qfr7   f  

 )�Z��� ���2 �¢� :6�}�� $ B��j��� aE���� Vk8� °J�
��"���� 2I �84e c�[e �	�2 K�)F.� Vk,kH A�

 s��� �2.� B��� �. U2N�� �O�F@� (�kd� 1� � �)v
�ioM�� \	"� >�8��

 K)F ��<F )84 !<ª K)Fu 3�8� ik
»4 ���
�t\"�J

 Á[�� �O�F� )j�� ��I � y)4I s�8e @ c  � im � cI Vn ) ��I
 K)�� ��<F )84 i K)�� ��<F �O�F� �' !4 i

��PP� ,�P£� 6�}�� $ O� 
:B)���� G	�M�� B�)8�� �"}�I F�I

�i ⋂ ��
� ��  = c  � im �

F(/��  z
 \e�5k�2 \,	'd� F4�e �5)�� �&' $ B�5���� �"}�.� !�

��	8J���� B	�4
�Q9��,?� L,�9? ��Mb�  �

�U2N�� �O�F@� B)�J (�)*�
� $ ioM�� ¸M¹ )J
 ��<�� �' � �� Ì��� �ob A� >�8��� 1� V')�


�^�9 )84 !<ª �b« K)F \8��	� , y@2I !<ª K)?4
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Independent Events  á∏≤à°ùªdG çGóMC’G
 �4�] $ , yo},H ��b¦� ���J2 ()� 2I� ��J2 1� ���� @ ¾)FI ���J2 ()� 2I� ��J2 c� �9� 6"���� c�)�� c�[�

 ��J2 1� ���� @ t�2.� �	���� $ B5�� 5�k©u K)�� c»H =�"8�� \j��� �_Fo�2 6e�� �	�)8� �",� s�5 )�� �	E��D�
�c=>9�? c�����Y ^�&�2 ,����I =Z4 +�b.� 1� ���e @ 6�	���� A� =I c. ,t�	�}�� �	���� $ B5�� 5�k©u K)��

:�	���� B)���� (�)*�
4  y8� 6�)�� ��J2 �O�F� ��� ��[,� \�»H 6"���� 6�)� ����d�� �@O�F@� V"8� �� �9�
Multiplication principle of Independent Events  á∏≤à°ùªdG çGóMCÓd Üô°†dG IóYÉb

:�'  y8� 6�)�� ��J2 �O�F� c»H co���� c�)F i ,  c� �9�
�i�� × � �� = �i  ��

�\� G4��� �b¦� �)8�� A� �o���� c�[� a��� sE��D� �)� !� �P ,£ 64 L�e �	E��D� ��)�I ���� k�[,� ��
�� �@¦� V_8�

  q�r 7�Z?
�q!(�>��� !UE�� g�	 /���r � g�	 % A? L���E' i���� ¬�9�o L������� L�K�0�� L��� i��W9K�( 
�'�� /CM9( ���� i��

?* t� � <F'��? X��Z�� O�/�� cUC c�� �u���P \�"' !j� +��� 7�)� O�/�� cUC c� 7��9�� ��Y
:!��

 ª">9�? ª���� c� +� �¨�Z�� hH�G�� £' /�BC 1 7�)� hH�G�� c¥Y ,L���E' i���)� c� 8(
:�Ì�

�{� ,z ,4 ,& ,%} = �   ��u���P cUC hH�G�� O�/��� :�
�{� ,z ,*} = i   �* t� � <F'��? cUC hH�G�� O�/��� :i

:fÁ�� 
�'�� ]��MH AU�C @��� ,ª">9�? ª���� c)�
%�$; = *

$% × ;
$% = qir7 × q�r7 = qi  �r7

�%�$; � * ��F'��? A? X��Z�� O�/��� �u���P 7�)� O�/�� cUC c� 7��9�� :X��9��(�
!0H c� 7���

�+",�� \��� L��=?� ��/? x=� N>� L,M� X?� �G' L���E' L(/MH XY  �
?q« ,J ,«r hH�G�� cUC c� 7��9�� �?  

•   N��'� L��N /�T� X� �int� 
L0�0e

•   N��')�  h9G?  X�  �rand� 
�$ ,/Fe A�( L���E,��

•   XM,H  int  q10 * randr 
�� ,/Fe A�( � <N��'�

rand = %��$� :7�Z?
10 * rand = ��$�

int q10 * randr = �

P�¢

�q  r7 ����  &
�7���� i��W9K�( qt�r7 R��� , �R��I� 
�/?� cUC ^WE��� :x��� t� AU��  �   *

�q�r7 R��� vO� ,�R��I �� 
�/?� cUC ^WE��� :�� �x��� t� , f ª���� � <?�W9�? R9T�  f  
�qt�  r7 R���  4

:!0��
: �QG?� �Q�F� �Q��� Le/Y �� L(/M9�� hH�� c� XG,C �u���E' ^WE�� ���9b�   $

%�$& = 4&
*;% = qt�r7 , %�� = &�%

*;%  = qfr7 , %��& = &;&
*;%  = q r7

%�&� = %��& − $ = q r7 − $ = q  r7  &
 � <¾�� $4 \C�� t�  f = t� x��� 7���� R�0( ,t�  f x��� 789�� R�0�   �    *

%�%4 = $4
*;% = qt�  fr7 = qt�r7 :¢�9��(�

ª�Y�G9? ª��� ���� t� , f c	 m�� ,t�  f x��� 789�� R�0�  f
qt�  fr7 − qt�r7 + qfr7 = qt�  fr7 = q�r7

%��� = %�%4 − %�$& + %��% =  
%��4 = %�$& + %��& = qt�r7 + q r7 = qt�  r7 :� <w	 c��Y�G9? c���� �Ì t� ,    4

!0H c� 7���

�%�; = qfr7 ,%�4 = q r7 m�� c��Y�G9? f ,  c���� �GC�� . LG�' ���Y XY  �
�qf  r7 R���  �
�qf  r7 R���  f

O��>9��  �
 cI �2Fu ����H A� �4jX� c��2ª V'2 ioM�� L4e

 +)� A�2 ,�5)�� �&' $ VkE��I A� B�[H c ��[�� t!#
�B�5���� ��5k��2 V	'd�� V¿����

dC� ���9b�
 A� �,J�� W���
 ���� Q :�¿D�� ���� � �	� $

 g�?
 �¥ �� P A� �,J�� W��Í ���� ¥ ,Q �� P
 B�� g�?
 ���� c2� A�2 �	[�� A� B�� �	E��D�

:�	���� K�)F.� A� !� �O�F� )j2I ��	��
&
�  = *

z  × 4
�   ��W���
 B�� V� W��Í B��� �  $

 $
&$  =  &

4& = $
z  × &

�    ��� Ok	,J5 ��,/ 6e��� �  &
 �2.� B�[�� cI �,"� �9� W��Í �	�}�� B�[��� �   *

 &
*   ��W���


P��

  qzr 7�Z?
:c�T� . LG�,�� ���Y XY c���� f ,  c�T �w	

�qf  r7 ,qfr7 ���� ,%�4 = qf  r7 ,%�� = qf  r7 ,%�& = q r7
:!0��

q r7 − $ = q r7 
%�� = %�& − $ = q r7 − $ = q r7
�f  �� − qfr7 + q r7 = qf  r7

 %�4 − qfr7 + %�� = %��  
%�4 + %�� − %�� = qfr7

%�; =  
 qfr7 − $ = qfr7

%�; = %�; − $ =  
%�z = %�4 − $ = qf  r7 − $ = qf  r7

!0H c� 7���
 %�& = qf  r 7 ,%�z = qfr7 ,%�; = q r7 c�T� ,LG�,�� ���Y XY c���� f ,  c�T �w	   z

�qf  r7 ����  

  q�r 7�Z?
:���FE9���� ���	 XY A�"?�,�� «�W_Ó� � <,CPH X��9�� ¬�N���� 7��M�� A��C

�GM��                LGQ���!��
�/?�D�M-�
R��I&�$44&
~/º&%&*&&;&

+��N	−XG>H&&*4;z
D�M-��%&�%*;%

� gFE9���� XY <=?�' � <jW_ *;% A�( A? �u���E' ^W_ ���9b� OH
:L���9�� x���)� A? x�� !T 789�� ����  $

�R��I ^WE��� :t�       �
�/?� ^WE��� :f      �~/º ^WE��� :
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$$z

�£²R = �i�� ,£²R = � �� {	F > ��	� W�H $ co���� c�)F i ,  A[	�  q$�r
�� |i�� :m�F�  

�L0�0j�� L(��o� ©b� ,q&$−$�r AC�89�� �
£²R = �i�� , £²� = � �� c�2 6"���� 6�)F i ,  c� �9�  q$�r

 = �i  �� c»H  
£²S q N r  £²¢ qt�r  £²� qfr   £²R q � r    

£²¢ = �i  �� , £²R = �i�� , £²� = � �� c�2 ��	8�� W�H $ 6�)F i ,  c� �9�  q&%r
 = �i  �� c»H  

P²� q N r  £²S qt�r  £²¥ qfr   £²� q � r    
£²¥ = �i�� , £²S = � �� c�2 ��	8�� W�H $ 6"���� 6�)F i ,  c� �9�  q&$r

 = �i| �� c»H  
P q N r  £²� qt�r  £²¥ qfr   £²S q � r    

 LC�C�,H AC��� f L'�M-�
�8�  +",��  \���  L��=?�  � <,?  c"��  Áb�  N/�  /M��  c"��  /Ñ�  N/�  /M�  X?�  �G'  ,q*−$r  AC�89��  �

?�C �? � x�� !T D�� 789�� �?� ?x��� ��� LGU�-� hH�G�� 8Y
�P£ A� �f�I A��'_�� A��)8�� ��,/  q$r
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