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ر. نَ النّاشِ يَّة مِ ة خطّ وَافقَ بأيّ وَسيلَة دُون مُ

الطبعة الأولى ٢٠١٢ م

الطبعة الثانية ٢٠١٤ م

فريق عمل دراسة ومواءمة كتب الرياضيات للصف العاشر

ا) أ. رضيّة ناصر القطان (رئيسً

            أ. نجوى محمد وسيم         أ. السعيد فوزي إبراهيم

            أ. منيرة علي العدواني         أ. مجدي محمد الكواوي





















äÉjƒàëŸG

��  ������������������������������������������������������������������������������	
� ��	
� :�����
� �	��
�

��  ���������������������������������������������������������������������������������������:�����
� �	��
�

��  �������������������������������������������������������������������������! ��"#"�� $��� :�
%�"
� �	��
�

&&  �������������������������������������������������������������������������'#'#()
� ��	
*� :����)
� �	��
�

��+  ��������������������������������������������������������������������,-)�.�/ 0���1� :�2��
� �	��
�



Geometry of a Circle  IôFGódG á°Sóæg :á°SOÉ°ùdG IóMƒdG
�0�345 67 �	��
� 89� ; </=	
� >?� @A
 ����	
� <�B :�$!� − � ,����	
� :� !� − �

�������� �M
 ��
� ���� �� �
���� :� 034  
�������� ���� ����� �M�
 �� ���! �� �
���� :� 034  

<��AD�/ =�E/D� :� − �
��"#$��� �"��#��� �% �&����� ��'
(�� ����M)�� ��*�(� �� �
���� :� 034  

�������� #$�� + �, -)�� �./�)0�� U'M2� 3���� :� 034  
�'M'(�� �G�/3
�/ �G3H��� �G�/3
� :� − �

�������� 45 �/���� �"��#�� − �/M/6�� �"��#�� − �"#$��� �"��#�� :� 034  
�708
 �'��� + �9�� �$:;�� �/M/6�� �"��#��� �"#$��� �"��#�� ��/
 �� �
���� :� 034  

��9/�&< �� �'�6�� �'��� ��/
� �/���� �"��#�� ��/
 �� �
���� :� 034  
<-�� ,��I�J)�� =�E/D� :����	
� :� − �

���I��)�� ��*�(� :� 034  
����� :� 034  

� ������� + ��I��)� �"�*� �� �
���� :� 034  
�������� 45 >I����� ���� �M�
� ������� ���� �M�
 �� ��'�6�� �/���� ��M��� ?'I �� �
���� :� 034  



@A

�B&C.&� �/&����� �"��#�� D�8�E� -
�* �M�
 �F#$��
:B&C� ����� �/H��2� ������� IJK

Escribed Circle of a triangle
 L��)�� M,� ���2� �� B&C�� N�<O ��O M, ����L -F

 �M�
 �F#$�� P'Q"� ,B&C�� �S% �"��T� ��&U��
 �)/H��2� �)"��#�� -8�E.� �/&��L �"��V ��E� -
�*

�B&C�� + �"��(�
����B �'4=�K ���/� LMN O#"% PQ
 :�R�M%

Euler’s Circle :W��O ����L �O >0)�� U��E�� ����L
 W��O  D�/<�"���  X�5  YZ  L'�*  B&C��  +  �#/!  ����L  -F
 ,B&C�� + �#/! U��
 >0* ?�� �� �, �[Z B/� IEulerK
I�"��#�� ��8E� �Q" X �\ZK B&C�� 45 �9E� U��
 ]� >�*

:^" �$ �5V'� >0)�� U��E���
�B&C�� N�<O �� >&< ��)E� �9E� _$ ,U��
 `�a −
 �� b'���� N�8*�c� d��)�� �M�
 �9E� _$ ,U��
 `�a −

�_����� >&U��� B&C�� �O�
 -)�� �./�)0�� ��M��� ��)E� �9E� _$ ,U��
 `�a −

�B&C�� D�5�8*�� >I��* �M�E� B&C�� �O� _�*

IóMƒdG
á°SOÉ°ùdG

@e

á«°Sóæ¡dG ±QÉNõdGh áæjõdG º«ª°üJ »a IôFGódG á«ªgCG :IóMƒdG ´hô°ûe
 ����	
� S� � TI�?U5 V
W XYZ�� �['G3)
� S� �YJU/=/ ����	
� �I��� \�U�
�
� ]	^)�� ,�	G	_ \/�A 9
% :`/�a?
� �%	J%  �

��G��� � T_	K b)
'
 �Y'� �c�
)
� U�MK ��"H [% ���)�� �Ke� XYZ��/ ��G�YU /5 �Y
 �G�	� ��4/ ]	_ [% � T	'�)�%
\�U�
�
� ]	^)�� �%	
_ f���	
� [�
� g�)U1 �'h�?
� =���
� ,MK �%	^)�?
� ��'
J)
�  i�� [_ O(�� :j	Y
�  �

�['G3)
� S� XY��	�5 k�#l
 �JG�I PZ�mH ����	
�
�=�4�� ,X#A ,[G�#E ]MA5 ,�����% �Qln ,X�= o�=/5 :]p��#
�  �

:q'lM)
� ,�� �#r�5  �
��=/�(?
� X�= \/�! �����% �Qln s#_ PWD� �MJU [t'_  5  

 ,�Y��U 3H��?
� � T%	^)�% ��Fu f/��G �MA v�
� �u− ,+! ,�+ ,u−! ,�+ ,u! ,�u ,+! ��3H��% ���/� � X�=�  $  
��F� f/��G �MA v�
� ���/� � X�=�

��?�D�� wU t�
/ � T���% PQa)
 ���=D� 3H��?
� ['� PW   
�x?'?�E \ t�
/ ,<��AD� y%� ��ZKD�� PQa
� \ t�
/ z�{�
� ���/	
�/ z�lQ
� ���/	
� VI�JE U�JU ['� PW   

��a_ V���
� \�J
� [% S%M�1� [�
� [% F?U X'?�)
 �'
�)
� ���M^
� VlE�  }4  

 ����� X�=� :� ��M^
�
 s#_ w�/~= � T���%/

 �wG�MA X�=� XN ,����	
�
 [_ bE�

� PQa
� X�=�

 °�u �G/�3� V��?
� \�=/�
� ����	
� 3H�% ,��

 ����� X�=� :� ��M^
�
�['���?
�� �I�(% �'#K��

 PH S� X�=� :� ��M^
�
�=�MAD� V'?4 V��%

 X�=� :� ��M^
�
 �G�/3
� ����
%

 U�JU ['_ XN , �G3H�?
�
 89Y
 SU�?"
� VI�J)
�
 ����	
� V% ����
?
�

��'#K�	
�

 89� V?4� :u ��M^
�
 s#_ P�()
 U�J

�

 ����	
�� ['I�(% ['���%
 ['lG �?H z�{�
�

 P�()
 \�
 XN ,X��
�
�$�#M?
� X'?�)
� s#_
��Y'#_ >#�� S)
� X'%��)
� ��_�/ ,�	��
� </=� [% � T	'�)�% `/�a?
� 9'�
E ,�� TM��% � T�G�JE Vh :�G�J)
�  u

IóMƒdG ¢ShQO

����	
�����	
� <�?%<��AD�/ =�E/D��G3H�?
� �G�/3
�
�'M'(?
� �G�/3
�/

 =�E/D� :����	
�
<�??
� ,��I�J)?
�

� !�−��$!�−��−��−��−�

IôFGódG á°Sóæg

Geometry of a Circle

���'�� �����
 �F�M5O -)�� �/��E%� ?�Qf(� gFO �� ����� ������� h)�*

 ,�.9� _��0� �9/&5 �'E�� ,� ij�� � k��)F� D�/<�"��� d�&5
 P'��E9�� _.$O ga ��l�#/!� �9����� + � kWC$ �'��'*�

 ,������� >� _.��� g/���)�� '/����O� P'
�E8��� P'"�����
 �'���� m'M� '&�* �"��$ ��
 �knn
 gl�5���Z Dd�op

 �"���L � k�'M�� ,J�'�(�� q/��n;�� '&�* � k��'
O� ,�WnQ��
 �� r
�H YZ N���� ����O� J�'�(�� q/��n;�� � kU"O '&�*
 �� gF(�� ��9&$ P'E8��� b'����� �E"#�� g/���* + s��


 D��&U�� �� �
���� + D�/<�"��� d�&5 _tf �� 'F q�\
 �M/6�� �������� >&U��� �I�6�� ������� ]
�Qp ,��������

 ,u���L Wv -5���� u���L -5��� �H'" , k�C.p �>&U.�
 w���� u���L w��� ,u���L Wv w�x� u���L w�x

��� u���L Wv

 ���! �/H��� ����L
 B&C.&�

J yH
�/&��L �I�z ����L

B&C.&� ���! �/H��� ����LB&C.&� ���! �/H��� ����L

J

W��O ����L �O
>0)�� U��E�� ����L

yH
�O#"� �'4=��� ���/	
�/ �'#K�	
� ����	
�

:B&C.� �I�6�� ������� �O B&C� �/&����� ������� IOK
Inscribed Circle of a triangle

 P'Q"� ,7&��L �� B&C�� N�<O M, ����L h$O -F



@{

@@

 �MJU  	
_  ��I�J)?
�  =�E/D�  3'?)E
 ��AM�� ����	
� g=�K /5 ����	
� PK��
 x
Q?G ��Y��345 ,��I5 ['� F��E ��	(%
 w)?#�E �% ]�	^)��� ��AM�
� 89� ���G7
 ��"#"?
�/ �J��M)?
� ��"#"?
� [_ � TJ���
 �Yl�)QE j�� S)
� j=��?
� ��Y��a)?
�
 S� �	G	_ ��J'lME �Y
 �	��
� 89� [%
 ��	
Y
�/ ,�G=�?�?
� ��	
Y
�/ ,�G��)
�

��H�()?
� =��
�/ ,�'U	?
�

∂JÉeƒ∏©e ≈dEG ∞°VCG
 (áÑ°ùàμªdG á≤HÉ°ùdG ±QÉ©ªdG) ¿B’G âfCG øjCG

•  ��Y)���%/ ����� F'(% ���G7 >?#�E
•   w��aE/ ��c�
)?
� �W�
�
� ����K/ ��"#"?
� q��ME ��lN7 >?#�E 

�O#"?
� S� �3'??
� VMJ
� i��/ ��"#"?
�
•  �L=���"'� �G�RU �Y
%/ ,�G/�3
� X��A O#"?
� ����K >?#�E

?º∏©àJ ±ƒ°S GPÉe
•   �MJ
� =�?
� ����	
� �MA v�U/ <�??
� ['� �AM�
� ]	^)�E j�� 

�P���?
� P(
 <�?)
�
•  ��'E�'� P���% P� S� �	��/ �MJU [% ['��?% ['� �AM�
� ]	^)�E j��
•   P(
 �G3H�?
�  �G�/3
�/ <��AD�/ �J��M)?
�  =�E/D� ]	^)�E j�� 

�����	
� S� P���%
•   3H�?� �?E S)
� �?'J)�?
� VMJ
�/ ��?'J)�?
� ����K j��)E j�� 

�����	
� 3H�?� �?E . S)
�/ ����	
�
•   �H�)a?
� �'M'(?
� �G/�3
�/ �G3H�?
� �G/�3
� ['� �AM�
� j��)E j�� 

�w��U <�J
� S�
•  ��Y'�#h ['� =��(?
� <�J
�/ �'��??
� �G/�3
� ['� �AM�
� j��)E j��
•   <�J
�/ �'M'(?
� �G/�3
�/ �'��??
� �G/�3
� ['� �% �AM�
� j��)E j�� 

��?Y
'� ��)a?
�
•  �VMJ
� ,�I/ <�??
� ,�I ['� �AM�
�/ ����	
� S� ['�I�J)% [G�E/ ['� �AM�
� j��)E j�� 
•  �f���	
� S_���
� PQa
� ����K j��)E j��

á«°SÉ°SC’G äÉë∏£°üªdG
\�)G/�p − f���� S_��= − VI�J
� − ��I�J)% =�E/5 − �'M'(% �G/�p − �G3H�% �G/�p − <��A5 − =�E/5 − ����	
� <�?%

�\�)#%�Q)% \�)G/�p − \�)#��J)%

IóMƒdG
á°SOÉ°ùdG

�	��
� `/�%
:≥«Ñ£àdG ∫ƒM l á∏Ä°SCG

 �E"#�� g/���*� b'���� ?��E)* `�6�O d��HZ 45 J�M�� >of
,I��� M��E$� >��'H� �'�
� ����OK �"����� ���E%��

 |��
O� ������� ��L 45 #/$:�� ga ,`�6�c� sSF }�5�
�������� �� ��'
(�� �������

�q'lM)
� ,�� �#r�5� ����47

PWD� �MJU

$MM
� P?_ [% qJ�

º««≤àdG ºq∏°S
 D���/��� �����E)�� �h�� P�'�(� ���/
L b'����

�~<�� �"��)�� ��6/6j
��

 �� YZ ����E)�� �h�� P�'�(� ���/
L b'���� g���
�?'n�� �"��)�� �D���/��� + �&/&
 d�M�O ���

��

 �� YZ ����E)�� �)F�� P'�(� ���/
L b'���� ���
 YZ �H�6� �"��)�� �D���/��� + ��"�5 d�M�O ���

�D�"��*

��

��L�5Z YZ �H�6�� ��
�
 N���� ��E5 g��� ��



@�

@�

 ��! ,�"%
 PQa
� �G���� ��'lH ��MA s
7 ���h1�� �'�3K ��4 [% ��'{W � T�MA =�N� X
�_ 	4/ :=�Ne� X#_
 ,�I/ 3H�% ���G�� x
�/ ,���
� X'%�E ���_1 X
��
� �	_��% V'M)�E v'H ����
� ���� [%

?��'lQ
� �G���	
� ��MJ
� �MA v�U
:P(
�

��G���	
� ���
� ���� [% 034 :��'M�?
�
����MA v�U ,�I/ ����	
� 3H�% ���G7 :$�#M?
�

����
� ���� [% � T034 P"?E S)
�/ �%���?
� ����	
� <�A s#_ }4 ,$ ,  U�JU � 9KmU :P?�
�
�/ �MJU S� \��I�J)G \�9#
� , }4 $ , $  [% PQ
 � T=�(% X��U

$  =�(% , /    :\���l
�
��! / = $/    

}4 $ =�(%  \ /    
J

yH

�

?

P     ��! }4/ = $/    
�����	
� 3H�% S� / �MJ

� \5 b)
)�U ��! ,��! [%

�����	
� �MA v�U ,�I = / ,�I  
P(E \5 ,/��

��G/�3
� X��A O#"?� �M'(?
� ����	
� 3H�% 	G	(E/ ��! �G�RU \���� ��lN1 ��! ,�"% S� q���
� ]�Y�?
� ]	^)��  �

}4
$

       g�)
)��
yH J  J  ,_���.�� _Q;�� -p

�yH J �&5 � i"L'.5  �M�E��� �." yH  g/�)0.�� PO }�8�
Iº@�e = IyHK  + IJK K º@�e �� �n$O yH J  �"��V D���/
 N'.o� ~n�"

º@�e = B&C.�� �"��V D���/
 N'.o� :�"��E�� >� �
�E)" �SF�
�yH J �&5 � i"L'.5 M/� yH   

�]�#�?
� X'J)�?
� s#_ f��?_/ �MJ

� 89Y� �?G 	'�/ X'J)�% 	4�G X'J)�% g=�K �MJU [% :� g�)
)��
�IJ �&5 �nME* c yHK g/�)0.�� �&5 yH �M�E�� ><'� P�$ �.9� yH  > J  ,yH J  -p 7
O ��c

�f��?�
� 	�l
� �� X'J)�%/ �MJU ['� 	�� ��A5 :� g�)
)��
��n$O yH  ?'I ~njO g/�)0.�� �&5 J �5 yH D��)�� �.&$

@�

IôFGódG

The Circle

( ) 1-6

?X#�E P�
��&/�C�� d�/f(� �H��L� J'n6�� �6I� s�/.�� �U� �
�'M�(�� Jc���� P'��
(� b��)�� �b���� SE� ������� ]p� �5

 g9
O �)� ,��M�� ����L �F�6* ��
� ���0� u��0* 7)��0� >��� d�;
Z uO ,������� >/��* ���0� �E5��8�� m�I ��� -p
����0.�� sSF _� ?'� � k��QpO �'��)
�

 P�E"L�p -
�.�(� -<�"��� g����� ]naO ���E5 @��� b���� �)� �&"'I ��.� D�/<�"��� -p �/C��n�� ���0.�� sSF ]&tf
�d�;
�� �SF ���6)�� P���E/� P'p

 z/��)E \5 [Q?G P�
 0�A=3
� VA�
� �����%

 VA�
� �����% V%
?0��?(
�

  

L P
�M
 ��
��.�

��.)�� �M�


��.)�� �M
 ��

 �"��V

�"#$��

 �"��V
�/M/6�

�M


�*�

J
�

yH

?
b

 ����	
� vG��E
 �M�
 �5 �9E� _$ ��n* -)�� �')0.�� U��
 �5'.o� -F �������

��k)��a � k��� �')0.�� -p b �)��a
 ��
 ?'I ]��C�� ��n�� �.0"� ����	
� 3H�% �)��C�� �M�E�� �.0*

�  #����� �L�5 7/�Z #��"� �M���

 ��	��/ ����� �Y� �?E �	��/ �%�J)�� s#_ >�'
 U�JU LMN PH
��! �G�RU

IôFGódG ( )  :1-6
IôFGódG ¢SÉ‡ (Ü)  

j�	�D�  �
 •�������� 45 �L'H'� �M�
 �� � i��! g��"
 • ���� ������� �M
 ��
� ���� �� �
���� �H'"

�_��0�� _� + �9���)0"� ��)�� �M�E�
 • ������� ���� �M�
 �� ���! �� �
���� �H'"

�_��0�� _� + �9���)0"�
�	G	�� X'�����/ �������  �

 − ��)�� �M�
 − �/��! ��M
 − ��! N��f − �����&� ��!
���)�� �M
 ��


P����
�/ ��/�D�  �
 U���Z V�9H − J'��� − �&�E� − ��H�p − ��M0�

�IData showK
	'Y?)
�  �

:$MM
� ,m��
 • ?�F�M
 ��
 ?�F�M
 ?������� | ����* �/$
 • g� �A = J  B/� ,yH J  B&C�� _F

?�"��#�� g��
 'F g� �{ = yH  ,g� � = yH J  
 •?-5����� _Q;�� + �"��#�� ��/
 N'.� ��
 •?�"��#�� ��E� ��
 •?B&C�� + �/&����� �"��#�� D�8�E� >I��* �M�
 �/j�� ��

�G=	)
�  u
� k���)0� J�60
c� �/&.5 ?�� �� J�M&� ~ �<�

 �M
 ��
 PO �/$ �"��#�� g��
 I�i/Q/)��� �OK �i/n;� �kC&C�
 �M�
 �E5 ��! 'F uS�� g/�)0�� >� � k����)� P'Q" �������

 �I� �"��
K ������� 45 �L'H'�
 �5 ��Qp -M�" �Q�� �i/.&5 �k
�F�� M/� �SF PO gFh�O

 �9�I��* �M�
 + �M��� ��
� ���� �� �
���� sSF
 45 �.)�" I�K �"��E�� + P�Fh�� PO g% � �$O �������� 45

 ���n�� Wv P�Fh��� sL��Z J'&M� 'F �� �'Q�� }�:p�
 :^" �$ 'F� �IIndirect ProofK



@�

@{

��! ,�"%
�/ ��3H�% S)
� ����	#
 \���?% \ ]  , , ] P��J?
� PQa
� S�

�\ ] , �G/�3
� <�'A 	4/5
:P(
�

�/ ��3H�% S)
� ����	#
 \���?%  \ ] ,  , ] :��'M�?
�
\ ] , �G/�3
� <�'A ���G7 :$�#M?
�

:\���l
�

/

\

°��� °<

,

]     <�?% , ]  
<�?)
� �MA v�U ,/  

°&+ = �/,]!   
�G�RU   °&+ = �/\]!  :P"?
��/

S_��= PQn / \ ] ,
°��+ = �/!  + � ] !  + �\!  + �,!   

iG��)
��   °��+ = °��� + °< + °&+ + °&+
F'�l)
��   °��+ = °< + °�&�   

°�� = °<  
°�� = �\ ] ,!     

P(E \5 ,/��
�/ ��3H�% S)
� ����	#
 <�?% �  ,P��J?
� PQa
� S�  �

/
°��

°<
�

    �°< �?'A 	4/5  

»JÉ«M ≥«Ñ£J  ��! ,�"%
 ��4�=	
� f=�I7 FM^?
� P"?G

�[G=�I1� [G9� f=�(% ['� ����?
� }4� 	4/5
�X� &� = $  , X� �+ = }4 $ , X� �� = �  \�H ��7

@A

IôFGódG ¢SÉªe

Tangent of the Circle

(Ü) 1-6

º∏©àJ ±ƒ°S

•   ['�  �AM�
�  ]�	^)�� 
 �MA  v�U/  <�??
�
 �MJ
�  =�?
�  ����	
�

<�?)
�
•   ['�  �AM�
�  ]�	^)�� 

 �	��/ �MJU [% ['��?%
����	
� g=�K

 SU/��E P?_
•  

�

L

 �� �F#$�� ����L g��� ��H�8�� b��)��
•   ������� >� >I��)" � k./�)0� g��� ������� ���� L �M�
 �� 

�  �Q)�� F�p ����� �M�
 -p
•  � � ��M��� g���

?� L �"��#�� ��/
 ��  �
�_�8�� -p q���V ���)E� q)o/)
 P��
  �

 �M
 ��
� ����� �M�
 -p ������� >M�" uS�� g/�)0.�� �/� �
���� ?'� �kE/.�* ><  �
��M�E�� sSF -p ��.�� �������

��	��/ �MJU S� ����	
� V% VI�J)G f�)�?
� S� X'J)�% �� ����	#
 <�??
�

/
�

 �<�?)
� �MJU s?�E VI�J)
� �MJU
�<�?% �

�<�?% `��n �
�'��?% ��MA �

<�?)
� �MA v�U /

�<�?)
� �MA v�U s#_ f��?_ <�??
�
�MJ
� v�U V% � T	%��)% \�QG wU�� ,����	
 � ���?% X'J)�% \�H ��7

�<�?)
� �MJ
� =�?
�/ �

 � �   /     \5 f5

��! �G�RU

, -p �����&� ��.� P g/�)0.�� ,� �F#$�� ����L :sM�?
�

� �

P

?

 ���.)�� �M
 ��
  �
PO D�naZ :$�#M?
�

� ⊥ P g/�)0.��
:\���l
�

 ,MQ��� }�8E� :� ��M��
 � k����)� M/� P g/�)0�� PO uO

� � >�
��
�E* YZ �E&j'" }�:pc� �SF PO ]nC
 |'�

 �H'* 7
�p ,P g/�)0�� >� �����)� � �Q* X �\Z :� ��M��
 �P g/�)0�� >� �����)� ���O �./�)0� ��M


° e = I ?�K  PO uO ,� + ������� >M�* ,?� �Q)��
? � + � = ? � + �� = ?�  ∴

� < ?�  ∴
�}�8�� �
�E" �SF� ? �"��#�� g��
 ?� B&C.&� �*� � �Q��

 'F � >� � k����)� M/� P g/�)0�� PO }�:pc� :� ��M��
�~/6j � ⊥ P g/�)0�� P�p ¡�)���� ��M� }�:p�

 ,]��a = � b B/6� u')0�� + b ]$�¢ �\Z ,I�K ?�C�� +
�Wt)" c ]��a b �"��#�� ��/
 P�p

 �./�)0�� U'M2� g9p 45 J�M�� �5�� ,I�K ?�C�� +
 �_£� L��� ]���)�� -)��� ,g���� + �/p�<��
�_/M)0� 'F yF J  L ,�*����&� �:;� ��! J

 D�d�;
�� >� �/5'<'.� k���L _���)�� 45 J�M�� >of
 �
L + �/¤O �� �% �� ��H�8��� ��M0�� b���)��� �/��E%�

� k�n�)0� g%�5O
 + �, -)��� �� ����L 45 D����� L�5 �� :J�M�� ?���

?�E/�� �M�

 Fn*�� D����� L�5 PO ��Qp YZ ?'j'�� 45 gF�5��

�������� YZ �n0E��� �M�E�� >
'.�
 �\Z �E/� ,�EQ! D���! �p ������� _��L �M�E�� ]
�$ �\Z

 �Q." �Q�� ,���� ��! ��E9p ������� 45 �M�E�� ]
�$
 q�\ g �5L �������� ���� �M�
 �� �����&� ���! g��

���'n0�� 45 b'���



@�

&

  : ¥uL�/�� ��"��)��   : ¥u�o%� ��"��)��¦P §�,
@−�

����	
� <�B
Tangent of The Circle

 �'���5 [G=��  �_�?���
.    .         ( - )  

��! ��!

<

°��
<

°

.           ( - )  
��! ��!

u
/

�u
�� �

/
�+

�

.( )    ( )        ( - )  
��! �u!

@�

´hô°ûe
 �E5 �����&� � i��.� ¨;
O ��M0.��� ��H�8�� � k���)0� �������� �&5 �M�
  ,� �F#$�� ����L

:s
/D� �JG�M
�
l/

/

í

//

$

í

/

$

L�6
 ga  � �Q/�� �M
 ��
 g��

�  -p  � �M�E&� ��Q�
� l�

�n$O �6)8� �/�'
 l� ,� �� g��

�J -p P��'��� >I��)" ,  ��

�J ,  �/)M�E��� ��.�� g/�)0.�� g��

������&� ��.� �&5 _�6Ep

:�'U�"
� �JG�M
�

/

�$�
/

�
/

� $

� �Q/�� �M
 ��
 g��

 �E5 ��H�8�� �� #$�


 >M�" � k�'
 g��
 � u��0* �6)8��
� = L  P'Q/p L -p �������

 � �M�E&� ��Q�
� J �M�E�� L�6
 
L -p

 ,J �/)M�E��� ��.�� g/�)0.�� g��

������&� ��.� �&5 _�6Ep

:qJ(E
������&� ��.� J  PO ]naO ,�/)�"�M�� �� _$ -p

@�

:P(
�
:��'M�?
�

X� �+ =  ,}4 ��3H�% �����
X� �� =  ,� ��3H�% �����

X� &� = $  ,['E���	#
 <�?% $

$

X�
 ��X�
 �+

X� &�

}4
}� �   �[G=�I1� f=�(% ['� }4 � ����?
� ���G7 :$�#M?
�

�$ }4  }�� X��U :P?�
�
?���?
 $   $ }4 , $   � :\���l
�

�P'M)�% }� $ � PQa
�    
}� S� �G/�3
� X��A }4 }� � O#"?
�

:L=���"'� �G�RU q'lM)�
:áeƒ∏©e

 =�(?
�  ��  =�I1�  =�(%
�=�I1� w
�� =/	G f9
�       ��}4 }�! + ��}��! = ��}4�!

& ��+ = ���! + ��&�! = ��}4�!
�l��(
� �
e� ]�	^)���   &����  }4�

��TlG�JE X� &��� f/��E [G=�I1� f=�(% ['� ����?
�
P(E \5 ,/��

$

}�

}4

\
   �o=�
� P?�% S� [')U��M�D � T�MJ% P��J?
� PQa
� P"?G  �

[')��?)% \�E���	
� >U�H ��7 }4 $ ,�I 	4/5  
��'E�)
� s#_ X� �+ ,X� u+ �?YG�MA v�U ,�I/  

S?)
E S)
� w)G�YU 	
_ ����� �MA v�U s#_ f��?�
� X'J)�?
�
��MJ

� 89� 	
_ ����	
� 89Y
 � T��?% \�QG ����	
� s
7

��! �G�RU

/

}4

] }4 	
_ ����	#
 <�?% ]

 �"��E�� + _£� ��"�I J�M�� >� ©
�
 IAK ?�C��� d�n�� _n

 + P�).��
 P�)"��V �H'" 7
O }�:p� 45 �.)�* B/� I�K

��M� �SF� ���� B&C�
 g/�)0�� �� >I��* -)M�
 L'H� }�8E� I�K �"��E�� D�na�

�P�)�nME� �)M�E�� PO �Fh
 ga �  �F#$�� -)�� �������� b
�������� YZ -.)E* yH �M�E�� , yH� >� ����)� b g/�)0�� :sM���

������&� ��! b g/�)0�� PO D�naZ :$�#M��
 g/�)0�� �� @yH ,yH >I��* -)M�
 L'H� }�8E� :\���
�

�
IPK

yH@yHb

 �Ig/�)0�� 45 �M�
 K ��������
 �"��#�� ���
 @yH� , yH� P�C&C��

�@yH ,yH +
 ,P�).��
 P�)"��V 7/p @yH yH �Δ
 @yH ]�nM
� �\Z cZ �Q." c �SF

������ �M�
 + ������� >M�" b g/�)0�� 7E�� yH 45
������&� ��! b g/�)0��   ∴

 B&C� b���)�� ��Qp J�M�� ��� m�M" �
 ,IAK ?�C�� +
 YZ �O ������&� ��! ? b PO �� ��6)&� I�"��#�� g��
K -n;�
�º e �� �kn"�
 �"��#�� ��/
 P�$ �\Z �n��E� Wv ��"�M�� sSF PO



@ 

@�

��! ,�"%
�X� �u = ] \ , X� �� = ] , , X� � = , \ ,P��J?
� PQa
� S�

�\ ��3H�% S)
� ����	#
 <�?% , ] \5 >lN5
:P(
�

X� �� = , ] , X� �u = ] \ , X� � = , \ :��'M�?
�
\ ��3H�% S)
� ����	#
 � ���?% , ] \5 ��lN7 :$�#M?
�

L=���"'� �G�RU �Q_ ]�	^)��� :\���l
�
\ X� �u

X� ��
b

X� �
,     ��] \! =? ��] ,! + ��, \!

iG��)
��  ���u! =? ����! + ���!
F'�l)
��  ��u = ��u   

�, S� X��A \ , ] O#"?
� \5 b)
)�U
, \  , ]  

?

P
b

   �G�RU  �, �MJ

� S� ����	#
 <�?% , ]  
P(E \5 ,/��

 ,� = ] \ , � = ] , , � = , \ \�H ��7 ,P��J?
� PQa
� S�  �
�x)��47 � ��� ?����	#
 <�?% , ] PY�  

 �u! ,�"%
�'E�)
� s#_ ��=�MA5 ���/� j��U5 ��   ,��   ,��   ,�� P��J?
� PQa
� S�

 � }�   , }� }4   ,}4 $   ,$@L

AL
�L

�L
J

yH

yF

   x)��47 � ���/ ,���/	
� j��UD ����??
� � t	�
:P(
�

:��'M�?
�
�'E�)
� s#_ ��=�MA5 ���/� j��U5 ��   ,��   ,��   ,��

� }�  , }� }4  , }4 $  , $
:$�#M?
�

����41� �'��E V% ���/	
� j��UD ����??
� 	G	(E

�+

.    .    ( )  
X� ��

X� &

X� �

X� �

 ��!

.    .   }4 $ ( - )  
�&! ��!

$

��

u

}4

<

X� �u

X� &
}4

<
<

$

��b , @b �ª#$�� �*���L _Q;�� ��n" : tf	()
�  ��+!
��b �F#$�� -)�� �����&� P�)��! �D �b , �D �b  

�@b �F#$�� -)�� �����&� P�)��! �? �b , �? �b  
@�

��

�]@]

@,

�,
 ��? �? «« �D �D PO ]naO  

 
 
 
 

b �F#$�� -)�� ������� M, L J : tf	()
�  ���!

$�

�
]  �g� @� = b J , g� @{ = L J  

 �������� �M
 ��
 ?'I �H�O  � 5 !  
 �L � J B&C�� ���0� �H�O  IJK  

*

*

 �M
 ��
 �� �
���� L��Z g9/�Z r&I� ,I�K ?�C�� +
�N�<(� ���M)� B&C� ���� + B&C�� >&< ?'I� �������

: k�C�
 + IyH  bK ���0� + Ib J K ���0� = yH J  B&C�� ���0�

Ib yH JK ���0�

JyH

b

 × yH  × @� +  × yH J × @� +  × J  × @� = B&C�� ���0�
yH J  F/z ×  × @� = B&C�� ���0�

? 7�&< ?'I uS�� N�<(� ���M)�� B&C�� ���� +�
�F

�  × �? × @� = �e �H × �? × @� = B&C�� ���0�
�F?

�  =  7E�� ? � ×  × @� = B&C�� ���0� � kU"O
@ 

:\���l
�
�� ����	
� v�

 �MA $  , sM�% $   }4:Ió«Øe áeƒ∏©e

 � ���?% \�QG ����	
 <�??
�
 f9
�  ����	
�  89�  v�



�<�?)
� �MJU f�(G
      ��� ����	
� v�

 <�?%  }4  

�� ����	
� v�

 �MA }� , sM�% }�  }� }4 x
9H
�� ����	
� v�

 <�?% }� }4  

��� ����	
� v�

 <�?%  }4 }�  \5 ��lN7 [Q?G x
9H �� ����	
� v�

 <�?% }�  \5 ��lN7 [Q?G P"?
��/
��� ����	
� v�

 <�?%  }4 $ x
9H

P(E \5 ,/��
:S
�)
� �

� P?H5  u

}4

$

�

   ����� O#"?
� </~�� �?E S)
� ����	#
 <�?% �����  

�\�)J��M)% �Y4=�K �MJU [% \�)%���?
�/ ����	
 \�)��??
� \�)�MJ
�

/

}4

$      $ }4  $

��! �G�RU

:��'M�?
�
�� �F#$�� ����L

�������� �&5 P�)M�
 yH ,
������&� P���.� yH J ,  J  B/� ������� ���� �M�
 J

� yH J ,  J ���M* D�naZ :$�#M?
�
�J� , yH� , � g��
 :P?�
�



�e

�e

:\���l
�
� yH  J yH  ��.)�� �M
 ��
 � yH  , �����&� ��.� J yH  

�G�RU   yH �"��#�� g��
 J yH� B&C.��

yH

J �  L=���"'� �G�RU  �  − �IJ�KF = yH J
 �"��#�� g��
 J � B&C.�� _C.����

�  − �IJ�KF = J
J = yH J  

:�K� \����
 :� yH J , �  J �/C&C.�� -p

��)a% V#h   � J = � J
�G�RU  ° e = I� yHJK  = I� JK

 = yH� = �
?���?
  � yH JΔ  � JΔ  

yH J =  J   ����M)� ��¬�E).�� N�<(�  

��! ,�"%}4X� �+X� �u

X� �

�?

�?
@?

/

$

   �}4 $  O#"?
� F'(% 	4/5 ,P��J?
� PQa
� S�
:P(
�

:��'M�?
�
/ ��3H�% �����

X� � = �, $ O'� �, S� ����	#
 <�?%    $
��, S� ����	#
 <�?%   }4 $

�X��u = �,  ,X��+ = �, }4 O'� �, S� ����	#
 <�?%    }4
�}4 $  O#"?
� F'(% ���G7 :$�#M?
�

:\���l
�
�G�RU  X� �u = �,  = �,
�G�RU  X� �+ = �, }4 = �, }4
�G�RU  X� � = �, $ = �, $

��

 � tG3G3�E [G=�� $ �_�?���
°�+

<

$

}4

 �� �./
 �H�O ,�����&� ��! _����� _Q;�� + yH J g/�)0��  ��!

������&� ��! yH J g/�)0�� P�$ �\Z �� L ���  ��!�
��u

$
}4

��u

�I�H���K B&C.� �M/z �O I�&��LK B&C.� �I�z ������� ]
�$ �\Z �� L ���  ��!

�����L � YZ  �$:;� �M�
 �� �/��! >M
 A _Q;�� ��n"  ��!
� �­p  ?>��(� >M��� ?�'IO ?'� 7H�)E)�� qEQ." uS�� ��  

}�
� }4

$

  

°&��� <
X� �+

X� ��

�

$}4

 ������&� P���! L J , J  �u!
 �� �./
 �H�O  � 5 !  

 �L yH J -5����� _Q;�� F/z �H�O  �$!  
 �yH J �H�O  �}4!  

�@

}4 + }4 $ + $  = O#"?
� F'(%
�, + �, }4 + }4�, + �, $ + $�, + �,  =  

�� = �u + �+ + �+ + � + � + �u =  
�X� �� = O#"?
� F'(%

P(E \5 ,/��
,X� u+ = }4 $  O#"?
� F'(% \�H ��7 P��J?
� PQa
� S�  �

yH

g� �

g� @e

��

@�
��

J       �}4 $ ,�I 	4/m�  

��J���
� �G�R

� [% ['�#Z
� q��M)% }4 $Δ

}4$  �G/�3
� v�
% / $  �
}4 /   �G/�3
� v�
% $/  �

}4   $/  �

/

}4

$

�G�R

� b��)U

 ��! ,�"%
�� }�!  ,�}4� !  	4/5 ,P��J?
� PQa
� S�

yH

L yF

�

?
°�{    �����	#
 �MA �/ O'� ����	
� \��?E }� , , / , >U�H ��7

:P(
�
����	#
 <�?% }� ,

�G�RU   }�  }� ,  
°&+ = � }�,!

� �G�R
#
 ��')U   �}�,/! �G/�3
� v�
% }4 ,
°�u = �/, !  = �}�, !   

°�u = �°�u + °&+! − °��+ = �, }�!  w
%/
°�u = �/ ,!   

F��
�  �
 �� F����� �
���� P��$®" �9p I�K , I�K ���C�� ��
�

��H����� D�o5� �������
 ���O Dc�� + �E/� P�*������ >I��)* c ,s�5O ���C�� +

 �p�0�� P'Q* ���£� sSF +� I��:�� _C�K P�*������ >I��)*
��M��� -8�
 ¡'I N'.� �� �tjO �*������ u#$�� ��

�Y)���%/ ��A�)% 0�MK5  �
 �M�
 �� ��! �� �C$O L��Z �Q." 7
�� J�M�� ��� ��)�" �


�������� 45
 uL'.5 g/�)0� �H'" g/�)0� 45 �M�
 �� PO g% m��

 ���� ��! cZ �H'" c ¡�)���� �g/�)0�� �SF 45 F�p ����
�������� 45 �L'H'� �M�
 ��

X''J)
�  �
 �_¢ PO ?���� D���p >� P'&���)" gF� J�M�� >��* IOK

 g/F�8�� g¯��/)�� ��� �5 �6<�� ��Qp q/M�* �['$
������ �SF +  D���9���



�@

��

� �G�R
#
 � ��')U   �}� /! �G/�3
� v�
%  ,
<5�
�� \�)J��M)% \�)G/�p   °�u = �, /!  = �}4 �!

['�#Z
� q��M)%  }4� Δ     = }4  = �
��}4 !  = �}4� !

°u��u = °�u − °��+
�  = �}4� !

��}4 �!  + �}� ,! ! − °��+ = �� }�!
°u+ = °��+ − °��+ = �°�u + °�u! − °��+ =   

P(E \5 ,/��
<�?%  }4 $ ,����	#
 \���?% }� , , / , P��J?
� PQa
� S�  �

$/

}4

�

}�

,

  �['�#Z
� q��M)% }4 $ , O#"?
� \5 >lN5 ,� �MJ

� 	
_ ����	#
  

á«JÉ«M äÉ≤«Ñ£J ��! ,�"%yH

|

J     ��4�=� �=�I7! $./� P��J?
� X��
� P"?G
$

yH

  �j  = }4 $ \5 [���
:P(
�

�}4 $ s#_ \�G��?_ $ f , }4/
 j s#_ \�G��?_  f , j/

|  = }4 $ \5 ��lN7 :$�#M?
�
:P?�
�yF

yH

|

�u

J

  �}� S� ��I�J)G s)�  j , $ }4 	?U
:\���l
�

sM�%  }4 $  $ f , }4 $  }4/  
�G�RU  ['E���	#
 ��)a% <�?%  | P"?
��/     ['E���	#
 ��)a% <�?% }4 $  
�G�RU   j }� = }4 }�     / ��3H�% S)
� ����	#
 \�)��?% \�)�MA j }� , }4 }�

 }� = $ }�     f ��3H�% S)
� ����	#
 \�)��?% \�)�MA  }� , $ }� x
9H

VG� =�l)K�
 �\Z ������&� ��! J  g�� ����L ����  �M�
 ��  �

 #$���  �� ��n�� �H��p g� { =  ,g� @� = J  P�$
X� ��  ��������

 J ««  L yH  g��� ��% ��! J  g��� ga ����L g���  �
�q&.5 D�'M� ��� �� kU"O �����&� ��!   L yH  P'Q* B/6�

 VMJG  J  �_ f��?_ T-'J)�% X��U ����	
� 3H�% [%
�  J  fp��G T-'J)�% X��U }� [% �}� ; ����	
�

,�#�/ ����47  &
��/��E P?_�

�����41� v#)� 	A   �   ,  �  ,  �

��

.∫  = (�)       }4  ( - )  
�IAK  �H�O  ��!

$�

}4

]

�
�

�

�� �/�'&�.� �A!  �H��p , � = �@!  P�$ �\Z  ��!
<  

:    ( - )  

�

$

}4

º��� <
  = � P�p  ������&� P���! yHL  , JL  P�$ �\Z  ��!

º@@A � � !  º�� �}4!  º{� �$!  º�� � 5 !  

$

}4
�

<
°u�

  = � P�p  ������&� ��! JL  P�$ �\Z  �&!
ºAe � � !  º�A �}4!  º�� �$!  º�� � 5 !   

$

}4
&

� <

�
  = � P�p  ������&� ��! JL  P�$ �\Z  ��+!

@� � � !  @{ �}4!    �$!  � � 5 !   

$
}4

��
�<

  = � P�p  ������&� ��! J yH  P�$ �\Z  ���!
{ � � !  A �}4!  � �$!  � � 5 !   

��

 [')
���?
� ��M�   }� − j }� = $ }� − }4 }�
�j  = }4 $

P(E \5 ,/��
�\�)J��M)% ['E���	
� \5 ���� q���
� ,�"?
� [%  �

 � j  V% $ }4 VI�J)G X
 ��7 j  = }4 $ \5 >lN5  

 �Inscribed Circle of a Triangle!   ��#K�	
�! O#"?� �I�(?
� ����	
�
�_����� �� �a�C�� B&C.�� N�<( ���.� ����L -F

�Circum Center B&C.&� �/&����� �"��#�� D�8�E� -
�* �M�
 'F ������� sSF #$��

:� �Q�
?���?
  �P����M)� �?�  ,@?�  P�C&C.��

 �� �?!  = �� @?!
�  �"��#�� ��E� �

�r/*�)�� �&5  yH ,J �"��#&� ��E� yH�   , J� �� i�$ PO �908
 ��"�M��� ]naO

 �Circumscribed Circle of a Triangle!   ��4=�^
�! O#"?
 �M'(?
� ����	
�

�
J yH

 ��a�C�� B&C.�� ��±�� �.* ����L -F
 D�8�E.�� -
�* �M�
K B&C.�� N�<( �a�C�� ���6.�� -
�* �M�
 'F ������� sSF #$��

�IB&C.�� N�<( �"L'.���

:� �Q�
?���?
  yH� = J�
?���?
  � = J�

?�)E)0* �\��

yH

�?

�?

@?
�

J



��

}4

$  �P� \5 ,/���
 �G/�3
� X��J
� }4 $  O#"�� ;  �
 $   V#Z#
  f��?�
�  v�
��   
 v�
��/  ,  }4  $  v�)
?�  �?G
 v�)
?� �?G }4  V#Z#
 f��?�
�
 �� }4 $ v�)
% \�Q'�  }4 $

�}4 $  O#"�� </~�� �� S)
� ����	
� 3H�%
�ºu� = º< ,º�� − º&+ = º<  �

&+ = �+ + u+ = �  + �  =  \  �
�+++ F = ���+ − u+! − ��&+! F = }� \ = }4 $  

�X� �&��� 
�� = �� = ��] \!  �

�u = �� + �� = ��] ,! + ��, \!  
 �'
 , \ ] O#"�� �9
 ,��] ,! + ��, \! ≠ ��] \!  

�, ; ����	#
 � ���B �'
  , ]  w
%/ �, ; T-��A
�� }4 $ O#"�� </~�� �� S)
� ����	#
 <�B   $  u

X� �+ = �<  = �<  �
X� � = �< $ = �< $  

�< }4� + �+ + �� = u+  
X� � = �< }4 f5 �� = �< }4�  

�u = � + � = $ }4 ,�I \�Q'�  
�X��u = $ }4  

}4 $ , O#"�� ;  �
}4 $ ⊥ � ,      }4 $ ⊥ ,  

}4, $ �G/�3
� v�
% ,  
�}4 , = $ ,! ��#Z
� q��M)% }4 $ , O#"��    

�A

:��! S('h�E �G=	E

X� � ���MA v�U ,�I , / ��3H�% �����  aU5 �°�+ �Y��'A �G/�p }4 $
� }4 $ , $ �G/�3
� S_��a
 ���?% \�QE O'(�

:P(
�

]

f

$ }� \ }4

�
/

?

 °�+ = �}4$ !   :��'M�?
�
 X� � = ���MA v�U ,�I ,/ ��3H�% ����� 0�aU7 :$�#M?
�

�G/�3
� S_��a
 ���?% \�QE O'(�
  $ s#_ �G��?_ , ] X��U  $ s
7 S?)
E ] �MJU [% :P?�
�

   $ ¡¡ }� , X��U , [% �X� � �Y
�I
 }4 $ s#_ �G��?_ � \ X��U }4 $ s
7 S?)
E \ �MJU [%

�X� � � TZG5 �Y
�I
}4 $ ¡¡ f � X��U � [%

�����	
� 3H�% S�/   �{/} = f �   }� ,
�X� � ���MA v�U ,�I/ / ��3H�% S)
� ����	
� X��U

:��! �G=	E

 v�U ,�I ,/ ��3H�% �����  aU5 �°�u �Y��'A �G/�p }4 $
�}4 $ ,  $ �G/�3
� S_��a
 ���?% \�QE O'(� X� � ���MA

:P(
�

PQa
� j  ,  $ }4  VI�JE ]	_ �
�� ;  �
 �?G f9
� X'J)��� ��/ PN�� FK w
 j }4 $

��E���	
� f3H�?�
,}4 �� j PN�� ,$ ��  PN��  

j  = }4 $    
�� �G=	E�

\5 o=�� V% S('h�E �G=	E ; P?�
� = t�QG
 �� }4 $  �G/�3
� <�'A/ X� � = � \ ,X� � = , ]

�º�u



��

��

L yH  J  :��'M�?
�  �
L yH  J  PO D�naZ :$�#M?
�  

:\���l
�  
?���?
   �L � yHΔ  J� Δ   L yH  J  
?���?
    IL � yHK  = IJ � K    

 LyF = ? P'
���� b���)���  
��M��� ��
 ?'I × IP�"L�����K �"#$�.�� �"��#�� ��/
 = �'��� ?'I  

�L yH  J  PO �)E)0
  
L yH  J  :��'M�?
�  �

IL � yHK  = IJ � K  :$�#M?
�  
L yH  J  :\���l
�  

L yH  ?'I = J  ?'I   

 s#_ �?�J
��    × IL � yHK  =  × IJ � K
IL � yHK  = IJ � K

��! ,�"%$

/ }4

�

, j
  ?b)
)�E ���% �j �   }4 $ ,\�)J��M)% \�E���	
� P��J?
� PQa
� S�

:P(
�
�J���
� �G�R

� ]�	^)���

�� , j!  = �$ / }4!
j �  }4 $

P(E \5 ,/��
?b)
)�E ���?� , j�  }4 $ \�H ��7 ,8M_5 X��
� S�  �

¢SGƒbC’Gh QÉJhC’G :2-6

j�	�D�  �
 • �"��#��� ��'
(�� ����M)�� ��*�(� �� F��"

�����M)� ����L 45 �O ����L 45 �"#$���
 • #$�� + �, -)�� �./�)0�� U'M2� 3���� |��)"

��������
�	G	�� X'�����/ �������  �

 ��E� − �"#$�� �"��V − �M
 ��
 − �M
 − �*� − �'

��M�')� ��M
 − �"��V ��E� − uL'.5

P����
�/ ��/�D�  �
 U���Z V�9H − J'��� − �&�E� − ��H�p − ��M0�

�IData showK
	'Y?)
�  �

:$MM
� ,m��
 •?�C&C� ���M* Dc�� -F ��
 • �O� �� b'���� L'.��� 'F �� ?�"��#�� ��E� 'F ��

 uL'.��� ��E�� 'F �� ?_����� >&U�� YZ B&C��
?B&C�� + �M�')�� ��M��� -F �� ?�./�)0� ��M��

 • ��/
� �F�M
 ��
 ��c�� ������� 45 �'
 ?'I ��
?P�"L����� �"#$��� 7)"��V

�G=	)
�  u
 �&�E��� ��H�8��� ��M0�� �'���)0" PO J�M�� YZ r&I�

 ����L _$ + �'.��"� ������� �� �L��)� �\�
 �'.�W�
 ?�'IO �'
���" ga ,��/��� -)"��0)� �)"#$�� �)"��V

 ���H'"  LyF = ? ��5���� b���)���� ,�&����� ��*�(�
 ��*�(� b���)�� � kU"O g9EQ." ��&����� ��'
(� ?�'IO

 �"#$��� �"��#�� P'0/�" �&�E�� �M��'� ga ,?'M�� �"��0)�
�I@K �"��
 g9p 45 q�\ gF�5�0" |'� ��&�����

I�K ,I�K �)"��E�� g9p + J�M�� �.�)" PO � i�H g9�� ��
 ������� #$�� �5 ��*�(� ��� �� �
���� P�L�¢ �)&��

�������� + �*� uO 45 uL'.��� ������� �M
 �
�5�
 ]�	^)��� ����	
� 3H�% ����% [Q?G v'H : $MM
� ,m��

 ��Gp��)% ¢� [G�E�
 f��?�
� v�
�� X��U ?=�E/D�
�����	
� 3H�% S� ���
�� VI�JE �MJU

�{

2-6
¢SGƒbC’Gh QÉJhC’G

Chords and Arcs

º∏©àJ ±ƒ°S

•   =�E/D�  ]�	^)�� 
 <��AD�/ �J��M)?
�

��G3H�?
� �G�/3
�/
•   U�M^
�  ����K 

 �?E  S)
�  �?'J)�?
�
�����	
� 3H�?�

 I�/��E9�� D��L(� b��)��K SU/��E P?_
�P�  b� _���.�� _Q;�� -p

]
\

$}4

�
/   ?���* �\�� �L yH , J  -�'I �/� P��
  �

?���* �\�� �L / yH ,J /  �/)"��#�� ��/
 �/� P��
  �
�P� < b� P'Q" B/6� _���.�� _Q;�� g�� �5O  5  �

�IL / yHK  ,IJ / K  ;L yH ,J  �/� P��
  $  
?���* �\��  }4  

�����L ��Z �F�p�I -.)E" �./�)0� ��M
 'F IChordK  �E�
��
/

}4  ��*'�� �S9� �¬�E.�� � }4  IArcK �'���� L yH �*'�� _���.�� _Q;�� ��/n"
��F��6* -)�� ��'
(�� ��*�(�� ����L -p �"#$�.�� �"��#�� �/� �
���� �&5 �/��)�� �"��E�� �'6.)*

:�J��M)% ���/� S� /5 ����� S�
��J��M)% =�E/5 �J��M)?
� �G3H�?
� �G�/3#
  �

��J��M)% � T���A5 P��JE �J��M)?
� =�E/D�  �
��J��M)% �G3H�% �G�/p �J��M)?
� <��A£
  �

��! �G�RU

��! �G�RU ��lN7

$

}4

�
/

    IL � yHK  = IJ � K  ,� �F#$�� ����L :��'M�?
�  �
�L yH  J  PO D�naZ :$�#M?
�  

:�.9/p L� yH , J�  P�C&C.�� :\���l
�  
 = yH� = �  
 = L� = J�  

sM�%   IL � yHK  = IJ � K  
I}� V �}K P����M)� P�C&C.��  

��c�
)?
� `MhD� q��ME   L yH  J  



�A

��

�������� #$�� �5 �.9E� _$ ����� �"�*� �/� �
���� �/��)�� �"��E�� ��/n*

�����	
� 3H�% [% �G/��)% ����5 s#_ ����� S� �J��M)?
� =�E/D�  �
��J��M)% \�QE ����� 3H�% [% �G/��)% ����5 s#_ S)
� =�E/D�  �

��! �G�RU

��! �G�RU ��lN7
�� }4  $  :��'M�?
�  �

$

}4

�
]

\

/
   �]/  \/ :$�#M?
�  

:\���l
�  
 = L� = J� = yH� = �  

sM�%    L yH = J  
�� �� ��!    L yH�   J �    

�L yH� B&C.�� ���0� = J � B&C.�� ���0�  
L yH × b�

�  = J  × P�
�    

L yH = J   
b� = P�   :á«ª∏Y áeƒ∏©e

 �	?_D� \�� \�"#"% q��ME ��7
 s
7  <5�
�  [%  �%���?
�
 \�QE  ��c�
?
�  �	_�J
�

��J��M)%

      �]/  \/ :��'M�?
�  �
�� }4  $  :$�#M?
�  

 :\���l
�  
�E// V#Z�    L b�   P�  

?�\�.�   L yH�   J �    
:PO �)E" ���M)�� ��  

L yH = J  

��

 ��! ,�"%

yH

L

@�³{
J

yFb
   �� t�� �� }4 ,�I 	4/5 , }� ] = $ ] �����	
� 3H�% ] [Q'
 P��J?
� PQa
� S�

:P(
�
:��'M�?
�

�����	
� S� \��E/  }4 , � }4
����u =  $ �    }4 v�)
% $

�$ ] = }� ] , � }4  }� ] O'� � }4  }�
�� }4 ,�I ���G7 :$�#M?
�

:\���l
�
sM�%  ���u = }4 $ = $

}4  = }4 $ + $
iG��)
��  }4  = �u

sM�%  $ ] = }� ]   
�G�RU  }4  = � }4  

iG��)
��  �u = � }4
P(E \5 ,/��

�/ ��3H�% �����  �
@� ��

@�
@�

�
�

    �x)��47 � t��/ ,P��J?
� PQa
� S� < �?'A 	4/5  

 ��.9� �/��EF ´�'� �*'�� �&5 uL'.��� ��E.&� ,������� -p

�w'��A [% �MH v�
G/ w��
G ����� S� �E/ s#_ f��?�
� �MJ
�  �
��E�
� �9� s#_ ��G��?_ \�QG ����� S� �� T�MA �'
! � T�E/ v�
G f9
� �MJ
�  �

�����	
� 3H�?� �?G ����� S� �E�
 v�
?
� ��?�
�  �

��! �G�RU

 ��% �¬�E* F� _Q;" ������� #$�� + ��� g/�)0� _$ PO YZ �O
�D��/nM)��� D�"��E�� ��� D�naZ + �/j�2� sSF �5�0* �


 • 45 L |, yH J P��'��� P'Q" PO �Q." ,I@K ?�C�� +
��l�\ �o/)E�� ��n*� ����� ����L

 • �*'��� ������� #$�� �� ��n�� |�5 �\Z ,I�K ?�C�� +
�~/6j MQ���� �*'�� ?'I �p��� >/M)0
 ,  �/�'&�.�

 I�K �"��E�� D�na� �L'H'�� ?'&£� J�M�� >� ©
�

:`�C�� Dc�£� + q�\�

:��! �G�R

�
J  ⊥ P ? ,�M
 P ? ,� �F#$�� ����L :��'M��� −�

,

$

\ ] /

 �������� + �*� J  B/�
�J b  b PO D�naZ :$�#M��

J P = P
J� , � _�
 :P?�
�

��&U�� ���M)� J �Δ :\���
�
J  ⊥ b�

J  yµ� uL'.��� ��E�� b�   ∴
�J b  b   ∴

  : ¥uL�/�� ��"��)��   : ¥u�o%� ��"��)��

��

¦P §�,
�−�

<��AD�/ =�E/D�
Chords and Arcs

 �'���5 [G=��  �_�?���
:�/��)�� ?�Qf(� + � �./
 �H�O  ��!

�+
/

�<

�}4! ��u ��u
�

u
<

/

�$!

<u
u�

/

� 5 !

}4

$

�
/

 :P�$ �\Z _����� _Q;�� +  ��!
?�)E)0* �\�� �L yH  J  ,������� �M
 J  

 

:�/��)�� ?�Qf(� + � �./
 �H�O  ��!

/
�

�
<

�}4!
���

<

�

/

�$!
<
/�+

��
� 5 !

?7H�)E)�� + �M2� �� �L yH  J  PO �)E)��� _����� _Q;�� YZ P�M&� ��
 :mM�� P'#�  ��!
/

}4
�

$

 
��*����&� �:;� �*� L yH ��)���M)� �*���L �#$�� J ,  �u!

?�M��� ��
 ?'I �p �g� � = L yH ,g� � = J  P�$ �\Z  � 5 !  
}4

$

�
  

?L yH ?'I �p �g� @� = �M��� ��
 ,g� �A = J  P�$ �\Z  �$!  
  



�{

� 

 ��! ,�"%

�

yHJ
g� �

g� @A

   �/  ��3H�% S)
� ����	
� �MA v�U ,�I 	4/5 ,P��J?
� PQa
� S�  5
:P(
�

:��'M�?
�
X� � = }4/ �$   }4/ �X� �� = $  �/ ��3H�% ����� S� �E/ $

����	
� �MA v�U ,�I ���G7 :$�#M?
�
$ / X��U :P?�
�

:\���l
�
w��
G �E/ s#_ f��?�
� �MJ
�  X� � = ���! �� = $  �� = }4 $

L=���"'� �G�RU  u� =���! + ���! = ��$ }4! + ��}4/! = ��$/!
['��M
� MQ
 S�'��)
� =9�
�  X� ���  u�F = $/

�X� ��� s
��� f/��G ����	
� �MA v�U ,�I

�

yH

J

g� @{

g� @@
g� @@

    ��E�
�/ ����	
� 3H�% ['� 	�l
� 	4/5 P��J?
� PQa
� S�   $
:P(
�

�����	
� 3H�% / :��'M�?
�
�����	
� S� �E/ }4  �X� �u = / ,����	
� �MA v�U /

�X� �� = }4 $ =  $ ,}4   $
�}4  �E�
�/ / ����	
� 3H�% ['� 	�l
� ���G7 :$�#M?
�

:\���l
�
�E�
� s#_ f��?_ �� ��MJ
� �'
! �E�
� v�
G f9
� �MJ
�   $   $/

$/Δ S� L=���"'� �G�RU   ���u! = ����! + ��$/!
�+� = ��$/!

['��M
� MQ
 S�'��)
� =9�
�   X��+��  $/
�X� �+��  �E�
�/ ����	
� 3H�% ['� 	�l
�

�e

P(E \5 ,/��
:���G1 P��J?
� PQa
� ]	^)��  �

�$  �E�
� ,�I  5  
�

�J
g� �³� g�

 A

   � $  �{WD� <�J
� v�)
% s
7 �E�
� v�)
% [% ����?
�   $  

$

}4

�

/
 �78�E"� �.9E/� ��);.�� �*'�� �&5 � i"L'.5 P'Q" �/)�I��)� �/*����� �"#$�.�� F�

��')U  

��! ,�"%
?� }4 ,�I �?� �X��� =  ,X��� = $  \�H ��7 ���)a% �E/ � }4 �[')J��M)% ['E���� P��J?
� PQa
� P"?G

:P(
�

$/

�

}4     �$ ,  �?��3H�% \�)J��M)% \�E���� :��'M�?
�
���)a% �E/ � }4

�X� �� = ['E���	
� [% PH �MA v�U ,�I ,�� = $
� }4 ,�I ���G7 :$�#M?
�

�� $ , }4 $ ,�  ,}4  X��U :P?�
�
:\���l
�

X� �� =  =  }4 = }4 $ = $ � = �  w'� }4 $�  PQa
� S�
�['�% }4 $ �   

��Ke� �?Y
% PH v�
G/ \�	%��)% � }4 ,$  \��MJ
�/
�/ �G/�3
� X��A }4/  Δ    °&+ = �}4/ !  , }4/ Δ S�

L=���"'� �G�RU  �� /! − ��}4 ! = ��}4/!
�u = ����� ! − ����! = ��}4/!

u = }4/
�� }4 v�)
% /!  / }4 × � = � }4

�X��+ = u × � =  
�X��+ f/��G � }4 ,�I

J  yµ� uL'.��� ��E�� b�
J�  �"��#�� ��E� b�   ∴

IJ�PK  = IP� K
J P  P    ∴

]

/

,

$

\
 J  ��E" �M
 P ? :��'M��� −�

J  ⊥ P ? D�naZ :$�#M��
���&U�� ���M)� J�  B&C�� :\���
�

J  yµ� uL'.��� ��E�� -F b� �M�')�� ��M���
J  ⊥ P ? ¡�)����

J  ⊥ P ? ,J  ��E� P ? :��'M��� −�
�������� #$�.� �, P ? PO D�naZ :$�#M��

J  ��E� P ? , J  ⊥ P ? :\���
�
J  yµ� uL'.��� ��E�� P ?   

 = J� = �   ∴

�J  ��M�&� uL'.��� ��E�� YZ -.)E*  �   ∴
�� #$���� �, P ? 7E��

��! ,�"�� ;
�I�K �"��E�� 45 ��n� �/nM*

�J  �*'�� ��)E� yH �M�E�� �S� J  ⊥ yH� �E"��

��

�g� @�� g� � �M��� �S% �"V�'� �"�*� c'I� ,g� �e u��0" ����L �M
 ?'I :	A�U ¢Q�E  ��!
�:./)E0�� �� ��5 �� d#H J�
( �"�*'�� �� �p�0�� �H�O  

�#$��� �� ����� �9H + P��*'�� P�$ �\Z  � 5 !  
  
  

�#$��� �� �8&)¶ �)9H + P��*'�� P�$ �\Z  �$!  
  
  

��kn"��* g� @@ u��0" g�   7�'I �*�� ������� #$�� �� ��n��  ��!
�^$ L�5 J�
( ������� �M
 ��
 ?'I �H�O  

 

$

}4

�

 �L , yH �)M�E��� P��I��)* J ,  r/*:�� 45 �¤�#$�� P�*���L  ��!
�g� � ����L _$ �M
 ��
 ?'I�  

�g� � u��0" J  ?'I P�$ �\Z L yH ?'I �H�O  
 

:    ( - )  
 'F �*'��� ������� #$�� �� ��n�� P�p g� @� �F��*�O ��O ?'I� g� �{ u��0" ����L �M
 ?'I P�$ �\Z  �&!

:�kn"��*
g� @ ³� � � !  g� @� �}4!  g�  ³� �$!  g�   � 5 !  

 
:-F ^" �/p �·I�2� ���n��� _����� _Q;�� +  ��+!

�}4
$ }�

/
 J =  �$!    L = yH � 5 !   
L = yF � � !   �J = �yF + �yH �}4!   

 



��

�@

P(E \5 ,/��
�$  ,�I 	4/m� , X��� =  ,X��� = � }4 \�H ��7 ,��! ,�"% S�  �

á«JÉ«M äÉ≤«Ñ£J   �u! ,�"%
��9��

� V��?
� </~= �%ME O'(� PQa
� �G���� �9��U PK�� PQa
� V��% SlaK =�I7 Vh/ 	n�= 	G�G

?Sla^
� V��?
� V#h ,�I �?� ,�)%��� = �9��

� ����� �MA ,�I \�H ��7
�V��?
� `Mh5 	�5 s#_ ����	
� 3H�% [% ,p�

� ��?�
� ,�I 	4/5 XN

:P(
�
� }4

=�I1�
Sla^
�

�9��

�

$

  �]��� ���MA ,�I ����� �
G	
 :��'M�?
�
����	
� s#_ w�/~= VJE V��%

�V��?
� V#h ,�I ���G7 :$�#M?
�
`MhD� 	�5 s#_ ����	
� 3H�% [% ,p�

� ��?�
� ,�I ���G7

:\���l
�
�� }4 $  V��?
� [Q'


�V��?
� �MA ,�I f/��G ����	
� �MA ,�I
�] ��� = }4   

�8�MA ,�I/ V��% V#h ,�I ['� �AM�
�! �F $  = }4  [Q
/
�����   ���

�F  =  }4
�F  = $   

��TlG�JE �)% ���� f/��G V��?
� V#h ,�I
?���?
  V��?
� V#h ,�I × �� = V��?
� `Mh5 	�5 s#_ ����	
� 3H�% [% ,p�

� ��?�
� ,�I  

 ���
�F  × �� =  

�] +�u��  
P(E \5 ,/��

��)% ��u f/��G V��?
� V#h ,�I \�H ��7 ����	
� �MA v�U ,�I 	4/5 ,8M_5 �u! ,�"% S�  u

��! ,�"�� ;
 ����L #$��  �M�E��� �." J  ,�*������ + �:;� �*� L yH

 L yH 45 uL'.5 'F� � kU"O ����L #$�� J �M�E��� �."�
�L yH ��)E�  �  P'Q* I�K �"��E&� � k�/nM* ¡�)����

F��
�  �
 _Q;" uS�� ������� ��! �� �
���� 45 I{K ?�C�� �$®"

 -)�� ��5���� -F� �.��
 �"��V ���� �M�
 + �M��� >�
��E/�� ������ � k��! _Q;" �� g/�)0� P�$ �\Z �� L�¢

�Y)���%/ ��A�)% 0�MK5  �
 ������� + ��¸ �*� >� ����)�� �*'�� PO J�M�� ��)�"

��*'�� �SF ��)E� + �." �908

 P�$ �� �\Z �M��� PO g% � k�$®� J�M�� ��� ��Q8�� sSF ~ �<�
�78�)E� + �." 7
�p ������� + � k�M
 M/� �*� uO >� � k����)�

X''J)
�  �
 �_¢ PO ?���� D���p >� P'&���)" gF� J�M�� r
��
�?'&£� gFL��Z �/8/$ g9p YZ �'&j'* �
 g[O �� �$�))�

VG� =�l)K�
 �H�O _����� _Q;�� +  �

X� �  yH J ?'I  

 �H�O _����� _Q;�� +  �
X� �  J  ?'I  

yH

J

g� {
g� �

�

J

g� �g� �

g�
 A

g� A
�



��

�u

 � tG3G3�E [G=�� $ �_�?���
:�/��)�� ?�Qf(� + � �./
 �H�O  ��!

<��u

u

�}4!

�

<
�u �$!

�
�����u

� 5 !

}4

$
/

�

 �r��E� 'F �� ¹��8�� º�� ,_����� _Q;�� � k���)0�  ��!
� L yH y� uL'.5 ��E� $    

   y�  $  �."   
:�/��)�� ?�Qf(� �� _$ + � �./
 �H�O  ��!

<

��
�

�}4!

<��
�u

�u
�$!

��
�

<
� 5 !

�
<
/

u  ���5 �� d#H J�
O YZ � �./
 �H�O ,_����� _Q;�� +  ��!

�g�@� �*'�� ?'I� ,g� @e³� u��0" ����L �M
 ��
 ?'I  �u!
?�*'��� ������� #$�� �� ��n�� ��  

�*�  �  ?  ,g�  @�  u��0"  ����L  _$  �M
  ��
  ?'I  ��)���M)�  �*���L  �#$��  P  ,b  _�����  _Q;��  +  ��!
�g� �A = � ? B/� ,�*����&� �:;�,

\

�

] /  �{�} = P b  � ? ��M��� P�� k�&5 P b ?'I �H�O  

,�#�/ ����47  &
��/��E P?_�

�$MM
� P?_ [% qJ�   �   ,  �   ,  �
�P� \5 ,/���

,������! \�J��M)% \�"#"��  �
,�$/ }4!   = �� , j!  �9


� $ }4 ≅ � j  ¤�)
��/
��� = < :�9
 ���! ,�M
� �G/��)% \��E�
�  �

�+��� = �� − �����! = ��$ <! �5!  �
X� u�u  $ <  

�X� �� = � × u�u  $  
�X� ��� = � − ��� :������ �$!  

��+F = $/    ,���! − ����! = ��$/! ,X� � = }4/  �
�+F� = $  ,X� ��  �+F� = $/  

�X� ��  
¥% �F��u = �MJ
� ,�I  u

¥% �F��u
�  =  

¥% ��+�  ¥% �F�
�  =     



��

��

3-6

º∏©àJ ±ƒ°S

•  ��G3H�?
� �G/�3
�
•  ��'M'(?
� �G/�3
�
•   s#_  �'��??
�  �G/�3
� 

�����	
�
•   �G/�3
� <�'A ['� �AM�
� 

 �G/�3
� <�'A/ �G3H�?
�
 S� �H�)a?
� �'M'(?
�

�w��U <�J
�
•   �G/�3
� <�'A ['� �AM�
� 

 <�J
� <�'A/ �'��??
�
��Y'�#h ['� =��(?
�

 ¦A�
)U/ �Q�U �
_�
/

}�
]

$

}4

���! PQn

  ,�� PQn! _���.�� g�)E.�� -���0�� -p  �
�°�e u��0" J  �'��� ��/
 PO ]naO  

?Jb  �"#$�.�� �"��#�� ��/
 ��  5  �
�I�&�E.�� b���)�� qEQ."K   

?J�  :�/M/6.�� �"��#�� �� _$ ��/
 ��  $  
?���* �\�� ?JyH  ?JL  ?JyF   

}�

]

$

}4

���! PQn

  ,�� PQn! g�)E.�� -��.��� _Q;�� -p  �
�°�� u��0" J  �'��� ��/
 PO ]naO  

?Jb  �"#$�.�� �"��#�� ��/
 ��  5  �
 ?JyH  ?JL  ?JyF  :�"��#�� �� _$ ��/
 ��  $  

?���* �\��   
:�%	^)�?
� ��/�D�
=�4�� ,�#J
% ,��M�%

     Jb  �"��#�� ��/
 �/� �
�5 �H'* _F I�K _Q;�� -p  u

]

$

}4��!PQn

  ?J  �'��� ��/
� JyH  �"��#�� ��/
�  

Central Angle and Inscribed Angle  á«£«ëªdG ájhGõdGh ájõcôªdG ájhGõdG - 1

:∞jô©J

��G3H�?
� �G/�3
�� �.0* ������� P��M�" �F��&<� ������� #$�� �9�O� -)�� �"��#��  �
��'M'(?
� �G/�3
�� �.0* ������� P��M�" �F��&<� ������� U��
 ���Z �9�O� -)�� �"��#��  �

á«£«ëªdG ÉjGhõdGh ájõcôªdG ÉjGhõdG

Central and Inscribed Angles

 ÉjGhõdGh ájõcôŸG ÉjGhõdG  :3-6
á«£«ëŸG

j�	�D�  �
 • uS�� �'��� ��/
� �"#$��� �"��#�� ��/
 �� F��"

��9/�&< �� s»¢
 • uS�� �'��� ��/
� �/M/6�� �"��#�� ��/
 �� F��"

��9/�&< �� s»¢
 • ��/
� �"#$��� �"��#�� ��/
 �� �
���� |��)"

�708
 �'��� + �$:;�� �/M/6�� �"��#��
 • �'��� ��/
� �����&� �/���� �"��#�� ��/
 �� F��"

��9/�&< �� �'�6��
�	G	�� X'�����/ �������  �

 − �/&��L �"��V − �/��! �"��V − �/M/z �"��V − �"#$�� �"��V
��/H��� �"��V

P����
�/ ��/�D�  �
 U���Z V�9H − J'��� − �&�E� − ��H�p − ��M0�

�IData showK
	'Y?)
�  �

:$MM
� ,m��
 �'��� ��/
 �� �ºAe �9��/
 ����L + �"#$�� �"��V  � 5 !

?�908
 ������� 45 �% _�����
?�"��V _$ ��/
 �p ,�"��#�� sS% �i/&��L � k8�E� �
S�O �\Z  �$!

?�85�U�� �"��#�� ��/
 �p ,�"��#�� sSF ��/
 �E85�< �\Z  �}4!
 ��/
 N'.o.� �
���� B&C�� + �/H��� �"��V ��/
 ��  � � !

 sSF >� �*���o)�� Wv B&C�� + �)/&����� �)"��#��

P

J yH

yF
L

�

 ?�"��#��
 -)�� �����&� yH J � k��! �E.�� �\Z

 �*'�� �E.���  �M�E�� �E5 � �F#$��
 �"��#���  L yF �/M/6�� �"��#��� yF

_Q;��� �$ yF P  �/M/6��
 �"��V � kU"O �.0* J  yF� �/��! �"��V �.0* yH  yF P�p
 ��/��� D�\ �"��#�� >� �E);
�E� + -8)QE�� ���O �/��!



� 

��

�����	
� s#_ �Y'�#h ['� =��(?
� <�J
� <�'A f/��G �G3H�?
� �G/�3
� <�'A
��! �G�RU

 ��! ,�"%
�°&+ = �$ !  \�H ��7 �/ ��3H�% ����� P��J?
� PQa
� S�

��$/ !  	4/m�

$

/       :P(
�
  / ��3H�% ����� :��'M�?
�

°&+ = I$ K
��$/ !  ���G7 :$�#M?
�

:\���l
�
 ����	
� 3H�% /

I$ K P��JE �G3H�% �G/�p �J/ !
�J/ !  = I$ K   

°&+ = �J/ !   

P(E \5 ,/��
��Y'�#h ['� =��(?
� ����	
� s#_ <�J
� <�'A 	4/m� ,°�u �G3H�% �G/�p <�'A \�H ��7  �

<�J
� <�'A v�U f/��G �'M'(?
� �G/�3
� <�'A ����	
� S�$

}4

/
     ��Y'�#h ['� =��(?
�

 ��! �G�RU

�$ !   �� = �$/ !   �� = �$}4 !
�w��U <�J
� S� �Y�% �H�)a?
� �G3H�?
� �G/�3
� <�'A v�U f/��G �'M'(?
� �G/�3
� <�'A

 yF  �*'�� _���* -)��  L yF �"��#��� �9)
�5� yH  yF  �tj(�
 YZ �n0E��� �6/6j �"��E�� _�*� _Q;��� �$ ���(� �9¼��

 P yF �/M/6�� �"��#��� �9)
�5� J  yF ���(� �/���� �"��#��
�G=	)
�  u

 �"#$��� �"��#�� ��/
 �� �
���� ��Qp J�M�� ��� � ���
�������� 45 �% _����� �'��� ��/
� �/M/6�� �"��#�� ��/
�

 �/&����� �"��#��� �/���� �"��#�� >� �
���� sSF + >�'*
��L��)� �&C�O ?�� �� q�\� �/H��2� �"��#���

:?�C�� �S% �¯�;� �&C�O ��'n0�� 45 }�5�
ºAe = IJ yHK 

º@ee = I L yF K J yH

yF
´

�
L

�
b

°Ae

°@ee

 ������� #$�� = �
:�H�O

,IyF b LK  ,IyF  JK  �5!
,IyF J LK  ,IyH L JK 
�IyF � LK  ,IJ � yHK  

� yF �M�E�� �E5 �����&� ��!  ´ � �$!
�I´ yF LK  �H�O

 •��"��#�� ��/
 �tj ������� ���� �M�E�� D��)�� �&$ 7
O YZ �O
 • B/6� u')0�� + ��6)* �M�
 b ,�)��a J  :J�M�� ?���

?b �M�E�� ��6)* �"O ��)��a º e = �J b ! 
 •��/��E%� g/F�8�� F�� + 7)/¤( IAK ?�C�� J�M�� >� ©
�


 `�C�� Dc�£� �� F���� J�M�� ��� # �$� I�K �"��E�� +
 sSF ��/
� ������� #$�� �n0E��� �/M/6�� �"��#�� �/�<'�
��'��� M8E� ��¬�E�� �"#$��� �"��#�� >� �
������ �"��#��

��! �G�RU ��lN7
J

�

yH

L

 :��'M��� :� �
�§�
��/M/z �"��V = IyH � JK

�L J YZ -.)E" ������� #$�� ���
IyH JK  @� = IyH L JK  :$�#M��

yH� _�
 :P?�
�
IyH JK  = IyH � JK  :\���
�

IyH L �K  + IL yH �K  = IyH � JK
IyH L �K  = IL yH �K    ∴

IyH JK  @� = IyH L JK  uO IyH L JK � = IyH � JK    ∴



�e

��

  : ¥uL�/�� ��"��)��   : ¥u�o%� ��"��)��¦P §�,
�−�

�'M'(�� �G�/3
�/ �G3H��� �G�/3
�
Central Angles and Inscribed Angles

�'���5 [G=��  �_�?���
:�/��)�� ?�Qf(� �� _$ + ?'9o�� �./
 �H�O  ��!

<

¨
°�+

°��

�}4! < �$!
<

°��� � 5 !

°�u

<�
¨

�}�! �
°��

´

� � !

������&� � k��! _C." g�� _$ + N��;�� PO �/�'&�.� �/��)�� ?�Qf(� �� _$ + ?'9o�� �./
 �H�O  ��!
¨

°��+

<

�}4!
¨

°u� <

�$! °���

<

� 5 !

°�+

°�+

°�u

}�

$

}4

/

�  :_����� g���� � k���)0� �/��)�� ��'
(�� �"��#�� D���/
 �H�O  ��!
 �I K  � 5 !  

 �IyF yHK  �$!  
 �IyHK  �}4!  

 �IyFJ K  � � !  �A

�=�l)_.� S� ��9K5 ��G �.�� � ��
�
� �
�(
�� �
�(
�� �
�(
�

$
}4

�

$}4

�

}4 $

�

 -�&< ��O ��Z ������� #$�� -.)E"
�/M/6.�� �"��#��

�/M/6.�� �"��#�� _��L ������� #$���/M/6.�� �"��#�� ���� ������� #$��

 ��! ,�"%
�I$}4 !  	4/m� °�+ = I$ K  \�H ��7 :P��J?
� PQa
� S�

:P(
�
$

}4

/
  °�+ = �$ !  �����	
� s
7 S?)
E U�JU }4 ,$ ,   �/ ��3H�% ����� :��'M�?
�

�I$}4 !  ���G7 :$�#M?
�
:\���l
�

 I$ K   �� = I$}4 K    ����	
� S� �'M'(% �G/�p $}4
°�+ = �°�+!  �� =  

°�+ = I$}4 !  S
�)
��/
P(E \5 ,/��

��Y'�#h ['� =��(?
� <�J
� <�'A 	4/m� ,°u� f/��G ����� S� �'M'(% �G/�p <�'A \�H ��7  �

$

/

}4

°�+
 ��! ,�"%

S)
� ����	
� s#_ U�JU }4 ,$ ,  O'� ['�#Z
� q��M)% O#"% }4 $  P��J?
� PQa
� S�
�°�+ = �}4 $!  ,/ ��3H�%

� }4  , }4 $ ,$  <��AD� [% PH <�'A 	4/5
:P(
�

�����	
� s
7 S?)
E U�JU }4 ,$ ,  �/ ��3H�% ����� :��'M�?
�
�}4  = $  ,['�#Z
� q��M)% }4 $ Δ

°�+ = �}4 $!

�{

}4  ,}4 $ ,$  <��AD� [% PH <�'A ���G7 :$�#M?
�
:\���l
�

�}4 $!   �� = �}4 $!    ����	
� S� �'M'(% �G�/p S� O#"?
� �G�/p
�°�+ = °�+ × � = I}4 $K    ��}4 $!   �� = °�+ :w
%/

°��+ = °�+ − °��+ = I $  }4 K  
}4  = $

�°��+ =  ��+
�  = �}4 !  = �$ !  

P(E \5 ,/��
�}� �MJ

� S� ����	
� VMJG/ $}4  �'#K�	
� �G/�3
� v�
% , }� }4  \�H ��7 ��! ,�"?
� S�  �

? }�  �{WD� <�J
� <�'A �%  

 ��! ,�"%
� }4 $  / � \5 >lN5 �/ ��3H�% ����� P��J?
� PQa
� S�

:P(
�
�/ ��3H�% S)
� ����	
� s
7 S?)
E �NM"
� w�/~= ,  �G/�3
� X��A O#"% }4 $  :��'M�?
�

$ / }4

�

      �� S� ����	
� VMJG/ �}4 $! v�
% L
}4 $  / � \5 ��lN7 :$�#M?
�

:\���l
�
sM�%   °&+ = �$ }4!  

}4 $ �G/�3
� v�
% L 
°�u = �� }4!   

�G�RU   � }4 � !   �� = �� }4!   
�G�RU   °&+ = ��/}4!  ,°&+ = � }4 � !   

�}4 $  / �  
P(E \5 ,/��

 ��$ � !  	4/5 ,°�+ = �}4$ !  \�H ��7 ,��! ,�"?
� S�  �

:��'M��� :� �
�§�
��"��#�� _��L ������� #$�� ��� ��/M/z �"��V IyH L JK

JL

yF

�

yH  IyH JK  @� = IyH L JK  :$�#M��
 �." uS�� �M��� g��
 :P?�
�

�yF + ������� >M�" ,� ,L �)M�E���
= IyH L JK  :\���
�

IyH L yFK  + IyF L JK 
= IyH L JK 

I yH yF K  @� + I yF JK  @�IyH JK  @� =
:��'M��� :� �
�§�

��"��#�� ���� ������� #$�� ��� ��/M/z �"��V IyH L  JK
IyH JK  @� = IyH L JK  :$�#M��

J
yF�

yH

L
  L yF �M��� g��
 :P?�
�

= IyH L JK  :\���
�
IJ L yFK  − IyH L yFK 

IJ yFK  @� − IyH yFK  @� =
IyH JK  @� =



�@

�u! ,�"�� ;
 ��'��� ��/�� ������� �� �/&��L �"��V ��/
 F��"

�������� 45 �9/�&< �� �"�'�6��
 g�� J�M�� YZ r&I� ��� �68��� + ����)
� ���p 45 L ��f

��68��� sSF + ?�C�� ��H��� ��� ��'n0�� 45 �/�/nM* �&C�O
 �o/)E�� 45 ��n� �/nM* 'F� ¡�)�� ?�C�� J�M�� b��� }�5�

 ���H�� g9�� ©
�
 :r��M�� J�)$ �� �� �68��� + IAK
��o/)E�� sSF b���)��� u���L -5����� PO D�naZ �/8/$�

�L P � yH B/� P����� ? yH P b , L yH J 
�q)��HZ �­p ?u���L -5��� 'F P ? L J _F

��

J

P

?
L

yH

b

 °A{ = I? P  LK  = I? J LK  :P§�
 �$:;� ��5�
 -F ? L PZ B/�

 ����� �/��
 + P���* �¤� �)"��#&�
��9E�

�u���L -5��� 'F J P ? L :�S�
F��
�  �

��H'" c
�Y)���%/ ��A�)% 0�MK5  �

 �L�z U�� >� �M�
 >
'� �"�¢ + J�M�� ¨M½ �

�������� YZ �n0E���

 sSF -M¾ 45 �L��)� �&C�O ?�� �� J�M�� �5��
��&Q;��

X''J)
�  �
 PO ?���� D���p >� P'&���)" gF� b�)F�� J�M�� r
��
 �SF g/F�8� g¯��/)�� ��� �5 �6<�� ��Qp P �'Q)� �_¢

�7*���9�� �����

��

:�� _$ ��/
 �H�O ,_����� _Q;�� +  ��!

°u�

$

�
}4

°��

°���

/

}�  �yH J �tj(� �'���  � 5 !  
 �IJK  �$!  

 �IL yHJK  �}4!  

�yH J �*'�� 7/p _����� _Q;�� +  �u!
�L J  yH  :PO ]naO  / $

}4

�  

?������ U�6�� |�6E�� 7nf N'
 ��  ��!
 

�IL J yHK  �H�O _����� _Q;�� +  ��!

$
�

}4

°�+
°�+

°�+  

�J  �tj(� �'��� ��/
 �H�O ,_����� _Q;�� +  ��!/

$
 

,������� #$�� -F � B/� ,_Q;�� D�/M�� � k���)0�  �&!
�g� � = � P , g� � = yF�  

\

}�

,

/

]

 :�H�O  
 �IP � yFK  � 5 !  

 �I?K  �$!  

*

��

 �u! ,�"%
� �� }4!  + � $!

�  = � ]$!  :\5 >lN5 ,P��J?
� PQa
� S�
:P(
�

�/ ��3H�% S)
� ����	
� s
7 S?)
E U�JU � ,}4 ,$ ,  :��'M�?
�
{}�} = L   }4 $    ,     {]} = � $  }4

�� }4!  + � $!
�  = � ]$!  \5 ��lN7 :$�#M?
�

:\���l
�
�� ]  O#"?
� [_ �4=�K �G/�p S� � ]$!

�� ]!  + � � $!  = � ]$!

$

}4

}�

�

]

/

 �� }4!  + � $!
�  = �� }4!   �� + � $!   �� =  

P(E \5 ,/��
�� }4!  − � $!

�  = I } �$K  \5 >lN5 ,�u! ,�"?
� S�  u

 ��! ,�"%
�f���� S_��= PQn  � }4 $ 

}4

$

�

     ��� }4 !  = ��$ !  \5 >lN5
:P(
�

�f���� S_��= PQn � }4 $  :��'M�?
�
��� }4 ! ,��$ ! [')G/�3
� S��'A f/��E ��lN7 :$�#M?
�

�f���� S_��= PQn � }4 $  :\���l
�
��!   �  L !  �� = ��$ !   �'M'(% �G/�p �$
��!   �  L !  �� = �� }4 !   �'M'(% �G/�p � }4:á«°VÉjQ áeƒ∏©e

 f���	
�  S_���
�  PQa
�
 VJE  S_��=  V#Z%  ��

������ s#_ w�/~=

     ��� }4 !  = ��$ !  \5 b)
)�U ��! ,��! [%
P(E \5 ,/��

�$ }4 K  = �$ � K  \5 >lN5 ,��! ,�"?
� S�  �



��

��

:��! �G=	E
J yF

yH

     , �������  yH ,yF �F#$�� -)�� ������� -p �M
 J  P�$ �\Z
��.��
 �"��V IJ yH K PO ]naO

:��! �G=	E

/

?

´

�

N

      �u���L -5��� _Qf ? N ´ �
°@�e = I´ N ?K  + I´ � ?K  PO ]naO

�\�)J��M)% w��U <�J
� \���(E ����� S� [')'M'(% [')G/�p PH  �
��?��A �G/�p \�QE ����� v�U ��(E ����� S� �'M'(% �G/�p PH  �

��#%�Q)% �#��J)?
� 8�G�/p \�QE ,�����	� U�(%! f���� S_��= PQn PH  �
}4 $

�

 S�/ }4 $ �	_�J
� s#_ ��%���?
� � ,  \�)G/�3
� >J��ME ��7 PQa
� S�  �
���G���� � �'_��= � }4 $  PQa
� \�H ��Y
% �	��/ �Y4  

b��)U

/

J

yH

L

JyH

/

J

yH

L
/

L  P���6* L yH  , LJ
IL yH K  = ILJ K   

I����L ��
K  yH  ��6* yHJ
° e = IyHJ K   

 �M
 �&5 ��'��� �/M/6� �"��V IyHJ K
�.��
 �"��V -F� �������

°@�e= �yH!  + � !
°@�e= �L!  + �J!

��

�  �"��#�� ��E� L  P�$ �\Z _����� _Q;�� +  ��+!

$

}4
�

/

 ���&U�� ���M)� L yH J B&C�� PO ]naO  � 5 !  
   

?  + �"��#�� g��
 yH J  P�$ �\Z L yH J  �5 ?'�
 PO �EEQ." �\��  �$!  
   

:������� #$�� � B/� _����� _Q;�� D�/M�� � k���)0�  ���!<

,
/=

�

°�+
 ?D ? � B&C�� N'
 ��  � 5 !  

 �ID� ?K  �H�O  �$!  
 �  ��c�� D ? �  F/z �H�O  �}4!  

�yH + P��I��)" �����&� P���! D yH , J yH �� �F#$�� ����L + �M
 J  ���!

�

}4

$/  �ID J �O D� _j :��n=7 K  �yH�«« D  PO ]naO  
 

:�H�O �� = �� ,g� @� = J  ,_����� _Q;�� +  ���!
?������� �M
 ��
 ?'I  � 5 !  

$<

/    
�J  Wt��� �'��� ��/
  �$!  

   

��

:��! �G=	E

P �F#$�� -)�� ������� ��Z -.)E* �M�
 J �Q)�}�

$
\

}4

<

 �yH �M�E�� �E5 �����&� ��.� yH
�yH ��.)�� �M�E� �." ������� -p �*� $ }4

��.)�� �*� $ }4 �.0"
�� kU"O �/��.� �"��V �.0* IJ yH �K �"��#�� ,�/��.� �"��V �.0* IJ yH K �"��#��

��&�E.�� b���)��� 708
 �'��� -p �/��..�� �"��#�� >� ��);* IJyFyHK �"��#��
:_.$O

 = IJ yH K
 = IJyFyHK

?�)E)0* �\��

�w��U <�J
� S� �Y�% �H�)a?
� �'M'(?
� �G/�3
� <�'A f/��G �'��??
� �G/�3
� <�'A  ��!
��E�
�/ <�??
� ['� =��(?
� <�J
� <�'A v�U f/��G �'��??
� �G/�3
� <�'A  ��!

��! �G�RU

��! �G�RU ��lN7

}�

$

,

]
/

�  :��'M�?
�
�J -p �����&� ��.� yF

�������� -p �*� ? J
:$�#M?
�

�������� ��Z -.)E* �M�
 b B/� I? b JK  = I?JyFK  PO D�naZ
�J ��.)�� �M�E� �." �����&� �M
 � $ g��
 :P?�
�

:��! \���l
�
�������� -p �M
 L J P( ? �"��#�� g��
 L ? JΔ

��!  ����	#
 <�??
� ¨��K  ° e = ILJ?K  + I?JyFK
��!  �, �G/�3
� X��A � , $ Δ!  ° e = I? L JK  + ILJ?K

 :PO �)E)0
 I�K ,I@K ��

VG� =�l)K�
 ������� #$�� � ,_����� _Q;�� +  �

º�e = I J yH bK 
º�+  IJ b ?K  :�H�O
º�+  Ib � JK  

  #$��  � ,_����� _Q;�� +  �
 w��� V  yF L yH J   �������

��������� U�z g�)E�
º�+  �IyF � LK  �H�O

,�#�/ ����47  &
�¦A�
)U/ �Q�U �
_��

�$MM
� P?_ [% qJ�  u  − �
�P� \5 ,/���

º�+  �    º�+�  �    º�u  �

?

b
J

�
yH

�

V yF

yHJ

L



��

� 

ILJ?K  + I? L JK  = I?JyFK  + ILJ?K
I? L JK  = I?JyFK   

?�\�.�  I? b JK  = I? L JK  �Q��
J'&M.�� 'F� I? b JK  = I?JyFK   

:��! \���l
�
�I@K �� I? b JK  = I?JyFK

��'M'(?
� �G/�3
� �'W�K!  I ? J K  @� = I? b JK   
J'&M.�� 'F� �I ? J  @� = I?JyFK   

 ��! ,�"%
��$ }4!  	4/m� ,  	
_ ����	#
 � ���?%  }� � \�H ��7 P��J?
� PQa
� S�

:P(
�

$

�
}�

°�u

°�u

}4
/

   :��'M�?
�
�  	
_ ����	#
 <�?% }��

°�u = I}4 $ K  ,°�u = I$ }�!
��$ }4!  ���G7 :$�#M?
�

:\���l
�
�G�RU  °�u = �$ }�!  = I$ }4 K

°��+ = I}4 $ K  + I$ }4 K  + �$ }4!   
I}4 $ K  − I$ }4 K  − °��+ = �$ }4!   

°�++ = °�u − °�u − °��+ = �$ }4!
P(E \5 ,/��

�
}�

}4

$
  �°u+ = �$ }�!  ,°�+ = �}4 �!   :�
G	
 ,P��J?
� PQa
� S�  �

�}4 $  O#"?
� �G�/p ����'A 	4/5  5  
�����	#
 �MA $ }4 \5 >lN5  $  

�&

 �G3G3�E [G=�� $ �_�?���
:�/��)�� �/��E%� ?�Qf(� �� �_$ + ��'9o�� ��'
(�� �"��#�� D���/
 �H�O  ��!

°��
°��

°�+�

<

¨

�

�$!

°�+�

°�+
�

¨<
� 5 !

°�++

°&�°&&
¨

<

�

,

� � ! °&u�
¨

< �}4!

������&� � k��! _C." _Qf _$ + N��;�� PO �/�'&�.� �/��)�� ?�Qf(� �� �_$ + ?'9o�� �./
 �H�O  ��!

�

]

/

°u�

°��+

,
<

¨

�$!

°��+

°��
</¨

� � 5 !

�J  �tj(� �'��� ��/
 �H�O ,_����� _Q;�� +  ��!
�+

$

��
/

 

Ae

��! ,�"%
 \�QG O'(� ����	#
 � T��?% }4  X��U �/ ��3H�% ����� S� �MA $

�

$

}4

/     �� }4 = �  \5 >lN5 �� S� ����	
� VMJE }4 $ �  � = }4
:P(
�

:��'M�?
�
� S� ����	
� VMJE }4 $ ,  � = }4  ,����	#
 <�?% }4  �/ ��3H�% ����� S� �MA $

� }4 = �  \5 ��lN7 :$�#M?
�
�  X��U :P?�
�

:\���l
�
��! �w��U <�J
� S� �Y�% �H�)a?
� �'M'(?
� �G/�3
�/ �'��??
� �G/�3
� �G�RU! ��$ !  = �L }4!

�����	#
 <�?% }4 !  $   }4
 � = $  = }4

�['�#Z
� q��M)%  �G/�3
� X��A }4 $  Δ 
I�K I�$ K  = I�}4 K  w
%/

 I�}4 K  = �L }4!  \5 b)
)�U ��! ,��! [%
� }4 = �    ['�#Z
� q��M)% }4 �  Δ

P(E \5 ,/��
�, S� ����	
� VMJE \ � �<�?)
� �MJU ]! �� ] = \ ] \�QG O'(� ����	
� S� �E/ \ ] �/ ��3H�% ����	
 <�?% � ]  �

�] , = � ,! ['�#Z
� q��M)% ] , � Δ \5 >lN5

 �&! ,�"%
,  �MJ

� 	
_ ����	#
 <�?% }�� ,P��J?
� PQa
� S�

� }�� <�??#
 ©p��% ����	
� S� �E/ }4 $

$
}4

}�

�

/      �['�#Z
� q��M)% }4 $  O#"?
� \5 >lN5
:P(
�

}4 $«« }��  �MJ

� 	
_ ����	#
 <�?%  }�� :��'M�?
�
�['�#Z
� q��M)% }4 $   \5 >lN5 :$�#M?
�

º��+ = � $ !  ,º�+ = � }4 !   �
º�+ = � $ !  �

� = �$ � !  

� }� }4  O#"�� ; �'4=�K �G/�p S�  }4 $   u
 ��}4  }�!  + �  }� }4!  = �  }4 $!  :�)QU

}4

}�

]

$

�

/

   

�� }4!  �� + �  }� }4!  = � $ !  ��  
�� }4!  �� − � $ !  �� = �  }� $!  :w
%/  

� �� }4!  − � $ ! 
�  =  



�A

�+

�º@�e = IJK  , º�e = I K  �I������ U'zK u���L -5��� L yH J  ��!
$

}4 �

°��+
°�+  �ILK  , IyHK  �H�O  

�����L 7� F/¢ N�<(� ���M)� yH J  �u!
�N�<(� ���M)� �kC&C� _Q;* yH ,J ,  U��E�� + ������� 45 D����� PO ]naO  

}�

}4

�

p

$

/

�º{@ = IyF yH JK  , º�� = IJ !  P�$ �\Z ,_����� _Q;�� +  ��!
=  yF �'��� ��/
 P�p  

º�� � � !  º�� �}4!   º@e� �$!  º�e � 5 !  °u��

}�
$

}4

/

 

$

}4�

°u�

 = IyH J K  P�p ,º@Ae = IL J!  P�$ �\Z ,_����� _Q;�� +  ��!
º@�A � � !  º{� �}4!  º{e �$!  º�e � 5 !  

:�¤ r/*:�� 45 ´ ,� �� _$ �./
 ,_����� _Q;�� +  ��!
º�{ , º�e �$!   º@Ae , º��e � 5 !  

< ¨°��+  º�e , º@Ae � � !  ºAe , º@Ae �}4!  

A@

\���l
�
}4 $ «« }�� 

��!  fp��)
�/ ,��l)
��  I$ }4 !  = I}4 �K   
��!  }4  w��U <�J
� \���(E �'M'(% �G/�p/ �'��?% �G/�p  I}4 $ K  = I}4 �K  

I}4 $ K  = I$ }4 !  :SM�E ��! , ��!
$  = }4  :w
%/

['�#Z
� q��M)% O#"?
� \5 f5
P(E \5 ,/��}�

�

$
}4

/   �  �MJ

� 	
_ ����	#
 <�?% }�� �
G	
 \�H ��7 ,P��J?
� PQa
� S�  &
��}4  = $ ! ['�#Z
� q��M)% }4 $  O#"?
�  

}4 $ «« }��  \5 >lN5  

�� $ !  �� = �$ }4 !  = �$ � !   �
�ºu+ + º�+! − º��+ = �$  }4!  � 5 !  �

º&+ = �$  }4!  
ºu+ = � $  }� !  = �}4!  
�º�+ = � }4  � !  = �$!  

 º&+ �Y��'A $  }4 �'M'(�� �G/�3
� \5 -�  �$!  
 �� $  ¤�)
��/ º��+ = �}4 $!  \�Q'�

�����	#
 �MA
 \ � ] O#"�� �9
 ,\ ] = � ] �����	
� �_ <�B ] �  �

 �G/�p S� \  [Q
/ � \ !  = ��!  :w
%/ ��#Z
� q��M)%

?

b

D

�

P

 :�9
 , \ ] O#"�� ; �4=�K
= ��!  = � \ !  

�], \!  + �, ] \!  

  � , ] !
�  = �] \ !  + �, \!

�  =  
� , ] !

�  =�, ] �!  � TZG5/  
 q��M)% ] � , O#"��/ �, ] �!  = �] �,!    

] , = � ,      ��#Z
�
 ���#Z
� q��M)% O#"% }4 $ ! �$!  = �}4!   &

� $ !  = �}4 !  :w
%/
�}4 !  �� = �$ }4 !  = �}4  �!  

\�Q'� ,<�'J
� �)G/��)%/ ��'#K�� \�)
��l)% \�)G/�3
�  
�}4 $ }ª
 ©p��% }� � 

�� �G=	E�
º&+ = º��+ × �� = �$ !  �� = �$ }4 !

�� �G=	E�
� ¨ ̀  , !  �� = � ¨ ̀  , !  + �¨ < ,!

º��+ = º��+ × �� = �¨ < ,!  �� +  
�� �G=	E�

�$ }4!  �� = �$ }4 !  
 �$ }4!  �� = �$ }� }4!  

�$ }� }4!  = �$ }4 !    



�{

A�

��! �G�RU \����
}4

\

$�

]

     �P �M�E�� -p P��I��)� P��*� L yH   , J  :��'M�?
�
L P  ×  yH P = J P  ×  P :PO D�naZ :$�#M?
�

� L J   , yH  g��
 :P?�
�
:\���l
�

<5�
�� \�)#��J)% \�)G/�p  IJ P LK  = IyH P K
w��U �  <�J
� s#_ \�)%���% \�)'M'(% \�)G/�p  I yHK  = IJK

�G�/3
� q��ME  J P L   yH P
['Y��a)?
� ['"#"?
� S� ��c�
)?
� `MhD� ,��I5 ���
E   yH P

J P = PPL
L P  ×  yH P = J P  ×  P

 ��! ,�"%}4

�
$

\

/

�

� �

<       �< �?'A 	4/5 ,P��J?
� PQa
� S�
:P(
�

�G�RU  $ \ ×  \ = � \ × }4 \
iG��)
��  � × < = � × �

F'�l)
��  <� = ��
�?�J
��  <�

�  = ��
�

��
�  = <

P(E \5 ,/��

}4

$ �

\

/

�
& <

<

      �< �?'A 	4/5 ,P��J?
� PQa
� S�  �

A�

4-6
¢SÉªªdG ,á©WÉ≤àªdG QÉJhC’G :IôFGódG
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Intersection Between Tangent and Secant from any Point Outside of a Circle
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 Mr ,¹��0�� (1 |� *RM�� 4& ®)�M�	� (%� k2 `7I��
:�� �	 ¹��0�� "�12 �]� k2 `7I�

��J + �A + 8C� − ��I + �J + 8A�
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  C J C
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D C D
 5)9
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B K
C− J
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C G
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J D
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C− D  + B G
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  E C
D A  − C A−
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  I C− G
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G C D
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A G E
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G G
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D G
D G
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G G
D G
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C− D
A GFJJ

GFDB K−
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B A DC D
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DDC KE A− C−
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AA J
G D

CJFJ DA
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����� H$(� �! ,5>9 X�o��� W� {�   

?HV#ZmY� ���
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���� 4& �����&

+ × ,
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    " ×  5�9
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C J−
D B−
A C
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G B− C

C− G D
D D J

 =  �
D− C D
D J G

C− D− C
 =  "

�| ×  �� ×  "  5))9 | × J−  5)|9

� × � " ×  "�  5),9 | × � " −  ��  5)+9
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G D
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Identity Matrices and Inverse Matrix
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J A
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 C B
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C I
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CJ DC
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C B
J D
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D− C
G D
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E A
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C J  = 8 × K DC

J B
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CA− DG  = J− G
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A J  8 :,-�� �O./�� C A
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The Unit Circle in the Coordinate Plane and 
Trigonometric Functions (Circular Functions)
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% �D , πUU−T  , πW−T  , πUTT  , πET  , πT :dN �?f
�πT ����n� �`��
% �/��

:��� �! ��/�/�� >]?� �e]D�

:9�T 4 oK"Kp � o,�I   94G ��	
θ4� = �π  / + θ!4�

θ4+� = �π  / + θ!4+�
Y E�6@ θ4~ b"�     θ4~ = �π   + θ!4~
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�
-
�

/
�

-
�

/
�

θ

le

e
θ− π /

 

cθ − π/m ,θ C"+����$� �"#$#��� ]�V��
?���?�       lc ��� Δ  c Ui�Δ

:��4�� �	|��/?�� O&mn� ¸$�M5 c�L/��
θ�2 = cθ − π

� m�/2
θ�/2 = cθ − π

� m�2
��	vn� c�?5 \
2 .��7� �?D���� \
2 d�; ,>
/!�//! >
/���� .n :m4+V+B�

:¿ƒfÉb

θ4+� = cθ − π/m4�
θ4� = cθ − π/m4+�

�4 oT E�6@ θ4+~ 9
R� 9� U�u  θ4+~ = cθ − π/m4~

cθ + π/m ,θ C"+����$� �"#$#��� ]�V��

θ�

le
e

/
�

-
�

-
� /

�
θ + π/ 

 ?���?� �d�<$�M/! lc �� �  c Ui� d����?��
?lc ,c >! ¼)f ��
����� �D �!

?cθ + π�m�2     ,cθ + π�m�/2 >! ¼)f ����� �!
�θ�/2 = cθ + π�m�2      ,θ�2− = cθ + π�m�/2 :H4�N

:¿ƒfÉb

θ4+� = cθ + π/m4�
θ4�− = cθ + π/m4+�

�4 oT E�6@ θ4+~ 9
R� 9� U�u  θ4+~− = cθ + π/m4~

F2���  �
:����'?�� ���� �-�?x �2�N
jθ + π�j�2− = jθ� − πT j�/2

jθ� − πTj�/2 = jθ − π� −j�2 :\/]M
jθ� + πT − π�j�2 = jθ − π�−j�2  

jθ� + πGj�2 = jθ − π�− j�2  
π�� + θ �+ πG = θ − π� − : a(�N

 ∈ � ,π�� + π�T  = θT−  
 ∈ � ,π� �T + π�−X  = θ  

π�� + θ �− πG − π = θ − π�− :�a
M��
 ∈ � ,π�� + πRT  = θ  

4Q+�46@� �6�
+@ �4M<�  �
 )]p$ �
����� ������ #$ ��%&'�� Q&M�� c�L/7� (

 ������ �	
�� S�� ���� )f [ S`
�� \�I� ��
BC
��%&'�� ��s� S� ,���� )f ���0�

F"";+��  .
 >! �f�//� ª)0 dN ����« ��	<; [ Q&M�� )?- �$�5
�� a3�f �K�� >� ��%&'�� ½K� dn ,i���� �ez S`?`;
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Solving Trigonometric Equations  á«ã∏ãe ä’OÉ©e πM

��$�	�� �$	�� �; �<5 θ− ����"�� d�; ��n� �$	�� �; �<5 θ ����"�� HM�f ���
��θ−��/2 = θ�/2 dN i���� �eD �; H?�'5

�>
��B�� ��?/-� �
�- ?θ− �N θ .��75 ����"�� HM�f d� c"��� ��]?� )`; ,����"�� ���� c�?/�� \
2 H;	- ��� >]��

θ4+� = � 4+� :��,46��� D�
�    !  π  / + θ− = � �� π  / + θ = �   
�  
�[2���� �� &�U� [2��� 'T ������� [;P 4@�VI 4oa�
@ 9
R� ������� e4�P ]"� 9� ��W

��! &4#@
:C"+�,46��� C@ l5G D�

� = 0F − � 4+�/ t  -/ = � 4+� �
:DK��

-/ = � 4+� �
�]�4B �"| �4"� �8p� H$I 
,4I ��+6f!  π0 4+� = � 4+�  

� < � 4+�  
[2���� [2��� 'T �� &�U� [2��� 'T [;P �  

U� UU−

U−

�

U

 �    !  π  / + π0 − = �  ��  π  / + π0 = �  
� = 0F − � 4+�/ t

0F/  = � 4+�  
π� 4+� = � 4+�  

� < � 4+�  
[2���� [2��� 'T �� &�U� [2��� 'T [;P �  

�    !  π  / + π� −  = �  ��  π  / + π� = �  
DKP 9� &�4�

�- = � 4+� /F : ��,46��� D�  �

UV�

:d�]
;  �D ���?�� ��4/-�$ ��	
���� ������ k�	'5 ���-� ���]?� ¸$�7�� J	'�� >!
:∞jô©J

:9�T θ 4QB4"� 'B4";�� [\
�� 'T �Q�
@ ������ �"#$#��� �M;V�� '� �� ,�! �f4G ��	
  θ   � = θ4�  -
  θ   � = θ4+�  /

  θ b"�  � ≠ � , ��  = θ4~  0
  θ b"�  � ≠ � , -� = θ4�  7
  θ b"�  � ≠ � , -� = θ4+�  z
  θ b"�  � ≠ � , �� = θ4+~  �

�z! &4#@
:
�
p F�2U ¡4+�� ¢a6+�� F�2

��� − º��!4� + �� + º-.�!4� + �� + º��!4� + � 4�
:DK��

�� − º��!4� + �� + º-.�!4� + �� + º��!4� + � 4�
� 4+� + � 4� − � 4+� + � 4� =  

� 4+�/ =  
DKP 9� &�4�

:
�
p F�2U �"�4+�� 3��"a6+�� C@ l5G F E�2  z
�π� + θ!4+� �
cθ − π/  −m4+� t

UVU

:θ �`��
% ����� .n � a@�N �B
BC �D �<$�7�� >
M��<�� dN I�M�N d&]p�� >
4�

e
�

]�4��� �4OPW42 9���,  

e
�
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��� �4OPW42 9���,
�-! ]���P
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% �/�� ����"�� Z
; �<5 .e�� �$	�� ���� S���
πUE

T  t  ºREW �
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ºFXV− ,  πUG−
T  w�

 
�

 

�

�/! ]���P
:)?fN ,�4��B�� ��¥� c��L/�� d��$

���������������������� = ���������������� = �ºTGV + ºTV��2 = ºTXV�2
������������������������ = ���������������� = ���������������� = ºEGW�/2
���������������� = ���������������� = �������������������| = _πUU−T i�|

[�� �4a+<�
:�
��/�� �(��'�� >! �&f )�  -  

 jπR + ij�2 = jπG + i �j�2  
 ∈   π   /0 + π�0�  = � �� π   / + π-/ = �

jπT + ij�/2 = i T �/2 /  
 ∈    π /  + π−-/  = � �� π   + π�  = �

jπR + i�j�2 = i R �/2  0  
 ∈     π   − π.  − = �  ��  π   -0 − π/7 = �

&
$�� 3424�	  �
���46P D�I�

�t5M�� D�I C@ i;�   0  , /  , -
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π  / + π� = �7  ��  π  / + π/ − = �/  
π   -/ + π/7 = �  ��  π   + π7 − = �  

cπ7 + �m4� =  �/ 4�  t
�    !  π  / + cπ7 + �m − π =   �/   ��  π  / + π7 + � =  �/  

π  / + π7 − π =   � + �/   ��  π  / + π7 = � − �/  
π  / + π07  =  �0    ��  π  / + π7 = �  
π   /0 + π7 =  �   ��  π  / + π7 = �  

DKP 9� &�4�
:C"+�,46��� C@ l5G D�  �

� 4� = cπz + ��m4� t    cπ0 + �m4+� = cπ7 − �Tm4+� �  

UVW

�_����� �$	�� �; �<5 �π + θ� ����"�� d�; ��n� �$	�� �; �<5 θ ����"�� HM�f ���
�Z7KM )h�� �?`� π + θ ,θ d�/���"��

�π + θ��| = θ�|
�    !  ,π   + θ = �   
�   θ4~ = � 4~ ��,46��� D�

�b�4#�� �� &�U� [2��� 'T ������� [;P 4@�VI 4oa�
@ 9
R� ������� D~ 9� ��W

�.! &4#@
�  = � 4~ :��,46��� D�

:DK��
 = � 4~

�
π0π + π0  � < � 4~ b"��      π0 4~ = � 4~

�b�4#�� [2��� �� &�U� [2��� 'T [;P �  

�    ! π  / + mπ0 + πm = � �� π  / + π0 = �  
π  / + π70  = �  

DKP 9� &�4�
�- = � 4~  :��,46��� D�  .

��! &4#@
:C"+�,46��� C@ l5G D�

cπ0 − �m4+� = cπ� + �0m4+� �
cπ7 + �m4� = �/ 4� t

:DK��
cπ0 − �m4+� = cπ� + �0m4+� �

�    !  π  / + cπ0 − �m − = π� + �0  ��  π  / + π0 − � = π� + �0  
π  / + π� − π0 = �7  ��  π  / + π� − π0 − = �/  

UVR

��M���� �$	�� �; �<5 �θ − π� ����"�� d�; ��n� �$	�� �; �<5 θ ����"�� HM�f ���
��θ − π��2 = θ�2 dN � a@�N H?�'5

�   ��  π �� + �θ − π� = i �N  π �� + θ = i : �d�; θ�2 = i �2 HM�f ��� ,���/��$�
θ4� = � 4� ��,46��� D�

�    !  ,  π  / + �θ − π! = � �� π  / + θ = � 
�  
�'f4#�� �� &�U� [2��� 'T ������� [;P 4@�VI 4oa�
@ 9
R� ������� ]"� 9� ��W

��! &4#@
:C"+�,46��� C@ l5G D�

� U

U

U−

U−

º��
º-/�

 /F = � 4�/ t  0F/  = � 4� �
:DK��

0F/  = � 4� �
π0 4� = � 4�  

� < �4�  
�'f4#�� [2��� �� &�U� [2��� 'T [;P �  

�    ! π  / + mπ0 − πm = � �� π  / + π0 = �  
   π  / + π/0  = �  

/F = � 4�/ t
/F
/  = � 4�  

UU−

U−

�

U

π7  π7 4� = � 4�  
� < � 4�  

�'f4#�� [2��� �� &�U� [2��� 'T [;P �  

�    !  π  / + mπ7 − πm = � �� π  / + π7 = �  
    π  / + π07  = �  

DKP 9� &�4�
�� = - − � 4�/ :��,46��� D�  �

�D� 9� &�4��
��0− = �e−!4� � � !  -

��0. = �&−!4+� �t!  
0�-7 − = ��−!4~ �w�!  

-7 = �4+� � , !  
 �º0� − º-.�!4� = �º-z�!4� � � !  /

-/ = º0�4� =  
7z − = �4+�− = �� − π!4+� �t!  
jπ-/ − π j4~ = jπ---/ j4~ �w�!  

0F + /− = jπ-/j4~− =   
º7�4+�− = �º7� + º-.�!4+� = º//�4+�  0

����� − 
ºz�4�− = �ºz� + º-.�!4� = º/0�4�  7

��./� −  
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Relations Between Trigonometric Functions (1)

 �"B4B� C��4�  �I
�O%�
�θ ����"�� �
���n� �
����� \7��� ���� ��(�$ �
��/�� �
����� \7��� \/f�  �-!

 �θ + ��2  � � !  
 �θ − ��/2  �t!  

 dθ + � n�2  �w�!  
 dθ − � n�/2  � , !  

�i ����"�� �
���n� �
����� \7��� ���� ��(�$ �
����� \7��� \/f�  �/!
 �i − ºUFV��|  � � !  

 �i + ºUFV��/2  �t!  
 �i −��2  �w�!  

�θ ����"�� �
���n� �
����� \7��� ���� ��(�$ �
��/�� �
����� \7��� �$�/]� Z/?�'5 �! c�L/��  �0!
 �θ + ��/|  � � !  

 dθ + � n�/%  �t!  

 dθ + � n�/|  �w�!  

 �θ−��%  � , !  

¬d ­	§
�−F

θ4+�− = �π + π. + θ!4+� � � !  z
θ4�− = jθ + π/j4+� �t!  

 π7  4+� = � 4+� , /F/  = � 4+� �
π   / + π7  = �  

 �  ∈  !  π   / + π7  − = � ��  
π
� 4� = �4� ; -/ = �4�  �

 ��  π   / + π�  = �  
�  ∈  ! b"� , π  / + πz

�  = �  
π
� 4~ = θ4~ , 0F0  = θ4~  .

�  ∈  ! b"� ,π    + π�  = θ     
π  / + π0  + � = π7  − �0 � � !  �

�  ∈  ! b"� ,π   + π�
/7  = �          

π  / + π0  − �− = π7  − �0 ��
�  ∈  ! b"� ,π   -/ + π

7. − = �     
; π  / + � = πz  + �/ �t!  

 �  ∈  ! b"� ,π  / + πz  − = �     
π  / + �− π = πz  + �/ ��

�  ∈  ! b"� ,π   /0 + π7
-z  = �  

�0

��4��t� ��¥� c��L/�� d��$ �
��/�� �
����� \7��� �?
% �2�N  �7!
 ºUWV�2  � � !  

 �º��W−��|  �t!  
 �ºUTW−��/2  �w�!  

��4��t� ��¥� c��L/�� d��$ �
��/�� �
����� \7��� �?
% �2�N  �z!
 EG  �/2  � � !  

 e �T  −o�2  �t!  
 UUG  �|  �w�!  

��4��t� ��¥� c��L/�� d��$ �
��/�� �
����� \7��� �?
% �2�N  ��!
 ºTXV�2  � � !  
 ºRWV�/%  �t!  
 UER  �%  �w�!  

� �jI4< �f4G ��	 t  �� �K"Kp 
�4a6�� �f4G ��	 �  D$~ ,�-�−�! C���+�� �
t   �     Vº� = �θ + ��2 d�;  Vº� = θ�2 HM�f ���  ��!
t   �      T� = θ�% d�;   �T = θ�/2 HM�f ���  �.!
t   �     T =�θ + ��/| d�;   T = θ�| HM�f ���  ��!
t   �     W− = �θ + ��/% d�;  UW = θ�2 HM�f ���  �-�!

:���C F7$n �
��/�� ��34'/�� F �7$  �--!
�eθ − � o�/2 + �θ + ��2 + �θ −��/2 − �θ − ��/2  � � !  

   
�e�  + θo�2 + �  − θ��/2 + e�  + θo�/2 − �θ + ��2  �t!  
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��-! ]���P�
�4#�� [2���  � � !

[2���� [2���  �t!
�4#�� [2���  �w�!

b�4#�� [2���  � , !
��/! ]���P�

 -/ = º0� 4� = �º0�� + º0�!4� = �º0��!  4�
 /F/  = º7z 4+� = �º0�� × / + º7z!4+� = �º��z!  4+�

0F = π
0  4~ = jπ-/0  − π

0 j4~ = jπ--0  −j  4~

�7

:�
��/�� �(��'�� �)�  �-/!
 �    !   / + /0  − = � ��   / + /0  = � U� + = i �/2  � � !  

 �    !     + �  = � TF = i �/|  �t!  
 �    !   / + 7  − = � ��   / + z7  = � �F+ = i �2 �  �w�!  
 �    !    -/  + �  = � ��    -/  + -/ = � TF

�  = �iR��2  � , !  
� E����6P C��4� t �I
�O%�

��»I�v HM�f ��� Q  �N �B
BC ���4'�� HM�f ��� N  )�|  �-!
t   �     T� − = �ºXGV−��/2� + ºU�TV�2T − º��W�|  
t   �    � = e UEG o�/2 − e FT  −o�2 + UTG  �%� − UXG  �/%  
t   �   U = e RWG o�2� − e �RT o�/2 + e UUG  −o�|T − UXR  �/|  
t   �     �F = ºFWW�/2� − ºWFW�/%� + �ºTUW−��%  

��»I�v HM�f ��� Q  �N �B
BC ���4'�� HM�f ��� N  )�|  �/!
t   �      = )t� �-�?x d�;  TF = i �2 d�f ���  
t   �      T  = i d�;   U� = i �/2 d�f ���  
t   �      U� = i �2 d�;   G  = i HM�f ���  
t   �        �D VºT = i �% )� �-�?x  
t   �         	KC = � UW� �|  

:�K"KX�� �24�)� �<� ,�z−0! C���+�� �
� � ! :�D U� �`/?
% �/�� ¶� �! [ �
����� �47���  �0!

ºEGW�| � , !  �ºUWVV−��/| �w�!  �º�RV−��/2 �t!  �ºTTV−��2 � � !   
� � ! : TF

�  − �`/?
% �/�� ¶� �! [ �
����� �47���  �7!
UTT  �% � , !  UEG  �| �w�!  e TWT  −n�2 �t!  TUG  �/2 � � !   

�t! :�D θ�2 + dθ + � n�/2 + dθ + � n�/% − �θ − ���% ���<�� �?
% d�  �z!
U � , !  U� �w�!  	KC �t!  U− � � !  
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q�
|4#"T ���}f  ��¦2 Q� = ��Q � + ��¦2 �  ��- .��75 ��Q �
 �	
gl�� ��'$	?��

 �$	?�� �; ���2�?��
 ��ef Q  Z'�m .e��
�¦2 Q ,¦2  ��� �47���$

¦2

Q

 U = ��¦2 Q�
��¦2 Q� = θ ��/2 + θ ��2 :��- )lBM �U� �; A��'/��$�

q�
|4#"T �;24M+@ H��P - = θ /4+� + θ /4�

�-! &4#@
�π/ > θ > �  ,  ��7 = θ4+� 94G ��	 ,�aB4K�� ���� e��A+B� 9��2

�θ4� ����  �
�θ4~ �+V+B�  t

:DK��
:q�
|4#"T �;24M+@ e��A+B42  �

- = θ /4+� + θ /4�  
- = /���7! + θ /4�  

��.7 = /���7! − - = θ /4�  
�π/ > θ > � 9U £
T�@ ���-� −  θ4�  ��  ���-�  θ4�  

�/�/�  ���-�
��7    θ4�

 θ4+� = θ4~  t

DKP 9� &�4�
�θ4~ ,θ4+� ���sT π/ > θ > �  ,   0z = θ4� 94G ��	 ,�aB4K�� ���� e��A+B� 9��2  -

Relation Between tan θ, sec θ  θÉb ,θÉX ø«H ábÓ©dG

:��- )lBM θ /�/2 ��- 8��9��
; �<$�M/! �;	I ��?7% ���
V ≠ θ �/2 _
�   -

 θ /4+� =  θ /4�
 θ /4+� +  θ /4+�

 θ /4+�
θ /4� = θ /4~ + -

θ /4� = θ /4~ + -  
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Relations Between Trigonometric Functions (2)

º∏©àJ ±ƒ°S

•  q�
|4#"T 34;24M+@
•  �"#$#@ 34�5I
•   C�k+P 3��4aI F"�aP 

�"#$#@ �&��,
•  y62 �Kp �V��2 
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θ /4� =  
DKP 9� &�4�

�/ = �θ /4+~ + θ /4~! − �θ /4+� + θ /4�! :�;24M+��� �Kp �a(�  �

UUU

Relation Between cot θ, csc θ  θÉàb ,θÉàX ø«H ábÓ©dG

 θ ��/2
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 θ ��2  = θ ��/| + U

- = θ /4+� + θ /4�   θ ��/% = U
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Relations Between Trigonometric Functions (2)
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�θ�/2 ,θ�2 �2�N  

 
 
 
 

V > θ�2 , UT = θ�/2 HM�f ���  �0!
�θ�/| ,θ�2 �2�N  

 
 
 
 

= θ/4+�
θ/4� − θ/4�

θ/4+� − -
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�q�QG? L�=� ���9b1 �<GUº �<��H/H &4 = *74 J�G� c� ·�1r

7z f��� 2/I

6 shift  nPr  4 =  360
6! ÷ ( 6 - 4 )!  360
6 × 5 × 4 × 3  360

P¢�

Law of Permutations  πjOÉÑàdG ¿ƒfÉb
:�' B�� !� $ 5 
k�� B9�bZ� LF"9W-� �
�8�� A� c !��
�e �)�

c ≥ 5 , +  � c , 5          ,�P + 5 − c� ��� �� − c� �P − c�c = �c

$ = %7c > ��8� £ = 5 
�)��
   �P + 5 − c� × ��� × �� − c� × �P − c� × c = �c :¨F@

 $ × & × * × ��� × q� − cr
$ × & × * × ��� × q� − cr  × �P + 5 − c� × ��� × �� − c� × �P − c�c =   

   !c
!�5 − c�  =   

¿ƒfÉb

P = �c ,c ≥ 5 , +  � c ,� {	F !c
!�5 − c�  = �c

  qzr 7�Z?
�
���? 
�
j( L�K��� L��� i��W9K� c��( !C��H !T L��� ����

7c  t�   7$$  f   7z  �
:!0��

:g��)� L>C/M��  �
 !z

!&  = !z
!q4 − zr  = 7z

*z% = * × 4 × ; × z = $ × & × * × 4 × ; × z
$ × &  =  
:L���Z�� L>C/M��  

QS£ = Q × ¥ × R × S = �z

��% = � × $% × $$ = !� × � × $% × $$
!�  = !$$

!q* −$$r = 7$$  f

q& − crq$ − crc = !q * − cr × q& − cr × q$ − cr × c
!q* − cr  = !c

!q* − cr = 7c  t�

:IóYÉ°ùe
 ��

�� ��¦� (�)*�
� A[,�

 ,!��
���� �)� �
�X
� nPr  1� Ff7�

 

!?�' �

S  4 I)��

��)�I ¥

}

�Q9��,?� L,�
9? ��Mb�  �
�G	H�����2 !��
���� 64 )8�� I)�� $ ioM�� �	,� @

 �		,��� ���2
ª cI 
nob A� Vk	�� m"I�2 �M	�4 �"}�I F�I
�Ok�	4

O��>9��  �
 t!# cI �2
Fu ����H A� �4
jX� $ ioM�� �84
�� c�

 G	H����� 2I !��
���� �
�� 1� m�
I !� B5)J V"8,"� �7�e
�
�
�	�Me2

dC� ���9b�
 $ Ê5.� G4
M�� A� )8<�� �
*vI R &bI $

 A� !� ���� cI A[,� ����I V[4 �G4��I ¢ A� 3���
 ���� cI 1� G4��M�� $ )8<�� A� ��,-� �
*v.�

�A��b¦� A� �"�� G4
I $ Vk�� !�
z�&% = ;7�

 ��o� (�)*�

4 
kd	�Ze A[,� s��� �O"[�� �)� 
� &
 �,"� >�FI A� 3�8�
4 (O�'@� c2� �d"�� >�FI

&4 = *74   ?i�Æ

7
"�� ��(��	  �
�¿��G9�� /UF� �G'N�

�f=M�� ��(��	 A? ]># qNr ,qt�r ,qfr ,q�r
�!# c� 7����

$� = $ × & × * × *  $

 &

��(�

��C
"� ,¬��N ,LM"K

��C
"� ,¬��N ,����

LQT�Y ,¬��N ,LM"K

LQT�Y ,¬��N ,����

��C
"� ,L�� ,LM"K

��C
"� ,L�� ,����

��C
"� ,@�K ,LM"K

��C
"� ,@�K ,����

LQT�Y ,L�� ,LM"K

LQT�Y ,L�� ,����

LQT�Y ,@�K ,LM"K

LQT�Y ,@�K ,����

��C
"�
��C
"�
��C
"�
��C
"�
��C
"�
��C
"�

LQT�Y
LQT�Y
LQT�Y
LQT�Y
LQT�Y
LQT�Y

¬��N

¬��N

L��

L��

@�K

@�K

LM"K

����

�LGUº L��� $& = & × * × & = LGU�-� ����
�� N�'  



PR�

P�£

 q�r 7�Z?
 ��<�'1 $& A? c v
U9C L"K 
/T ]C/Y c�T �w	

 A? �QGC
UH AU�C X9�� LF"9W-� 2/F�� N�' 8Y
 AU�Cr ]C/F�� ��� X�'1 ª( A? ª�'1 L�Ã

? q�T�/-� !T � R,"�� R'1 +)
:!0��

 LF"9W-� 2/F�� N�' X�� kP�R k ��
� c� R�
 ª�'1 ; A? L�
U-�

��<�'1 $& A? O����9b� AU�C AC����
nCr shift= 125792  L�K��� L��� i��W9K� �G'  ��& = � × � × $% × $$ × $&

$ × & × * × 4 × ;  = !$&
!q; − $&r!; = kP�R k 

��<�'1 $& ª( A? O����9b� OH� ª�'1 ; A? c
U? ]C/Y !T ,� <F"9¹ � <>C/Y ��& ��
C
!0H c� 7���

 X�'1 ª( A? �<�'1 $$ A? �QGC
UH AU�C X9�� LF"9W-� 2/F�� N�' 8Y ��<�'1 &% A? c v
U9C i�� 
/T ]C/Y c�T �w	   �
q�T/? +� � R,"�� R'1 +) AU�Cr ?]C/F�� ���

 c2� A� B�
�� ;P� m�# cI ��

�� �@¦� A� )�)8�� L	M��e
 
k?7�� A?�H ^�9 A� V���� 1�2 ��	M
��� ���M-� �
��X B52`

 B��� ��)�.� 
k	H c�[e s��� c
	F.� �84 $ ®)�
�e )J 
�. 
�'
 ��
F $2 ���

�� ��¦� (�)*�
� c2� �4
j� sM8e cI m8<� {	?4

 !}� ��

�� �@¦� �84 ®)�
�e @ )J � �)j B��[�� ��)�.�
�c��
��� G�MH � 

P£££

  q$%r 7�Z?
�� <0_/? ;$ ª( A? ª0_/? $% ���9b� R� ,L�(��G�� ��(�W9�=� ª0_/-� ���
� ���9b� !�� A?

?�QGC
UH AU�C X9�� LF"9W-� ���
"�� N�' �?
:!0��

�$%2;$ N��o ]�Y�
9��( ]",9H L�}�? ��� � <w	 ,f
"M? ¤s L0�=�� ���9b� ��G�� R�H©�� c	
L�K��� L��� i��W9K� �G'      $& ��� �$$ ��% = !;$

!4$ × !$%  = $%2;$

$& ��� �$$ ��% 
� LGU�-� LF"9W-� ���
"�� N�'

sd"*�� (�Ck�� m�@ �P�
>)k�� �)�� LH�),�� ���

V�C�� �	f� (�Ck�� m�@ �Q�
V�C�� =�J (�Ck�� m�@ �¥�

F
��� m�@ �R�

�P�
���

�Q��¥�
�R�

= 51101�2777711870�1010 0 nCr

 L���9�� ��
Mµ� i�W9�H
:L�K��� L��� LMK�
( ]�Y�
9�� N��o

nCr= c�

P¢�

t� f �N f �f t� �N t� �f N �t� N �
t� � fN � f� t� fN t� f� N ft� N f
f � t�N � t�� f t�N f t�� N t�f N t�
f � Nt� � N� f Nt� f N� t� Nf t� N

�L���>�� � ��/? z = !* /Q�H t� ,f ,� «�W_� L�=� A? L�
U? LG�,? LG� c� ·�1
t� f �f t� �t� � f� t� ff � t�� f t�

 �<��H/H !* £' <8�>? �<GUº �<��H/H *74 t� ���? c�M"�� N��'� ¢�¦	 c¥Y @��� 
���� L'
�§ L9��� ����H©�� ��� !UEH
�LG� !U� � <F"9¹

4 = !4
!*!$ = !4

!* !q* − 4r  = 
!4

!q* − 4r
!*  = *74

!*
 = c�M"�� N�'

!0H c� 7���
?«�W_� L,(�� A? L'
�§ A? �QGC
UH AU�C X9��� ªjW_ A? L�
U-� c�M"�� N�' �? �

:½¦
� 
'�
�� A[,� T�� c A� ���[� ���,/ 64 A� B5
�*��2 T�� 5 A� 
k�� !� c ��[�� G	H����� �)� ,��
� �d<42
!

!  !(  - ) = 
c

!
 = G	H����� �)�

≥«aGƒàdG ¿ƒfÉb :∞jô©J
:c»H ,5 ≤ c {	F c
�j�� c
?	?� c��)� 5 ,c c
� �9�

:�' W
	v.� A� c 64 A� B5
�*��2 W
	v.� A� 5 A� 
k�� !� ���[�� G	H����� �)�
!

!  !(  - )
 = k k 

:�
_Fo�
P = k k >�́8|� £ = 5 
�)�� �P�

P = k k  ���

:á¶MÓe
 A� ��8�"� ;c ����� ()*���

�G	H����� �)�

= � × � × ; × &� × &� = LGU�-� 2/M�� N�'  *
&�& $z%

 �� & 4*& �%& %%� %%% %%% %%% = !&% ����  4
$�$% × &�4*& �%& %%�

$� × $� × &% = !&%
!$�  = !&%

!q* − &%r :����  ;
L>C/I z �4% =

z% = * × 4 × ; = !;
!q* − ;r = *7; q�r  z

;%4% = � × � × � × $% = !$%
!q4 − $%r = 47$% qfr  

q*− crq& − crq$ − cr c = !c
!q4 − cr = 47c qt�r  

  : µ=�o	�� |¶�5
���   : µ=�Cn� |¶�5
���

$$$

³c�́~
¥−P£

�,�� 2/I
Methods of Counting

L�K�K� AC���  L'
�M-�
:L���9�� L"[K)� A' L(��¼� L����( 
/M_ OK�� �� �����U?o� !U( L���� R9T� ,q*−$r AC�89�� �

:>2�F  ��o�  64  A�  
k���[e  L	M��e  s���  �d"�*��  �O"[��  �)�  
�  :.�/�  L�=�  A?  L�
U?  �8"T  q$r
 ?�3�8�
4 (O�'@� c2�� 
'5��[e c2� ( ,� ,�

64 !<e ��[­ ;�I �845I  )j�e2 ,i ������2  ������  64 !<e ��[­ ;�I ��o� )j�e :LGU�-�  2/M��  q&r
?i �����
4 � y52��  j ������ ��  ������ A� �d"�*�� ;�M�� �)� V� � j ������2 i ������

 

 �)� V� ��	E��� mE
� m<�� 6?v�� �845I2 �	E��� m<�� 6?v�� ��o� )j�� :���/�� R���� ���/��  q*r
?�	E5 mE
�2 �	E5 A� c ��[e cI A[,� s��� ��2¬.�

 
�È�K)� �,�� ���? i�W9K� ,qz−4r AC�89�� �

 A� VJ��� I)�� cI A[,� @ \�Z4 yO"� (
J5I �8�
 A� 
��[e cI A[,� s��� �e
n� (
J5I �)� V� :SH��� i����  q4r
?�9
� ,P 2I £  4 5
�	��

 



PR¢

$$*

 LC�C�,H AC��� f L'
�M-�
:L���9�� L"[K)� A' L(��¼� L����( 
/M_ OK�� �� �����U?o� !U( L���� R9T� ,q*−$r AC�89�� �

 
'5��[e c2� >2�F ��o� A� 
k���[e L	M��e s��� �d"�*�� �O"[�� �)� 
� :.�/� L�=� A? L� v
U? �8"T  q$r
 ? ' ,i ,� ,� >2�F ¥ 64 A�

64 !<e ��[­ ;�I �845I  )j�e2 ,i ������2  ������  64 !<e ��[­ ;�I ��o� )j�e :LGU�-�  2/M��  q&r
� j ������2 i ������

?%
]� !� $ i �����
4 � y52��  ������ �� ��j���2  j ������ ��  ������ A� �d"�*�� ;�M�� �)� V�  
 

 2I  �O�.�  �
j5 �j5� 2I  �2.�  �j5)��  $ �C# cI  ^�[,�  c��I B��&e  m"Me  
�)��  :c�¤M��  /T��H  q*r
 ,F
2.� Ë�[�� $ 2I �,�� $ 2I B�E
M�� B&H
� m�
j �� ^�
[� 5
�p cI 
 y��I ^�[,� ��	F
	��� �j5)��

�F�H c
	
�� )j�� {	F �2.� �j5)�� $ �
�� �' O� F
2I Ë�� ��j2 ()� ��
F $ @�
?B�E
M�� A�� 1� ^�
[� 
¿ �C# cI A[,� s��� �d"�*�� ;�M�� �)� V�  

 

$$&

 (
J5I ��o� V� c
H�F Ok8��� 6,J5 A� 
��[e cI A[,� s��� Ì	bh�� �
F�� �)� V� :^�b©�� ���
�  q;r
?(
J5I 2I >2�F =I 5�[�e cI c2)4

 
�Ok�� ![� =�"8�� \j��� �_Fo�2 
 y8� ÅbI ¯
}��2 �ÍI 
¾)FI ��� =�CF s�5 )�� :N/� /M� X?�  qzr

?��[,�� ae����� �)� V�
 

:�C �º v!T L��� ���� ,q$%−�r AC�89�� �
R�¢  q�r

 
��P�  q�r

 
R;P¥  q�r

 
¥S;¥¢  q$%r

 
:L���9�� !���-� !� ,q$*−$$r AC�89�� �

 �d"�*�� c
C"�� �)� V� �B)	
 �R 64 A� ��)	
 Q A� ���[� ��x i
*��� V�� >�
 :c�M"�� AC
UH  q$$r
?
¿
*��� A[,� s���

 
64 A� F�H �/)� i�

F ���JI ��o� W�N� sd[e ���� c
k	j +)� :L§�? f
K�� «�/�� ���  q$&r

?
'·�� A[,� s��� i�

�� ���JI ���,/ �)� V� �
 y��J ¥¢
 

 �)� V� �B��
v �E
©2 Ko}� 6?v�� �
*vI �	�O� L� �	<*v �o4
�� 6d©��� c2�v ��)� =��  q$*r
?
kd	©�e A[,� s��� �
*vI ��o� A� ���[�� �
��,C��

 

* %&4 = z × � × � × � = !�
!q4 − �r = 47�  �

z = * × 4
&  = !4

!& !q& − 4r = &24 :����  �
!&%

!$$ !q$$ − &%r = $$2&% :����  �
�2/F�� N�' 
�� $z� �z% =

!z%
!$; !q$; − z%r = $;2z% :����  $%

$*$% × ;�*$� 4%� �$� =
�� <>�Y
H q�r  $$

� <=C��H qfr  

P�P

!0H c� 7���
 $; �QG? !T d�9H �=Y�� i��W9K1 f=M"� ���
� N��'	 
��C��� 
��G? N��� ,XGI
�� S09-� 
��C�� N��'o� ��G��    $%

?
��C��� ��� ��N��'	 AU�C X9�� LF"9W-� ���
"�� N�' 8Y ,�<���I z% 
� f=M�� N�' c}( <8"' ��<���I

  q$$r 7�Z?
�L��� !T � 2/M�� N�' R���� � <>�Y
H �� <=C��H vª�C 7�Z-� c�T �w	 �? N v�� �C �º !T �

�
��/>�� +N�� � � <
�' &; ª( A? � ª?� ,���� R��� ,���� ���9b�   �
�L����s L��� N��'o L�� $& £' +
9É ��T A? �I�M( ���� ; ���9b�   f

�� <�,>? &; �Ê LY/s � �<���I && �'�>? vª�C �<MM¹ O",? dl�  t�
�!jF�� LY/s � �Q>�",H� �Q9(�9U� �<9�( $$ A? L�
U? LC/,_ 
��j� A? ���(� 4 ���9b�  N

:!0��
$* �%% = *7&;   �!CN��H  ���9b1� � OQ? R�H©��  �

��& = ;2$&  �]�Y�
H  ���9b1� � OQ? ¤s R�H©��  f
&4$% × &�;�;&  &&7&;    �!CN��H  OQ? R�H©��  t�

**% = 42$$    �]�Y�
H  OQ? ¤s R�H©��  N

!0H c� 7���

�� <>�Y
H �� <=C��H vª�C 7�Z-� c�T �w	 �? N v�� ,�C �? �   $$
�cn/>�� 
�=H L>(��? � LT��E�"� ��,�� Sj�� A? f=I * ���9b�  �

�cn/>�� 
�=H L>(��? � L�=Z�� ªT��E-� �T�/?  f



PR�

P�Q

��Q�F� �
Q��� Le/Y �� hH�
G�� ��� !T� �� <¾�� *z = z × z 
� hH�
G�� N�' ,�,�� ���? ]��M9(�
�LG�,�� ���F� ¨����� !�Z�9��  f

$
$ & * 4 ; z

&
*
4
;
z

7�)� /M��

¨�Z�� /M��

 

�{q& ,&r ,q$ ,*r ,q* ,$r} :hH�
� L�=� A?  x��� S�}9C  t�
$

$& = *
*z = ( ) 

( ) 
 = q r 7

!0H c� 7���
?�� +���C 8Q'
�§ ACN�' �
Q�� :�f� x��� 789�� �?  �  :q$r 7�Z-� �   $

?�$* +���C 8Q'
�§ ACN�' �
Q�� :�t�� x��� 789�� �?  f  
?�/bË� � <,(/? �Ì��� ACN�' �
Q�� :�N� x��� 789�� �?   t�  

 hH�
� N�' +���C �� A? /ke� <8��N c
UC �? x�� � hH�
G�� N�' c»H ,LG�,�� ���Y A? L���� L'
�§ 
� x�� +� c.2
�¡$ ,%� 
©F�� �	 X�9GC N�' 
� , �? x�� D
�� 789�� c»H ^�&� �LG�,�� ���Y

Ée çó◊ ∫ÉªàM’G ¢UGƒN

 :c»H Î�
b ��2 \��� > ��	� W
�H $ K)F  A[	�
P ≥ � �� ≥£ $

� <=�09�? � <���  g��C� % = q r7 � <w	 { } =  c�T �w	 &
�� <�TB? � <���  g��C� $ = q r7 � <w	 . =  c�T �w	 *

�$ +���C LG�,�� ���Y � hH�
G�� d�¦ �189�� D
�§ 4

:Ió«Øe áeƒ∏©e
 +/M� X?� L(/¾ � ,LG�,�� ���Y

 \�F� 
� AC�C89?� ª��9G? N/�
 N/� /M� X?� L(/¾ � LG�,�� ���Y

�ª9���99? ªH/?

P��

5-10
º∏©àJ ±ƒ°S

•  !>9���� x�0��
•  d(�9�� x�0��
•  U�/E��� 7��9�1�

 ¿��G9�� /UF� �G'N
 U
�� 
kkj2I )FI 1� c �2 |� ,�o	M��� =¬���� ![v 1� �
Io4 A� ��	�2)�� ��8� ��Z�e

�S �� �Ï��H� �d<�� A� �2�h� 
'�)�
?
'�)� 
� ���[,�� ��2¬.� �6�� y@2)j c ���  �   $

?6�2
��� 6,J5 A� �d���� ae����� �)� 
�  f  
?R =2
�� 6,J��� ��,/ c�[� cI �O�F� 
� ,6�2
��� �� 
'OJ5 �Io4 m?
 Ve  &

?R A� �f�I 6,J��� ��,/ c�[� cI �O�F� 
� �c
�2
��� 
'OJ5 �Io4 g�?
  *

 �	E�j ���,/ �' x�� !� �q.r LG�,�� ���Y 3,�e s���2 ��[,�� ae����� ���,/ �H�8,4 y@2I V�� ,�	E��D� �4�] !� $
���	8�� W
�H A�

:�'  K)�� �O�F� c»H 
k�d� 5�k_�� ���H 
n �4�C��� ae��� L	l g�
� �9�

  K)?�� ae��� �)�
��	8�� W
�H sH ae����� �)�  = q  x���r7

( ) 
( ) 

 = � �� :cI =I
������ ���� 2I ���� 2I Á� 2I =N� Á� B5�<4 �O�F@� m�[�

q$r 7�Z?
AC/M�� A? !U� +
",�� \�
�� L��=? X� L(/M9��� �AC�C89?� ª��9G? N/� +/M� X?�� L�,� �

?LGU�-� hH�
G�� N�' �?� �LG�,�� ���Y R9T� ?hH�� !T S�}9C vO?   �
��u����( LG�,�� ���Y !Z?  f

?�4 +���C 8Q'
�§ ACN�' �
Q�� :  x��� 789�� �?  t�
:!0��

�+   c , i �z ≥ c ≥ $ ,z ≥ i ≥ $ m�� qc ,ir RH/? ¬�P A? hH�� !T S�}9C  �
,qz ,$r , … ,q& ,$r ,q$ ,$r} = .
,qz ,&r , … ,q& ,&r ,q$ ,&r  

 
{qz ,zr , … ,q& ,zr ,q$ ,zr  

•hô°ûªdG ∫ÉªàM’G

Conditional Probability

.���)�  $
 •�!����� K)�� >�8��
 •�L4
��� K)�� >�8��
 •�U2N�� �O�F@� )j��


�C��� O���F-�� ��N/F-�  &
 FM� − 6"b)� 29 �2)j − L4
e K)F − !���� K)F

 c
�)F − V,��� − �
#@� − LI
���� − U2N� �O�F� − AÐ
�c
	H
���

!��K
��� ���N)�  *
��Data show� U
�
� ¬
kj − �	,"� ��

F ��«

��Q�9��  4
:f=M�� 7}K�

 • ;2)�� 6�I ,Æ 6�I ,�	E5 :5
	�b� A[,� ����I V[4
?�
*vI � 64 A�

 • ��o� A� �d��� ���,/ 5
	�b� A[,� ����I V[4
?�
*vI � A� ���,/ !},�� �
*vI

 •?
�	4
�F ¥�� �,	J 
�
 •?
�	4
�F R;� �,	J 
�
 •���

�� ��¦� (�)*�

4 �;�£ , ��P� )j2I

•höûŸG ∫ÉªàM’G :5-10



PS£

P�R

Venn Diagram  ø" §£îe

��@
,�F@� �
C��2 !E
�,�� VkH 3"� 
y�
	FI �	
)�k�� �9
,��� )�
�e

(»FGôKEG ∫Éãe)  ø" §£îe q4r 7�Z?
�Ll�C/��( %z& ,L�FEU�� LME�)�( f=M�� A? %;4 O9QC LC
��Z�� ������� ���	 XY

�Ll�C/��( � <�C� c
�9QC L�FEU�� LME�)�( c
�9QC AC��� Sj�
?Ll�C/��( F>Y c
�9QC AC��� f=M"� LC
[��� L��G�� �?  �

?Ll�C/��( O9QC 1� 7��9�� ��Y ,LK����� ��� f=I A? �u���
E' R��I /�9b�  f
:!0��

 A�9>MG? !�M9���� !b�N OK/�� qLK����� f=I !Tr LG�,�� ���Y !Z�C <=�M9�? ��9W� �Ql/'� ���M,��� R�H/9�
�Ll�C/��( c
�9QC AC��� f=M��� L�FEU�� LME�)�( c
�9QC AC��� f=M�� !�Z�9� A�9"b��9?

:X"C ��T LC
[��� R�G�� ]I�G��� ��� !b�N c v���
%&� = %;4 × %�; :Ll�C/��( ª�9Q-�� L�FEU�� LME�)�( ª�9Q-� f=M�� Sj� A��9H q��Áµ�r L"b��9-� L>MG-�

%&� = %q&� − ;4r :A��9H ��/Fj�� L>MG-�
%*; = %q&� − z&r :A��9H ������� L>MG-�

Ll�C�
%*;%&�%&�

%$$

L�FET LME��   %$$ = %¡q*; + &� + &�r − $%%� :A��9H ������� L>MG-�
�AÎ FM¹ 
��/>( L"[K)� A' L(��o� c�� �GGU�C

%*; = Ll�C/��( F>Y c
�9QC AC��� f=M"� LC
[��� L��G��  �
%�*� �� %*� = %$$ + %&� = Ll�C/��( R��M�� O9QC 1� 7��9��  f

•  %�*� = %�z& − $ :/bn !�
!0H c� 7���

Lk"��(  � <�9T Sj�� ��� f=I A? %$� �/>C� ,L�(/,��  Lk"��(  L,��M? R9T /_�,��  Sj��  f=I A? %�4 �/>C  4
�A�9k"��( � <�9T f=M�� A? %$; �/>C� ,LC��"U�o�

 ,!jF�� ��� f=I A? �u���
E' R��I /�9b�  
?F>Y LC��"U�o� Lk"��( � <�9T c��/>C A�? c
UC c� 7��9�� �?  �

?� <,? A�9k"��( � <�9T c��/>C 1 A�? R��M�� ��� c
UC c� 7��9�� �?  f

P�¥

q&r 7�Z?
� �$* 
� AC/����� ACN�,�� D
�§� 
�  x��� ,8QG? !U� +
",�� \�
�� L��=?� � <,? AC�C89? N/� +/M� X?� L(/¾ �

?  x��� D
�� 789�� 8Y
:!0��

*z 
� LGU�-� hH�
G�� N�' c� O",�
!jÉ c� AU�C 1 $* D
�M-� c¥Y /M� !T � z 
� N�' �T� c� 8(�

% = %
*z = q r7 � <w	 /Fe 
�  x��� � hH�
G�� N�' c¥Y ¢�9��(

�!�09�? x�� 
� x��� ����

!0H c� 7���
 D
�§ £' 7
j��� f x��� c�T ,8QG? !U� +
",�� \�
�� L��=?� � <,? AC�C89? N/� +/M� X?� L(/¾ �  &

?f x��� D
�� 789�� 8Y ,�$* A? /ke�

�789�1� N��o ]�Y�
9�� �� !CN��9�� i�W9�� �1��� A? ¤ZU�� �
q*r 7�Z?

��u���
E' � <,? L�",�� A? ª9,M� �b� Ï�� �C/C �LH1
T
E��( dM� 4 �QG�( L,M� $& £' +
9# �
"� L�"' Ï�� �©_�
?LH1
T
E��( ª9,M� ��9Ð c� 789�� 8Y

:!0��
�R�H©�� N89'� c�N L,M� $& ª( A? �
"� X9,M� ���9b� :L(/M9��

�� <¾�� zz = $$ × $&
 $ × &  = &7$&

!&  = k$&
& k = q.r c L(/M9�� hH�
� N�' 

 R�H©�� N89'� c�N ,LH1
T
E��( ª9,M� ���9b� :  x���
�hH�
� z = * × 4

 $ × &  = k4& k = q r c =  x��� hH�
� N�' 
� $

$$ = z
zz  = q r c

q.r c  = q r7 

!0H c� 7���

?LH1
T
E��( �9��� �u���
E' �
"� X9,M� ���9b� 789�� �? ,q*r 7�Z-� �  *

:á¶MÓe

 N/G�� /M� D
� /T�C O� �w	
�O�9G? \�� XG,C ��QY

�C��9��  ;
 
k	H ���)*�
� �@
F ��4

 !F��� $ ioM�� >�8e

:±� O� F	�4 K)� B)�
��� ����I {	F ,¤2.� �O�F@�
� K)�� $ ae����� �)�

��[,�� ae����� �)�  = �K)��� �
 ,�O�F@� A� 
 y�)��� 
 y��� c���M�2 c�H�8�� >�
 c¦�2

 s�5u ��8� A� �5)�� {	F U2N�� �O�F@� �'2 @I
 ��[,�� aE
���� 2I y@2I ��	8�� W
�H �
��2 t6,_��� 6�8[�
 %�,"8e 
� ���)*��	� 
y�	DH 
y�	v ()���� V� ,�P� �
}�� $ O�

 K�)FI $ G	H�����2 !��
���� )���J A� G4
��� �5)�� $
 FM� c�H�8�� >�
 ,^�9 )842 ��Q� �
}�� $ O� ��	8�

,�¥� �
}�� $ O� ����� K�)FI !F $ \e
��)*�
�2 AÐ
���� �
}�� $ O� �2���� �2)x� 
 y��I c�H�8��2

 c�[e >�
 !E

���2 ��2�.� %&' L	l cI ioM"� ) ��I
 
� �J�� 
k	H m"M�� ,�J��� �
4
j� �
�� )�� �,k�

�\�2)F �O�F� �H�8�
 1� ��)*���� �
	",8�� 1� ioM�� L� 
 y��I � �)v

��
��,C�� A� %�,"8e cI G�
 O4 
kI
�e5�2 ,K�)F.�
 ,�
��,C�� LI
�e B��d4 W)��� !�J B�)8�� �"}�I F�I

��	�8� ���,/ A� W�x� V,��2 ,�
��,C�� �
#�2
 642 ,�"�
[�� ���,C��2 ��	8�� W
�H 64 F4��� �� �I

����,C�� A� W�x�2 K)��
 %&' VkH A� ioM�� A[,�	� ,��� �
}�� L� W2)¿ !�
8e

��
	",8��
 ��84
��� K�)F.�2 �"����� K�)F.� 3�8� �� $ L
�e

 K)F2 L4
e K)F 64 ioM�� �	,	� B�)8�� �"}�I F�I
�!����



PSP

  : µ=�o	�� |¶�5
���   : µ=�Cn� |¶�5
���

$$4

³c�́~
R−P£

U�6-� 789�1�
Conditional Pobability

L�K�K� AC���  L'
�M-�
 hH�
G�� 8Y �+
",�� \�
�� L��=?� � <,? c
"�� Áb� N/� /M�� c
"�� /Ñ� N/� /M� X?� �G' ,q*−$r AC�89�� �

?�C �º x�� !T D
�� 789�� �?� ?x��� ��� LGU�-�
�� A��'
_�� A��)8�� ��,/  q$r

 
�sj2¬ �)� �' A��'
_�� A��)8�� ��,/  q&r

 
 

�Åb.� �C�� 1� �'
_�� �)8�� A� Y�I �Í.� �C�� 1� �'
_�� �)8��  q*r
 
 

:X�� �
"0"� dGj? �QM9GC X9�� LC��">9�� �
"�� c�
�) LG�' A��9H ¬ ,q�−4r AC�89�� �
�{/Fe)� ,+������ ,/Ñ)� ,¢�>H��� ,Áb)� ,XG���} = ¬

 ��� � 7�B�-� �Ï ��� �c�
�)� ¢�¦	 A? �
"�� A? c
"��  ��� ¬�9�	  L��� +���C ¬ � x�� !T 789��
:¢�9�� 7���� � ¬�9�o� 789�� A' ��?
",-� |,�( dGj-�

=��2Y�� ¤
�eY��  Åb.� �d�.� �Í.� s���� c
"��
£²P £²P £²P £²� £²� £²Q 789�1�

 �
"�  �b}H  c�  789��  8Y  ,dGj-�  ���  ¬�9�	  A?  �<ZC��  L�
9F?  L�"'  A?  �u���
E'  �
"�  L,M�  �b}(  ���  �w	
:L���9�� c�
�)�(

 ?=��2Y�� 2I s����  q4r

P�S

 :É¡J’ÉªàMGh çGóMC’G ≈∏Y äÉ«∏ª©dG

�i    4 \	�� ����2 
 y8� c« $ i ,  $ B��j��� ae����� A� ��Z�� =&�� K)�� �' i ,  6�)F LI
�e
�i    4 \	�� ����2 i 2I  $ B��j��� ae����� A� ��Z�� =&�� K)�� �' i ,  6�)F �
#�

�  = i    =I T�� =I $ 
�hD� ¼ �9� �Incompatible� c
	H
��� 
¾ i ,  c
�)��
�  $ B��j��� ��2 ��	8�� W
�H $ B��j��� ae����� !� A� ��Z�� =&�� �complement�   �'  K)�� V,��

:ÚKóM OÉ–’ ∫ÉªàM’G IóYÉb
�i  �� − �i�� + � �� = �i  ��

�i  �� − �i�� + � �� = �i  r� 
k��2
: çó◊G ºªàŸ ∫ÉªàM’G IóYÉb

� �� − P = �  ��
:Ú«aÉæàe ÚKó◊ ∫ÉªàM’G IóYÉb

��i�� + � �� = �i  �� c»H > ��	8�� W
�H A� 6	H
��� 6�)F i ,  c
� �9�

  q;r 7�Z?
:c�T� . LG�,�� ���Y XY c���� f ,  c�T �w	

:A? u=T ���� ,%�4 = qf  r7 ,%�4 = qfr7 ,%�� = q r7
 q r7  &  qf  r7  $

:!0��
�f  �7 − qfr7 + q r7 = qf  r7   $

�%�� = %�4 − %�4 + %�� =  
 q r7 − $ = q r7   &

%�* = %�� − $ =  
!0H c� 7���

 :A? u=T ���� %�z = qf  r 7 ,%�; = qfr7 ,%�* = q r7 c�T� ,LG�,�� ���Y XY c���� f ,  c�T �w	   ;
 qf  r7   �

 qfr7   f  

 )�Z��� ���2 �¢� :6�
}�� $ B��j��� aE
���� Vk8� °J
�
��"���� 2I �84
e c�[e �	�2 K�)F.� Vk,kH A�

 s��� �2.� B��� 
�. U2N�� �O�F@� (�kd� 1� � �)v
�ioM�� \	"� >�8��

 K)F ��<F )84 !<ª K)Fu 3�8� i
k
»4 ���
�t\"�J

 Á[�� �O�F� )j�� 
��I � y)4I s�8e @ c  � im � cI Vn ) ��I
 K)�� ��<F )84 i K)�� ��<F �O�F� �' !4 i

��PP� ,�P£� 6�
}�� $ O� 
:B)�
��� G	�M�� B�)8�� �"}�I F�I

�i ⋂ ��
� ��  = c  � im �

F(/��  z
 \e�5
k�2 \,	'
d� F4�e �5)�� �&' $ B�5���� �"}�.� !�

��	8J���� B
	�
4
�Q9��,?� L,�
9? ��Mb�  �

�U2N�� �O�F@� B)�
J (�)*�
� $ ioM�� ¸M¹ )J
 ��<�� �' 
� �� Ì��� �ob A� >�8��� 1� V')�



�^�9 )84 !<ª �b« K)F \8��	� , y@2I !<ª K)?4



PS�

P��

Independent Events  á∏≤à°ùªdG çGóMC’G
 �4�] $ , yo},H ��b¦� ���J2 ()� 2I� ��J2 1� ���� @ 
¾)FI ���J2 ()� 2I� ��J2 c
� �9� 6"���� c
�)�� c�[�

 ��J2 1� ���� @ t�2.� �	���� $ B5�� 5�k©u K)�� c»H =�"8�� \j��� �_Fo�2 6e�� �	�)8� �",� s�5 )�� �	E��D�
�c=>9�? c�����Y ^�&�2 ,����I =Z4 +�b.� 1� ���e @ 6�	���� A� =I c. ,t�	�
}�� �	���� $ B5�� 5�k©u K)��

:�	�
��� B)�
��� (�)*�

4 
 y8� 6�)�� ��J2 �O�F� �
�� 
��[,� \�»H 6"���� 6�)� ����d�� �@O�F@� V"8� 
�� �9�
Multiplication principle of Independent Events  á∏≤à°ùªdG çGóMCÓd Üô°†dG IóYÉb

:�' 
 y8� 6�)�� ��J2 �O�F� c»H co���� c
�)F i ,  c
� �9�
�i�� × � �� = �i  ��

�\� G4
��� �b¦� �)8�� A� �o���� c�[� a��� sE��D� �)� !� �P ,£ 64 L�e �	E��D� ��)�I �
��� 
k�[,� ��

�� �@¦� V_8�

  q�r 7�Z?
�q!(�>��� !UE�� g�	 /���r � g�	 % A? L���
E' i���� ¬�9�o L������� L�K�0�� L��� i��W9K�( 
�'�� /C
M9( ���� i��

?* t� � <F'��? X��Z�� O�/�� c
UC c�� �u���P \�"' !j� +��� 7�)� O�/�� c
UC c� 7��9�� ��Y
:!��

 ª">9�? ª���� c� +� �¨�Z�� hH�G�� £' /�BC 1 7�)� hH�G�� c¥Y ,L���
E' i���)� c� 8(
:�Ì�

�{� ,z ,4 ,& ,%} = �   ��u���P c
UC hH�G�� O�/��� :�
�{� ,z ,*} = i   �* t� � <F'��? c
UC hH�G�� O�/��� :i

:fÁ�� 
�'�� ]��MH AU�C @��� ,ª">9�? ª���� c)�
%�$; = *

$% × ;
$% = qir7 × q�r7 = qi  �r7

�%�$; 
� * ��F'��? A? X��Z�� O�/��� �u���P 7�)� O�/�� c
UC c� 7��9�� :X��9��(�
!0H c� 7���

�+
",�� \�
�� L��=?� ��/? x=� N
>� L,M� X?� �G' L���
E' L(/MH XY  �
?q« ,J ,«r hH�G�� c
UC c� 7��9�� �?  

•   N��'� L��N /�T� X� �int� 
L0�0e

•   N��')�  h9G?  X�  �rand� 
�$ ,/Fe A�( L���
E,��

•   XM,H  int  q10 * randr 
�� ,/Fe A�( � <N��'�

rand = %��$� :7�Z?
10 * rand = ��$�

int q10 * randr = �

P�¢

�q  r7 ����  &
�7���� i��W9K�( qt�r7 R��� , �R��I� 
�/?� c
UC ^WE��� :x��� t� AU��  �   *

�q�r7 R��� vO� ,�R��I �� 
�/?� c
UC ^WE��� :�� �x��� t� , f ª���� � <?�W9�? R9T�  f  
�qt�  r7 R���  4

:!0��
: �QG?� �Q�F� �
Q��� Le/Y �� L(/M9�� hH�
� c� XG,C �u���
E' ^WE�� ���9b�   $

%�$& = 4&
*;% = qt�r7 , %�� = &�%

*;%  = qfr7 , %��& = &;&
*;%  = q r7

%�&� = %��& − $ = q r7 − $ = q  r7  &
 � <¾�� $4 \C�� t�  f = t� x��� 7���� R�0( ,t�  f x��� 789�� R�0�   �    *

%�%4 = $4
*;% = qt�  fr7 = qt�r7 :¢�9��(�

ª�Y�G9? ª��� ���� t� , f c	 m�� ,t�  f x��� 789�� R�0�  f
qt�  fr7 − qt�r7 + qfr7 = qt�  fr7 = q�r7

%��� = %�%4 − %�$& + %��% =  
%��4 = %�$& + %��& = qt�r7 + q r7 = qt�  r7 :� <w	 c��Y�G9? c���� �Ì t� ,    4

!0H c� 7���

�%�; = qfr7 ,%�4 = q r7 m�� c��Y�G9? f ,  c���� �GC�� . LG�' ���Y XY  �
�qf  r7 R���  �
�qf  r7 R���  f

O��>9��  �
 cI �2
Fu ����H A� �4
jX� c��2
ª V'2 ioM�� L4
e

 +)� A�2 ,�5)�� �&' $ VkE��I A� B�[H c ��[�� t!#
�B�5���� ��5
k��2 V	'
d�� V¿
����

dC� ���9b�
 A� �,J�� W���
 ���� Q :�¿
D�� ���� � �	� $

 g�?
 �¥ �� P A� �,J�� W��Í ���� ¥ ,Q �� P
 B�� g�?
 
��
�� c2� A�2 �	[�� A� B�� 
�	E��D�

:�	�
��� K�)F.� A� !� �O�F� )j2I ��	�
�
&
�  = *

z  × 4
�   ��W���
 B�� V� W��Í B��� �  $

 $
&$  =  &

4& = $
z  × &

�    ��� Ok	,J5 ��,/ 6e��� �  &
 �2.� B�[�� cI 
�,"� �9� W��Í �	�
}�� B�[��� �   *

 &
*   ��W���


P��

  qzr 7�Z?
:c�T� . LG�,�� ���Y XY c���� f ,  c�T �w	

�qf  r7 ,qfr7 ���� ,%�4 = qf  r7 ,%�� = qf  r7 ,%�& = q r7
:!0��

q r7 − $ = q r7 
%�� = %�& − $ = q r7 − $ = q r7
�f  �� − qfr7 + q r7 = qf  r7

 %�4 − qfr7 + %�� = %��  
%�4 + %�� − %�� = qfr7

%�; =  
 qfr7 − $ = qfr7

%�; = %�; − $ =  
%�z = %�4 − $ = qf  r7 − $ = qf  r7

!0H c� 7���
 %�& = qf  r 7 ,%�z = qfr7 ,%�; = q r7 c�T� ,LG�,�� ���Y XY c���� f ,  c�T �w	   z

�qf  r7 ����  

  q�r 7�Z?
:���FE9���� ���	 XY A�"?�,�� «�W_Ó� � <,CP
H X��9�� ¬�N���� 7��M�� A��C

�GM��                LGQ���!��
�/?�D
�M-�
R��I&�$44&
~/º&%&*&&;&

+��N	−XG>H&&*4;z
D
�M-��%&�%*;%

� gFE9���� XY <=?�' � <jW_ *;% A�( A? �u���
E' ^W_ ���9b� OH
:L���9�� x���)� A? x�� !T 789�� ����  $

�R��I ^WE��� :t�       �
�/?� ^WE��� :f      �~/º ^WE��� :



PSQ

$$z

�£²R = �i�� ,£²R = � �� {	F > ��	� W
�H $ co���� c
�)F i ,  A[	�  q$�r
�� |i�� :m�F�  

�L0�0j�� L(��o� ©b� ,q&$−$�r AC�89�� �
£²R = �i�� , £²� = � �� c
�2 6"���� 6�)F i ,  c
� �9�  q$�r

 = �i  �� c»H  
£²S q N r  £²¢ qt�r  £²� qfr   £²R q � r    

£²¢ = �i  �� , £²R = �i�� , £²� = � �� c
�2 ��	8�� W
�H $ 6�)F i ,  c
� �9�  q&%r
 = �i  �� c»H  

P²� q N r  £²S qt�r  £²¥ qfr   £²� q � r    
£²¥ = �i�� , £²S = � �� c
�2 ��	8�� W
�H $ 6"���� 6�)F i ,  c
� �9�  q&$r

 = �i| �� c»H  
P q N r  £²� qt�r  £²¥ qfr   £²S q � r    

 LC�C�,H AC��� f L'
�M-�
�8�  +
",��  \�
��  L��=?�  � <,?  c
"��  Áb�  N/�  /M��  c
"��  /Ñ�  N/�  /M�  X?�  �G'  ,q*−$r  AC�89��  �

?�C �? � x�� !T D
�� 789�� �?� ?x��� ��� LGU�-� hH�
G�� 8Y
�P£ A� �f�I A��'
_�� A��)8�� ��,/  q$r

 

�c
���H c��)� c��'
_�� c��)8��  q&r

$$;

 ?¤
�eY�� 2I Åb.� 2I �Í.�  q;r
 ?�Í.�  qzr

 ?�Í.� �)� c�� =I  q�r
 ?�d�.� 2I ¤
�eY�� �)� c�� =I  q�r

 ?=��2Y�� 2I s���� �)� c�� =I  q�r
?L���9�� U�6�� � �	 $ A? ª��� A? c v
U? X��
E' N�' �?� ]>É c� 789�� �? ,q$*−$%r AC�89�� �

 �¥ �)8�� �
d�
�� A� ¯
}��2 =��H �2.� �c
	E��D� cOJ5  q$%r
 �=��H ¯
}��2 sj2¬ �2.� �c
	E��D� cOJ5  q$$r

 �� A� �f�I 6,J��� o� �c
	E��D� cOJ5  q$&r
 �\�d� �2.� VJ��� �' ¯
}�� VJ��� �c
	E��D� cOJ5  q$*r

 ��5
	
 R2 ��[�� VC�� A� 
k�� �£ ,5
�Ñ� B5
	
 �R ��5
	��� �jZ�� ��� +)� :�������� ¤�}H  q$4r
 c�[e  cI  �O�F�  OH  ,)F�2  (��  B)�  5
�Ñ�  sE��D� ![D4  6e5
	
 5
	�b�  Ve  �9�  �F
����  VC��  A�

?��[�� VC�� A� c
e5
	���
 

 B�kjI Q 2I � ,P ,£ m	
���� LE
4 L	�� cI �O�F� :�?	?� �� �	�
��� B5
�8�� �9
� !�"� :O",99� R9T�  q$;r
�m	eh�� m�?4 £²PR  ,  £²Q¢  ,  £²¥R  ,  £²P� :�' (
�.� A� (�� =I $ i�

F

 
:A� �o� )j2I �£²¥ = �i��  ,  £²Q = � �� c
�2 6"���� 6�)F i ,  c
� �9�  q$zr

 = �i  ��  q � r  
 = � ��  qfr  

 = �i  ��  qt�r  
:m�F� �£²¢ = �i  ��  ,  £²� = �i��  ,  £²Q = � �� :A[	�  q$�r

 = ��i  ��  q � r  
 = ��i| ��  qfr

 = �� |i��  qt�r

�££

Dependent Event  ™HÉàdG çóëdG
�G4

 K)?4 %5�k© ��Z�� 
�)�� 
 y84
e K)�� c�[�

á«fÉ«ÑdG Iôé°ûdG  q�r 7�Z?

 L���
E' L(/¾ � ���T � ����P ��/T *� ��/Ñ ��/T ; �GC��
 �D���	 c��( ¢�
9�� £' ªH/T ��0K
?ªH��/Ñ ªH/T £' 7
j�� 789�� �?

:!0��
,� <1�� ��/Ñ 
/T R0K� :  c����� AU��

� ��<���� ��/Ñ 
/T R0K� :f   
 ;
� = q r7

� 4
� = qfr7 ¢�9��(� ��/T � J�G� ��U�� �� F>Y ��/Ñ ��/T 4 ��U�� � �GC�� ��jC ��)� 
/U�� 
N�'	 c�N

;
$4 = 4

� × ;
� = qfr7 × q r7 = qc�H��/Ñ c�H/Tr7

!0H c� 7���
�R�"�� LQUG( X������ LH1
T
_ LQUG( �QG? 4 ,L,M� $& £' �
"� L�"' +
9#   �

?R�"0�� LQUG( L,M� �b� O� ,�Q"T�� LH1
T
_ LQUG( L,M� �b� 7��9�� ��Y  

��(�

��/Ñ

��/Ñ

��/Ñ

����P

����P

����P

;
�

4
�

;
� *

�

*
�

&
�

7
"�� ��(��	  �
�¿��G9�� /UF� �G'N�

�f=M�� ��(��	 A? ]>#  *  − $
�!# c� 7����

 $
z  = z

*z = qfr 7 q�r  $
/Fe  = qt�r 7 qfr  

 $
$& = *

*z = qNr 7 qt�r  
$ = *z

*z = qfr 7  &

 qLH1
T
E��( �9��� dM� &r789�� ��
�  *
 ���� �u���
E' �
"� X9,M� ���9b� x�� c� ~/F�

f x��� 
� LH1
T
E��(
� $4

** = &�
zz = &2�

&2$&  = qfr7 c¥Y



PS¥

$$�

�£²� = �i�� ,£²� = � �� {	F > ��	� W
�H $ co���� c
�)F i ,  A[	�  q$$r
:m�F�  

�i  ��  q � r  

� |i��  qfr  
   

�i  ��  qt�r  

�i| ��  q N r  
   

$$�

�c
	j2¬ c��)� c��'
_�� c��)8��  q*r

:L���9�� L�}�-� !� ,q4r AC/�9�� �
 (
J5I �8�e A� c�[� s�O�j� 6�Ze VJ5 5
	�b� sE��D� ![D4 V�� cI �O�F� 
� :X'89�1� ª?}9�� O��  q4r

 ?�d<�� 
k�	4 A� �	� �d"��

:6	�
��� 6IN�� G�ª � �� P A� � y)F�2 
 �	E��D� yOJ5 5
	�b� �O�F� 
�  q;r
 �S VJ��� �
d�
�� A� 2I ¤2I VJ5  

�7����( L0l
-� c�
�)�( L"UE? ¨�N
��� 7
F��( 

EÔ �
"� dGj-� h9GC ,q$%−zr AC�89�� �
:�Â
� R�0( �
"�� ¬�9�	 789�� ¢�9�� 7���� �l
C

c
"��s�����Í.��d�.�Åb.�¤
�eY��
789�1�£²Q£²�£²�£²�£²P

 �b� 789�� 8Y  ,dGj-�  ��� ¬�9�	  A? �<ZC�� ª9�
9F? ª9�"' A? !T A? �u���
E' �
"� L,M� �b}(  ��� �w	
?L���9�� c�
�)�( �
"�

 �c�"�� �	�4 
¾
�"�  qzr
 �c�"�� �	�
�e�4 
¾
�"�  q�r

   �W��d� �	�
}��2 c�"�� �	�4 �2.�  q�r
 �W��d� B)F�2 @2  q�r

 ��	�
�e�4 g�	� �	�
}��2 W��Í g�	� �2.�  q$%r

%z�%* %$;
%$*

L�(/' Lk�LC��"U�	 Lk�  4

%*  q�r
 � <,? ª9k"��( �<�9T c��/>C 1 AC��� 789��  qfr

L�(/,��( F>Y c��/>C %z� =
LC��"U�o�( F>Y c��/>C %* +

�<�9T c��/>C 1 %$* +
%�; =

%�; = %$; − %$%% ��
%�& = qf ⋂ r 7 q�r  ;

 %�; = qfr 7 qfr  

�£P

Conditional Probability  •hô°ûªdG ∫ÉªàM’G

�{S ,R ,¥ ,Q ,� ,P} = > ��	8�� W
�H c»H \� =�"8�� \j��� �_Fo�2 B)F�2 B�� ��� �CF W
��� �4�Ce sH
P
� = QS = � �c

�>�c = � �� c�[�2 {S ,R ,¥} =  c»H �Q A� ���I �)� 5�k©�  K)?�� A[	�
{S ,¥ ,�} = i c�[	H �sj2¬ �)� 5�k©�i K)�� A[	�2

P
� = QS = �i�c

�>�c = �i��
 �O�F� �' 
� �b« 3�8,4 �  K)�� ��J2 UN4 i K)�� ��J2 �O�F� �' OH ,LJ2 )J  K)�� cI 
�,"� �9� :c¦� �Z���

?Q A� Y�I c�[� cI UN4 sj2¬ �)� 1� ��<��
:)j�� Q A� ���I sj2¬ �)� 3"� ��<?"�2 {S ,R ,¥} =  �' )�)C�� ��	8�� W
�H !8� 3M8�� UN�� cI ¨Fo�

{S ,¥} =   i
�
Q �' Q A� ���I c�[� cI U�D4 sj2¬ �)� 3"� ��<?�� �
,�F� s�
��
42

 K)?�� �
,�F� I�� |�2 � |i�� m�[|�2 �sI�D��� U2�D,�� �
,�F@
4 3,��  K)?�� ��J2 U�D4 i K)?�� ��J2 �
,�F�
:�	�
��� B)�
��� (�)*�

4 � |i�� �
C�� A[,�2 �  U�D4 i

•höûŸG ∫ÉªàM’G IóYÉb

:c¥Y  x��� D
�
( � <I�6? f x��� D
�� c�T �w	
£ ≠ � � � {	F     (f  )7

( )7   =  q |fr7
q |fr7 × ( )  = qf r7   @��T�



PSR

%�� = %�& − %�z + %�; = qf ⋃ r 7  z
�%�$ =%�� − $ = qf ⋃ r 7  

%�� = qf ⋃ r 7  q�r  �
%�$ = qf ⋃ r 7 qfr  

 $�  �

 �
** = �

$$ × 4
$&  �

%�%z = qf ⋂ r 7  $%

 $* = q |fr 7  $$

�£�

  q$%r 7�Z?
�%�& = qf  r7 ,%�z = qfr7 ,%�* = q r7 m�� c���� f ,  L���
E' L(/MH XY

qf| r 7   f  q  |fr 7   �  :L���9�� x���)� A? !T 7��9�� ����
:!0��

� &
*  = %�&

%�*  = �f � �7
q r7  = �  |f�7   �

 $
*  = &

z  = %�&
%�z  = �f � �7

�f�7  = �f| �7  f
!0H c� 7���

�qf � r7 ���� �%�& = q  | fr7 ,%�* = q r7 c�T �w	 ,L���
E' L(/MH XY  $%

  q$$r 7�Z?
�\� +
",�� \�
�� ·�1� O�9G? N/� /M� OK�� g?�

��+N/Y N�' £' 7
j��� :  x��� ,�; +���C �� A? �T� N�' £' 7
j��� :f x��� X���
q� uCN/Y � <N�' c
UC c� U6( ; +���C �� A? �T� N�' �
Q� 789��r q  |fr7 R���

:!0��
z = q.r c  {z ,; ,4 ,* ,& ,$} = .

* = q r c  {; ,* ,$} = 
& = qfr c   {z ,;} = f

$ = q  � fr c  {;} = f � 
  $
& = *

z = q r7
 $
z = qf � r7

� $
*  = &

z  =  $
z  

 $
&  

 = �f � �7
� �7  = q |fr7

!0H c� 7���
 N�' g"' 7
j0���  x�0��� ,�X��P N�' g"' 7
j0��� f x�0�� c�T �w	 ,O�9G? N/� /M� ��>�	 L(/MH XY  $$

�q |fr7 R���Y ��X���



PSS

�£R

�
	M8�� !	},�� ���
	4 B�Cv V
�� :k’hCG

!"b 
k	H LM��� A� %�
�
k	H !"b @ %�¢ 

!"b 
k	H LM��� A� %�¢ 5
��b@� sf"�
�
k	f"� @ !"b 
k	H LM��� A� %� 


k	H !"b @ s��� LM��� A� %£²R 5
��b@� sf"�
�5
��b@� 
k	f"� @ 
k	H !"b @ s��� LM��� A� %��²R 

(   )

( )
 = �  |��� :É k«fÉK

�6��
F $ 
� �8MJ 5
��b@� sf"� ,�	�
	��� B�CD�� �� �_��
4 �� b�� V� ,� b�� )j�� !?"� � y��#
� b  ��� + � b  ��� = � b�� 

£²£�¥R = £²££R × £²�¢ + £²�¢ × £²£� =  
£²��RR = £²£�¥R − P = � b�� 

£²£££¥ = £²£� × £²£� = �  b ���

£²£££¥P  £²£££¥
£²��RR  =  

(   )

( )
 = �  |���

�
y����e £²£££¥P =2
�� B��x� 5
��b� 
kf"� ¼ \�I yO"� !"b �8M��� $ c�[� cI �O�F�

L�Y�l	 L�}�?
 
,� B��� PS 3"� �D[�� aE
�� ��k©� �����	"	"� QP£ 3"� 
k�� !� =��?e !E
��� c�4
<�
4 ����� ���8�� B�kC� ��«  $

:s"�
�QPP ,Q£� ,��S ,QPR ,Q££ ,¥P� ,Q£� ,Q�� ,��¢ ,��P ,Q£Q ,QPP ,Q££ ,Q£S ,QP¢ ,���  

� ��	"	",�
4 ����8�� %&' �
���?,� s4
�?�� F
��,�� )j2I  �  
?a����e �9
� �=5
	8,�� >��?�@� )j2I  f  

��(�

�

�
3f"�

3f"�

3f"� @ !"b 
k	H

!"b 
k	H �	� 

3f"� @ 

£²£�
£²£�

£²��R

£²�¢

£²�¢

£²££R

�£Q

πFÉ°ùªdG πëd ó°TôªdG

q$r 7�Z?
:�	�
��� �
�
	��� &bZ� �P�

PR£ ,P�£ ,P££ ,�£ ,¢£ ,�£ ,R£ ,¥£ ,�£ ,P£ :� �
PR ,P� ,P£ ,� ,¢ ,� ,R ,¥ ,� ,P :�i�

?� � ���,C�� $ �
�
	��� V	J A� �i� ���,C�� �
�
	4 $ V	��� a����� �	�  �
��i� ���,C�� V	��  &

&u A�
����2 � � ���,C�� V	��  &
$u A�
���� )j2I  f

 � u , u 64 �Jo8�� a���
�  t�
��
�
	��� A� 6���,/ V�	J ?\Y/'� +��� �?

?\9Y/,? �C�� +��� �?
��i� ���,C�� V	J2 � � ���,C�� V	J 64 F4���

��i� ���,C�� V	J A�
�e2 � � ���,C�� V	J A�
�e 64 �Jo8��
?L�}���� !�}K S�T

 V	J s' �i� ���,C�� V	J L	l cI ¨Fo� �i� ���,C�� $ �
�
	��� V	J2 � � ���,C�� $ �
�
	��� V	J �� �_��
4 �I�
�P£ 1� ������ � � ���,C��

:6���,C�� V	J A� ![� y@2)j c ��[�  �i�
�I� �2)j

�Q = � �
��� F
����
�(  - )    =  =  &

$u

 
P£  = &

$u

 = &
$u

5� �,	���� − 5���� − 5��
P£SQ−Q �S�
�£RQ−� ¢£�
¥£QQ−P £¢�
R£�Q−R��
�£Q−�
¢£�¥�
�£P��¢�

P££�����
P�£¥�� �£�
PR£��R ���

  = ��,C��

�£¥

�i� �2)j
�²Q = � �
��� F
����

�(� - �)  
 =  =  &

&u

 P�S²P
P£  = &

&u

P�²SP = &
&u

&
&u ��P£� = &

$u =I &
&u P££ = &

$u ¤
��
42
u P£ = u cI a����� � j�

q&r 7�Z?
 B��C"� 5
��b� L72 LM��� %&' W
f�X �s��e !"b 
k	H �
�N�� +)F� 
k8�<e s��� LM��� A� %� cI �	E
<F� �
�5� g��	4

:½¦
� \CE
�� g�
�2
�!"b 
k	H s��� LM��� A� %�¢ c
� �9� 5
��b@� sf"�

�!"b 
k	H �	� s��� LM��� A� %£²R c
� �9� 5
��b@� sf"�
���N�� %&' $ �8�<� �8MJ 
�	E��D� �&bI

?B��x� 5
��b� 
kf"� ¼ \�I yO"� !"b 
k	H c�[� cI �O�F� 
�
:!��

�t�8M��� sf"� B��x� 5
��b�u :K)��  b ,t!"b 
k	H �8M���u :K)�� � A[	�

5� �,	���� − 5���� − 5��
PS²Q−Q�²S�
�R²Q−�¢²£�
¥Q²Q−P£²¢�
R�²Q−R²��
�£²Q−£²£�
¢£²�£²¥�
�P²��²¢�

P£�²��²��
P�¥²���²£�
PR�²�R�²��

P�S²P = ��,C��

�L�Y�l	 L�}�?� ��(��	
©"�"? *$&�&; = � q�r  $

7
�>? ¤s +���,-� .�/0�1� ,&��%4; = u qfr  
�¤�T ����� FK
9-� A' O�>�� �9EH c
UC ,���  

!���-� !� �_/-�



PS�

$$�


��,�� 
��
�� L,��/?
��2)�� +)F� $ 6j2���� �� �
j��� �)8� =5��[��� L�¬���� ¤
��� �2)x� �6��  q$r

7��/�� q/�,��r L[F��
¥R££ −�£
¥¢£ −Q£
Q�£ −¥£
��£ −R£
P¢£ −S£
PP£ −�£
Q£ −¢£  

�)�
<�� L,C��� 5��[���2 �
�d�� ����� �H
7»4 �2)x� !,�I  q � r  
L[F�� �T/?  d�M9-� ��/U9��

�'�j��
N���� A? !��

L[F"� ��",��
7��/�� q/�,��r L[F��

¥R££ −�£
¥¢£ −Q£
Q�£ −¥£
��£ −R£
P¢£ −S£
PP£ −�£
Q£ −¢£    

�£¢

� 5� 3��.� s�
45.� − � 5� 1�.� s�
45.� = s�
45.� +)�� *
�)8�� �,k� V	_�e $ )�
�e cI A[,� �	�
	��� B�CD�� c»H ,sd[� O4 � y�f� �
	�
[�X� �)� c
� �9� :L������� 
/ME�� −

��c i2Å�� !c �' W
	v.� A� !��
�e �)� ��
� ,!��
���
4 3,�� y�),�8�2 �Ok� m	eh�� c�[� 
�)�� :!CN��9�� −
 5 
'�)� W
	vI A� c ��[�� !��
���� �)� c»H ,c ≥ 5 {	?4 6��

 �� c
?	?� c��)� 5 ,c c
� �9� :!CN��9�� c
��� −

 !
!(  - )  = �c :�' W
	v.� A� c 64 A� B9�bZ��2

 �� ��[� ���,/ A� 
'5
	�b� A[,� s���2 ,T�� 5 A� 
k�� !� c ��[��2 �	E�x� �
��,C�� �)� �
�� )��e 
�)�� :]�Y�
9�� −
�G	H����� m�?� A?�H m	eh�� A� �_��� �O��� c2� T�� c A�

 A� 5 A� 
k�� !� �� ��[�� G	H����� �)� c»H c ≥ 5 {	F ,6��

 �� c
?	?� c��)� 5 ,c c
� �9� :]�Y�
9�� c
��� −
� !

!(  - )!
 = ;c :�' \�d� gJ��� $ �
�8�� A� c 64 A� B5
�*��2 W
	v.�

 K)?�� sH ae����� �)�
��	8�� W
�H sH ae����� �)� = � �� :�'  K)�� �O�F� −

:
� K)� �O�F@� ���b −
:c»H > Î�
b ��2 \��� ��	� W
�H $ K)F  A[	�

P ≥ � �� ≥ £ −
�!	?���� K)�� 3,��  ,£ = � �� c»H { } =  c
� �9� −

�)���� K)�� 3,��  ,P = � �� c»H > =  c
� �9� −
�P =2
�� ��	8�� W
�H $ ae����� �@O�F� ��,/ −

�i    4 \	�� ����2 
 y8� c« $ i $2  $ B��j��� ae����� A� ��Z�� =&�� K)�� �' i ,  6�)F LI
�e −
�i    4 \	�� ����2 i $ 2I  $ B��j��� ae����� A� ��Z�� =&�� K)�� �' i ,  6�)F �
#� −

.  = i   =I ®hD� ae
� Or)� A[� ¼ �9� c
	H
��� 
¾ i ,  c
�)�� −
�  $ B��j�� ��2 ��	8�� W
�H $ B��j��� ae����� !� A� ��Z�� =&�� K)�� �'2   4 \	�� ����  K)F V,�� −

��b¦� K2)F �O�F� 1� ��Ze \� �	� 
¾)FI K2)F c
� �9� co���� c
�)F c�[� :�"����� K�)F.� −
:�"����� K�)Fw� iÅ�� B)�
J −

�i�� × � �� = �i  �� :�' 
 y8� 6�)�� ��J2 �O�F� c»H co���� c
�)F i ,  c
� �9�
�G4

 K)?4 K)�� �&' 5�k© ��Z�� 
�)�� 
 y84
e K)�� c�[� :d(�9�� x��� −

:U2N�� �O�F@� −
�£ ≠ � �� cI �hd�2 i ,  6�)F 
��)� A[	�

 I���2 �  |i�� m�[�2 U2N�� �O�F@� 3,��  K)�� ��J2 UN4 i K)�� ��J2 �O�F�
�t  UN4 i K)�� �O�F�u

:U2N�� �O�F@� B)�
J −
�£ ≠ � ���  K)�� ��J�4 
yI2N� i K)�� ��J2 c
� �9�
� �  | i�� × � �� = �i  ��   , (   )

( )
 = �  |i��

�£�

¢üî∏e
:�	E
<FX� �
�
	��� ���� ������� ������ V	J ()*��e −

c� c� + ���� + �� �� + P� P�
c� + ��� + �� + P�  = �  :V	��� %&' �)� 1� �
�
	��� V	J ��,/ �,�J ae
� �' �
��� F
���� *

�
�	�¬
�e 2I 
 ��)�
<e V	��� %&' m	e�e )84 �<���� $ ½Ze s��� �,	��� �' F	
��� *
��
�
	��� $ � y5��[e �}�.� �V	���� �,	��� �' ������ *

��
��� F
���� �
�X ��d�� ���� ()*��� �
�H 1� =5��[��� L�¬���� {	F �
�
	��� $ *
:�8H���� c��
J ()*��� �
�H 1� =5��[��� L�¬���� {	F �
�
	��� $ *

> × �®
�® + P®    + �	������ ��d"� 3��.� )�� = ������

,�	������ ��d�� ��I = >      c� {	F
 , �	������ ��d"� B�
�� ��4
��� ��d�� 5��[e = P®   

�	������ ��d"� B�
�� ��Fo�� ��d�� 5��[e = �®  
�Ok	"� 2I �¬
��� L,C��� 3�?�� 2I )�
<�� L,C��� 3�?�,4 (�)*�

4 F	
��� �
�� A[,� *

��8H���� c��
J (�)*�

4 ������ �
�� A[,� *
�=5��[��� �5)�� (�)*�

4 ������ �
�� A[,� *

��
�
	��� g�De �
�5)� =5
	8�� >��?�@�2 A�
����2 +)��2 �
	�
45.� ()*��� −
��
�
	��� A� +�f<�� �,	��� − �
�
	��� A� 3,_8�� �,	��� = +)�� *

� 5 ����
4 >�8�2 F	
��� A� �f�I �
�
	�"� 3��.� V	��� F	
2 = 3��.� s�
45.� *
� 5 ����
4 >�8�2 F	
��� A� Y�I �
�
	�"� 1�.� V	��� F	
2 = 1�.� s�
45.� *

� 5 ����
4 �
�
	�"� F	
��� >�8� *
�3,_8�� �,	��� , 5 , 5 , 5 ,+�f<�� �,	��� :�' �
�
	��� $ ��,-� ��)�.� !,/ *

��
�
	��� V	J g�De2 
k�	4 O	H �Jo8��2 �,-� V	��� L�¬�e �	d	� 6�75
8�� =9 ;2)�<�� FM� �7�� *
�(  - )    

 = 

 
 = 

 = u :B)�
��� i
�F A� �]
��� �
�
	��� A� �,	��� �' A�
���� *

:B)�
��
4 3M8�2 �
�
	��� %&n �
��� F
���� A� �
�
	��� g�De �6�� =5
	8�� >��?�@� *

F�(  - )  
 = 

 
 = 

= u

 
y���J g�D��� c�[� =5
	8�� >��?�@� �f� �9�2 �
��� F
���� A� � y)	842 � y��� g�D��� c�[� =5
	8�� >��?�@� Y� �9�
��
��� F
���� A�

�£S

��j�o�

 !�"0H
�����������'�(�)�

 .�/0�1�
+���,���

 2/I
�,�� 7��9�1�

U�/E���

7��9�1�

 ��j�o�
7��9�1��

 FK
9���
X(��0��

 X'�(�)�
g�N)�

AC��9�� x��
d(�H
 x���)�
L">9����  
/ME��

L�������
!CN��9��

dI�>9��N�0H1�O�9���

]�Y�
9��

 ���?
�,��

�����

 7��9�1�
U�/E���

 X'�(�)�
g"')�

 .�/0�1�
+���,���

 �T/? i��W9K�
L[F��

L�M�K
�� L[F�� L[F��
L���
G��� �����

X'�(�)�
 ���"�,��

x���)� g"'

F�K
��7�
G���

Iô°TÉ©dG IóMƒ∏d »ª«¶æJ §£îe



PS¢

$&*

�=5��[��� �5)�� (�)*�

42 �8H���� c��
J (�)*�

4 c�¬2.� %&' V	�� ������ )j2I  qt�r  

�c�¬2.� %&' V	�� �
��� F
���� )j2I  q N r  

:±� O� B�kj.� %&' L	�� �oq B)� A� s���[�� 5
��)�
4 i�

�� 5
8
I �
*v@� )FI !C
  q&r
��SR ,��£ ,�QR ,�SR ,�SR ,�¥£ ,�RR ,�S£ ,�¥R ,�R£  

�� 5
8
.� %&' V	�� �
��� F
���� )j2I  q � r  
�u 5
8
.� %&' V	�� =5
	8�� >��?�@� )j2I  qfr  

 �7��  O�  ,c���.
4  �"[D�  ¯������  ��d�
4  B�Dq  +�"F  L�<�  a���  :¨�N
���  7
F��(  

EÔ  �
"�  q*r
:¤
��� �2)x�

c
"��s�����Í.��d�.�Åb.�¤
�eY��
789�1�£²Q£²�£²�£²�£²P  

?
k	"� ��<�� !,�ª s��� c���.� �)� V[H ,B)F�2 ��"� A� LMJ Ko� �&bI �9�  

�
n  =�"8��  \j���  �_Fo�2 )F�2  gJ2 $ B��O��  ���  5
CFI  ��Ä s�5 V��  i
8�.�  +)F�  $ :L�"�H  q4r
?�"�� c�� �CF ![� c
� �9� 
'�		~ A[,� s��� ae����� �)� V�

$&&

L���/�	 AC���

�(��j�"	[�
4 �	4�8�� 
k�� L	MJ A� 
 y
I5 �R c�¬2. =5��[��� L�¬���� ¤
��� �2)x� �6��  q$r
L[F��−P£−�£−Q£−¥£−R£−S£−�£−¢£

��/U9��P�R¢PP��P�¥  
��¬
��� L,C��� 5��[���2 )�
<�� L,C��� 5��[��� �H
7»4 �2)x� !,�I  q � r  

 d�M9-� ��/U9��
7P�G��

 L[F"� g�N)� ���
/ZT}Y

 d�M9-� ��/U9��
�'�j��

 N���� A? !��
L[F"� ��",�� ��/U9�� L[F��

P −P£
� −�£
R −Q£
¢ −¥£

PP −R£
�� −S£
P� −�£
¥ −¢£

 L,C��� 5��[��� 3�?��2 )�
<�� L,C��� 5��[��� 3�?�� (�)*�

4 c�¬2.� %&' V	�� F	
��� )j2I  qfr  
�
 y8� �¬
���

$&$

 �j5� �£ 3,_8�� ��
k��� {	F ����� 5�)� 1� �
	7
���� B�
� ��5
��b� $ ioM�� )FI �
j5� g�
� �9�  q*r
�P� ,¢ ,PR ,PS ,P¥ ,� ,P� ,P£ ,� :±� O�

��
j5)�� %&' V	�� ��,-� ��)�.� !,/ )j2I  q � r  
  
  
  
  

��
j5)�� %&' V	J !	},�� 6�75
8�� =9 ;2)�<�� FM� V
5�  qfr  
 ?¨Foe �9
�   

   

  

$&%

��
j��� 5O�. �
��� F
���� )j2I  qfr  

�)�
<�� L,C��� 5��[��� 3�?�� 
 y�)*��� �
j��� 5O�. F	
��� )j2I  qt�r  
  
  
  
  

�=5��[��� �5)�� (�)*�

4 �
j��� 5O�. ������ )j2I  q N r  
  
  
  

:±� O� �j5� �£ 3,_8�� ��
k��� {	F (�"8�� B�
� 5
��b� $ �	7
�� ����� )ÍI �
j5� �W
j  q&r
�PS ,P¥ ,¢ ,PS ,� ,PQ ,P� ,PR ,P£ ,P�  

�� �
j5)�� %&n �
��� F
���� )j2I  q � r  
  

��
j5)�� %&n ��,-� ��)�.� !,/ )j2I  qfr  
  

�6�75
8�� =9 ;2)�<�� FM� V
5�  qt�r  
 ?¨Foe �9
�   

  
�u �
j5)�� %&n =5
	8�� >��?�@� )j2I  q N r  

F u   
  



PS�

$&;

?
k�� =I 5��[e c2� (
J5I �8�
 A� c ��[� �e
' VJ5 5
	�b� sE��D� ![D4 V�� cI �O�F� 
� :SH��� i����  q�r

?¥ �)8�� �
d�
�� A� 2I =��H �)� :�	�
��� U2N�� G�ª � �� P A� sE��D� )F�2 VJ5 5
	�b� �O�F� 
�  q$%r

 ()� m���2 ,(
���� )7 
 yF
�� ���"e 6�I���� {"� �6�I���� L45 (
�¬ �j�� g4
�I ,W
�D�� !<H $  q$$r 
�
 yF
�� 3�"e )J P£ A� (
���
4 
 y4
<� 
 y���� cI �hd� %P££ �
�"�� �	"�
H

?(
���
4 
 y4
<� �
�"�� ���"e A�&�� 64 A� AI��� c�[� cI �O�F� 
�  

$&4

 �	�O� 1� sE
k��� c
?��@� =��ª cI 1� 5
�&�
o� y@��
 �£ \4oI V"8� 3M�I :X��QG�� c�09?1�� O",-�  q;r
?
k872 A[,� s��� �d"�*�� �	E
k��� �
�
?��@� �)� V� �
k�� �"�
I

Vk�	4  A�  
 y��b  �R¥  A�  ���[��  P��S  (
�  �8H�  A�  � y�)�  �
	"[��  +)F�  �5
�b�  :ª�/W"�  ��?  qzr
?�	�
��� K�)F.� A� !� �O�F� OH � yoj5 R¢2 �	8�
x� �

�5)�
4 B)	
 P�¥ G?��� {	F ,B)	
 P��

 �B)	
 a��-� c�[� cI  q � r  
 ��	8�
x� �

�5)�
4 a��-� G?�"� cI  qfr  

 ��	8�
x� �

�5)�
4 g�?��� )J2 B)	
 a��-� c�[� cI  qt�r  

 ���[� �"E
� $ ,%R£ �' 68� ��� A� 
y}�)F ������ !dM�� c�[� cI �O�F� cI �hH� :!FM�� D
� �C�#  q�r
?3M8� K)F !� �O�F� OH ��
dII �845I A�

 �K
�� �
dI.� !�  q � r  
 ��"�� ��� A� �
dI.� !�  qfr  

 �K
�� 2I 5��9 
�� �
dI.� !�  qt�r  

:cI 
�_F@ c���I ��o� A� ��Z�e s��� 52��� B5
v� )��  q�r
�W�Å-� B5
vX� )�� �J��e ��5
	��� A� %�  

��52��� c��
J m"M� O�� W��d<�� B5
vX� )�� �J��e ��5
	��� A� %SR  
�W��,�� B5
vX� )�� �J��e ��5
	��� A� %��  

 B5
vX�  c��  ,B5
vX�  ��  B5
	���  ���2  )��  \�I  �hd��  �52���  B5
v�  )��  B5
	
  ®�"
  ��J���  
�5�J  
 cI �O�F� ,£²P �d�.� �' c�"�� c�[� cI �O�F� ,£²S Åb.� �' c�"�� c�[� cI �O�F� cI2 sE��D�

�£²Q �Í.� �' c�"�� c�[�
?gdJ�e )J ��J���� B5
	��� c�[e cI �O�F� 
�  q � r  

�� y�ÍI 
��� c
� 
�)�� B5
vX� �¬2
] )J c�[e cI �O�F� OH �B5
vX� B5
	��� �¬2
]  qfr  



���

�−� �� �	
  �	�
��
 ���
 ������ ����
 $ ������


��� = �� + �! ,"#$ %&'  º(! = � %�'  º��� = � %�'
�M�* %�'  �I�* %.'  ��� ≠ �. + ��. , /01 %('

"� �& %2'  "� ! %!'  "� �! %�'
3�4 �5  = �4 �5 ,�4 �5 = �4 �5  %��'
3�4 �4 67� 89��#�
 :;<�
 �5 �5  

3�> �> 67� 89��#�
 :;<�
 �5 �5 ?�@1  
3%A�B
�CD �E�FCG�
 ��H� I��J "�FCGD KD �E�FCGD �D�#L 
MN' 3�> �> OO �4 �4   �  

P
Q

9

R
5  3"� !  % � '  %��'

3�"� !!S�( o �T�G�
 ,"� �����  = Q , 9 5 × 9 P = Q × 5 P  %P'  

� /�U�U#L ����
 P ������

�%�S.' = ��S. + �� 3"#$ %�'  º&� = � %�'

 �I�* %&'
3��	V$ 3��W�GCD KX�Y
 KMF�
 >
�I�  %('

"� �2 %6Z'  "� !� %P'  º!�S� = � % � ' %.'
�
�  %�'  º&. %�'

% � ' %2'  %6Z' %!'
% 9 ' %��'  %6Z' %��'

�−� �� �	
  �
�[Y
W ��LWY

������ ����
 $ ������


� = � %6Z'  � = � %P'  �( = � % � ' %�'



���

3%P W 9'; = %P W 6Z';  ;  P 9 p P 6Z :>�^D 34�X�Z_
 Q /�<CL  %�'
!S2 o � %6Z'  .S&! o � %P'  � = � % � ' %&'

3�	�
��
 U1	D �D �#`�
 ��W�GCD ��LWY
 a$�1 
MN "b#� c  %('
"� �� %P'  "� . % � ' %.'

"� �.S.( %P'  "� &S.( % � ' %�'
% 9 ' %��'  %P' %2'  "� !S2 o %!'  "� �� %�'

� /�U�U#L ����
 P ������

�� = � %6Z'  ! = � %P'  .� = � % � ' %�'

3�	�
��
 U1	D  %�'
��S�! o � %6Z'  2S2. o � %P'  ��S.& = � % � ' %&'

"� 2 o %.'  "� �S� o � %('
3W d ��W
U�
 "��[ 5 W > ̄  �Y ,"� �� =  %�'

&−� �� �	
  ��M�e�
 ��
WU�
W ��U1	�
 ��
WU�

 ������ ����
 $ ������


º��� = �  % � '  %�'
º�!� = �  %P'  

º��2 = f , º��! = �  %6Z'  
º&� = f , º&� = �  % 9 '  

º2� = f , º2� = R , º.� = �  %6g'  
º��& = �  % � '  %�'

º�( = f , º.� = �  %P'  
º�. = � , º�&� = f  %6Z'  

º�. % 9 '  º(� %6Z'  º.� %P'  º(� % � ' %&'
º!. %6Z'  º��. %P'  º�! % � ' %('





��&

(−� �� �	
  �E�
 ,�#I�FC�
 ��LWY
 :�	�
��

������ ����
 $ ������


�� = � 5 %�'  �� = 6g 9 %�'
��S( o f , �.S! = � %('  �. = � %&'

��S� %�'  ��S� %.'
�� = f , ��S� o � %!'  � = f , !S2 o � %�'

�� = �%� + �S.' �X�C1 uv  %2'
6ZW ⊥ > 5 : ��H�t > 5 :;C<D 6g  %��'

3 6ZW ⊥ P$    �   6Z �<� �	�
�b� ��� P$  
P$ OO > 5 
@�  

!� = P 6g  %��'
&�� = �  %��'

��S�. o P$  %P'  � = 9 6Z % � ' %�&'

� /�U�U#L ����
 P ������

�� = P 6g  %�'

2 = 9 6Z , �� = 9$  %�'
&S. = �  %&'

�S2 o f , .S& o �  %('
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